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Borrede 


Die großen Fortfchritte, welche die Mathematik feit der 
Begründung diefes ihr gewidmeten Woͤrterbuchs gemacht hat, 
beftehen theils in der. Erweiterung und Verpolltommnung 
der Methoden, in der firengern Begründung mehrerer ihrer 
wichtigften Theile, und der dadurch möglich gewordenen ge= 
gen früher unendlich verbefferten Darftellung derfelben ; theils 
in der Vermehrung ded Materials durch neue Methoden und 
Säge. Blickt man nur auf die letzten zehn bis zwanzig 
Fahre zurüd, fo muß man erflaunen über das, was in 
diefer verhältnigmäßig nur Furzen Zeit in jeder der beiden fo 
eben angedeuteten Beziehungen geleiftet worden ifl. “Durch 
diefe beiden Richtungen, nad) denen hin die Fortfchritte der 
Wiffenfchaft zu fuchen find, war mir zugleich, wie ich glaube, 
mit ziemlicher Beſtimmtheit der Weg vorgezeichnet, den ich 
bei der Bearbeitung diefer Supplemente zu einem nun ſchon 
vor dreißig Sahren begonnenen Werke zu betreten hatte. 
Nicht wenige der wichtigften in ganz veralteter Darftellung 
daftehende Artikel bedurften einer völlig neuen Ausarbeitung, 
und mehrere ganz neue Artikel mußten hinzugefügt werden. 
In beiden Beziehungen liefert ſchon dieſe erfte Abtheilung 
Beifpiele in binreichender Anzahl. Indem ich hoffe, daß 
man 3. B. in den Artikeln Bernoulliiche Zahlen ; Binomifcher 
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Lehrſatz, Eyklometrie, Differenzen: und Differentialrechnung Kluͤ⸗ 
geld Arbeit auch nicht im entfernteften wieder erkennen wird, 
bin ich auf der andern Seite überzeugt, daß nachfichtige 
Beurtheiler mir das Zeugniß nicht verfagen werden, in den 
Artifeln Beſtimmtes Integral,. Bürmannifhe Reihe, Con= | 
vergenz der Reihen, Coordinaten — ein Artikel, der in 
Klügeld Bearbeitung wohl kaum diefen Namen verdient — 
Cylinder und Dreied gezeigt zu haben, wie. unendlich in neue: 
rer Zeit das Material in einzelnen Theilen der Wiffenfchaft 
angewachfen if. Daß ich weit mehr noch zu geben im 
Stande geweſen wäre, wird man mir auf mein Wort glau: _ 
ben; daß aber ein Werk diefer Art auch nicht in’ Unend- 
liche ausgedehnt werden darf, ift eben fo Mar. Maaß zu 
halten, ift hier ſehr ſchwer. In manchen Artikeln, wie 3. B. 
bei dem wichtigen Artikel Barycentrifcher Calcul, mußte ic) 
mich leider mit Eurzen Notizen begnügen, aus denen aber 
niemals auf meine Anficht über die Wichtigfeit des betreffen- 
den Gegenftandes gefchloffen werden darf. Ich habe in fol= 
chen Fällen mich an den einzelnen Stellen felbft kurz zu 
rechtfertigen gefucht, und kann dies alfo hier um fo mehr 
unterlaffen. Eben fo würde eine Rechtfertigung der von mir 
in den einzelnen Artikeln gewählten Darftellung die Gränzen 
einer Vorrede weit überfchreiten, und was ich vorzugsweiſe 
als mein Eigenthbum in Anfprudy nehmen darf, werden 
Kenner von felbft finden, Weil jedoch in einem Werke dies 
fer Art das Eigne unter der unendlihen Maffe des Frem- 
den nur zu leicht gänzlich verſchwindet, mag es mir erlaubt 
feyn, auf Mehreres in dem Artikel Bernoulliſche Zahlen, in 
‚dem Artikel Beftimmtes Intregral (22.), Mehreres im Ar: 
tifel Binomifcher Lehrſatz, auf die im Artikel Cauſtiſche Flaͤ— 
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chen und Linien (32.) bis (39.) mitgetheilten analytiſchen 
Beweiſe, auf die ganze Anlage und Ausführung des Ar— 
tikels Coordinaten, den: ganzen Artikel Cylinder, faft den 
ganzen Artikel Cyklometrie und Mehreres in den Artikeln des 
Buchſtaben D, ald mir vielleicht vorzugsweiſe angehörend, 
befonderd hinzuweiſen. ‚ 

Zur die zweite und letzte Abtheilung Diefer Supplemente 
find nun noch mehrere ſehr wichtige und umfangreiche Ar: 
tikel zuruͤck, namentlic der Artikel Elliptifche Functionen und 
der Artikel Gleichung, in welchem natürlich auf die neuen 
wichtigen Unterfuchungen von Fourier vorzüglic Rückficht 
genommen werden wird, fo wie in dem ebenfalls einer neuen 
Bearbeitung bedürfenden Artikel Goniometrie die bekannten 
Schwierigkeiten bei der Entwidelung der Potenzen der Sinus 
und Cofinus, auf welche Poiffon zuerft aufmerffam machte, 
befondre Berücfichtigung finden und von mir, wie ich glaube, 
auf eigenthuͤmliche Weife gehoben werden follen. Die Zu: 
füge werden natürlid in eben dem Maaße abnehmen, wie 
die Bände unfers Werkes näher an die jetzige Zeit heran- 
reihen. Mehreres, was auch in die zweite Abtheilung ver: 
wiefen werden konnte, ift, als fich hier beffer und leichter 
anfchließend, in diefe erfte aufgenommen, und dadurch in jener 
Kaum für andre Unterfuchungen gewonnen worden, Da— 
bin gehört z. B. Beffels treffliche Auflöfung des Kepp- 
lerfchen Problems und Fouriers berühmte Entwidelung 
der Functionen nad) den Sinus und Cofinus der Vielfachen 
ihrer veränderlihen Größen mittelft der beftimmten Sntegrale 
in dem Artifel Beſtimmtes Integral, die Entwidelung der 
fhiefen Kegelflähe im Artikel Cylinder und vielleicht noch 
einiged Andre, Auf diefe Gegenftände wird aber natürlich 
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in der zweiten Abtheilung an gehörigem Orte —— 
werden. 
Da die zweite Abtheilung dieſer Supplemente der eriten 
ohne Zweifel auf dem Fuße folgen wird, fo fcheide ich hier- 
mit, um fo mehr, da beide Abtheilungen doc, eigentlich nur _ 
einen Band bilden follen, mit dem innigften Dante gegen 
die Vorfehung, daß fie mic) diefes ſchwierige Werk glücklich 
zu Ende führen ließ, und mit dem freudigften Rüdblid auf 
die durch die Arbeit felbft mir gewordene vielfache und reiche 
Belehrung, für jest von demfelben, ohne die Hoffnung 
aufzugeben, auch die angewandte Mathematit in ähnlicher 
lericographifcher Bearbeitung zu liefern, wenn der meinen 
bisherigen Leiftungen gefchenkte Beifall der Kenner mich dazu 
ermuntert und berechtigt, und der Himmel mir auch ferner- 
hin die zu einem fo. ſchwierigen Werke — — und 
Ausdauer verleihet. 


Brandenburg a. d. H., im Februar 1833. 


J. A. Grunert. 





A. 


Abſteigende Reihen, ſind Reihen von der Form 
Axn 4 Bævn-i 4 Oxu-2 4Dxn- Exn- -... 


Aehnlichkeitsaxe, ſ. Anwendung der Analyſis auf die 
Geometrie i. d. Z. (16.). | | 


Aehnlichkeitspunkt, f. Anwendung der Analyſis auf die 
Geometrie i. d. 3, (144.). 


Aeußere Glieder einer Proportion, ſ. Verhaͤltniß (12.). 


Algebra. Die neuern Mathematiker beſchaͤftigt vorzuͤglich 
die Lehre von den hoͤhern Gleichungen oder von den Gleichungen 
aller Grade im Allgemeinen, in theoretiſcher und praktiſcher Ruͤck— 
ſicht. Gauß, Cauchy, Abel und Andere haben in dieſer 
Beziehung ſchon viel Treffliches geliefert, wie die Commentarien 
der Göttinger Societaͤt, die Exercices de Mathématiques von 
Cauchy, Erelles Journal und die übrigen mathematifchen 
zZeitfchriften bezeugen. ' Den Satz von der Zerlegbarfelt jeder 
ganzen reellen rationalen Function in lauter reelle Factoren des 
erften oder zweiten Grades, welcher eigentlicy das Grundprincip 
der ganzen Theorie der Gleichungen ausmacht, hat vorzuͤglich 
Gauß durch mehrere höchtt ſcharfſinnige Beweiſe Re ra 
der Beweis diefes Satzes von Cauchy ift ſchon im Artikel Un 
möglidye Größe mitgetheilt worden; Burgs Verſuch, einen ele— 
mentaren Beweis diefes wichtigen Theorems zu geben (Crelles 
Journal. B. V. S. 182,), ift leider als völlig verfehlt zu betrachten, 
Ueber die Unmöglichkeit der allgemeinen Auflösbarfeit der Gleichun— 
gen‘über den vierten Grad hinaus, die fhon Ruffini in den 
Memorie di matematieca e di fisica della societä italiana 
delle scienze, P. I. 1803. zu beweifen verfucht hatte, hat der 
den mathematifchen MWiffenfchaften zu früh entriffene Abel eine 
ſchoͤne Arbeit in Crelles Journal. B. I. 8.63. geliefert. 
Zu erwähnen ift noch: Sammlung von Aufgaben aus der Theorie 
der algebraifchen Gleichungen von Meier Hirfch. Berlin. 1809, 
Der verdienftvolle Verfaffer glaubte die allgemeine Auflöfung der 
Gleichungen gefunden zu haben, hat aber feinen Irrthum nach— 
ber felbft eingeftanden. Der Artikel Gleichung in dieſen Zufägen 
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2 Analyſis, ald voiffenfchaftliches Syſtem. 


wird von allen dieſen Unterſuchungen ausfuͤhrliche Nachricht ge⸗ 
ben. Derſelbe Artikel im zweiten Theile dieſes Woͤrterbuchs iſt 
als voͤllig veraltet zu betrachten. 


Alternirende Functionen, eigentlich fonctions alter- 
nees nad) franzoͤſiſchen Schriftſtellern, find Functionen mehrere 
veränderlicher Größen, welche, wenn man zivei beliebige verdn: 
derliche Größen gegen einander vertaufcht, ihr Zeichen ändern, 

- ohne ihren abfoluten Werth zu ändern. Functionen diefer Art find: 


x—y, xy? — x’y, 108(7.), sinx — siny, (x«—y) (x«—2) (y—z) 


Caucy bat in feinem trefflichen Cours d’Analyse algebrique 
"Paris. 1821. Chap. II. $. 2. und Note IV. mehrere Cis 
über foldye Functionen, die zugleich ganze rationale Functioner 
find, beiwiefen, und aus denfelben einen Beweis für die vor 
Bezout und Cramer gegebenen Regeln zur Elimination de 
unbefannten Größen aus Gleichungen des erften Grades (ſ. d 
Art. Elimination i. d. 3.) hergeleitet. Einen ganz dhnlicher 
Beweis hat auh I. E. Drinfwater in dem Philosophica 
Mag. No. 55. p. 24. gegeben, ohne des von Cauchy gegebe 
nen Beweiſes zu erwähnen, 


“ - Amplitudo arcus. Der analytifche Ausdruck für di 
' Amplitudo arcus ift /, menn s den Bogen, r den Krim 
‚mungshalbmefler für den Endpunkt des Bogens bezeichnet. 


Anagramm, f. Verfeßungen (10.). 


‚Analogie, Ueber Nepers Analogieen f. Trigono 
metrie (61.). 


Analyſis, als mwiffenfchaftliches Syſtem. Zu de 
in diefem Xrtifel — einzelnen Theilen der ſogenannte 
Analyſis endlicher Groͤßen kann man u. A. noch hinzufuͤgen 
die analytiſche Theorie der Kettenbruͤche, naͤmlich vorzuͤglich di 
Verwandlung der Reihen in Kettenbruͤche und umgekehrt, Unter 
Fre über die Convergenz der . Kettenbrüche u. f. w.; di 

ehre von der Convergenz und Divergenz der Reihen, mit wel 
cher vorzüglich) im neuerer Zeit die Mathematiker fich fehr vi 
befchäftigt haben; die Theorie der fommetrifchen Functionen 
Stetigfeit oder Continuität und Discontinuität der Functionen 
u. ſ. w. Einzelne wichtige Theile der Höhern Analyſis, die von 
züglich in neuerer Zeit fehr cultivirt worden find, find die Theor 
der beftimmten Integrale in ihrer ganzen Ausdehnung, die Theor 
der elliptifchen Zranfcendenten oder. der elliptifchen Functionei 
die Integrallogarithmen, und vorzüglicdy die Wariationsrechnung 
welche früher gewöhnlich ald ein Theil der Integralrechnung bi 
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trachtet wurde, nach den neuern Bearbeitungen aber durchaus 
als eine felbfiftändige Wiffenfchaft daſteht. 

Ein neueres deutfches Werk, welches für den gegenwärtigen 
Zuftand der Analyfis etwa daffelbe zu leiften fucht, wie Eulerg 
Introductio in Analysin infinitorum für den damaligen, find 
Eytelweins Grundlehren der hoͤhern Analyſis. Berlin, 1824, 
2 Bände. 4 Die fpecielle Literatur f. m. bei den einzelnen Ar- 
tifeln. Lagrange?s mathematiſche Werke find trefflich überfeßt 
von Erelle (Berlin. 1823 — 24). Zu wuͤnſchen ift, daß der 
Ueberfeger feinen längft vorbereiteten umfaſſenden Lehrbegriff der 
nen Analyſis (ſ. Journal der r. u. a. Mathematik. 

.1. S. 95.) bald herausgebe, weil dies ein Werk ift, welches 
der europäifchen mathematifchen Literatur noch gänzlid mangelt. 
Das Material wählt von Tage zu Tage in's Ungeheure. Die 
Sichtung und Ordnung deffelben ift daher fehr zu wuͤnſchen, 
wenn die Weberficht, wie es bald nicht anders wird ſeyn koͤnnen, 


nicht ganz verloren gehen fol. Ein ſolcher vollftändiger Lehrbe- . 


griff, wie Erelle ihn vorbereitet, ift daher ein hoͤchſt dringen- 
des DBedürfniß. 


Analyfis ald Methode, Drobisch Theoriae Ana- 
lyseos geometricae prolusio. Lips. 1824. Ueber die geomes 
trifche Analyfis von Deinhart. Wittenb. 1830. D. Schulz 
über die geometrifche Analyfis in E. ©. Fiſchers Lehrbuche der 
Mathema..* für Schulen. Eine Schrift von Luca Maresca 
über die geumetrifche Analyfis, zugleich mit vielen Aufgaben, 
namentlich) über die Berührungen (Neapel. ri 4.), wird fehr 


geruͤhmt im Bulletin universel. Avril. 1831. 
Anfang der Goordinaten, f. Eoordinate. 


Anwendung der Analyfis auf die Geometrie. ‘Die 
Anwendung der Analyfis auf die Geometrie bat durch die Be- 


muͤhungen der nenern Mathematifer, vorzüglich der franzöfifchen, 


außerordentlih an Eleganz gervonnen. Allen diefen Anwendun- 
gen liegen die im Artikel Linie und Ebene (Thl. UL. ©. 447 
— 477.) entiwicdelten Gleihungen als Prihcipien zum Grunde, 
Diefe Gleichungen find für die analytifche Geometrie ganz daffelbe, 
was die Elemente des Euclides für die Geometrie der Alten 
waren. Weil der fo eben angeführte Artifel uns keinesweges 
den Anforderungen zu entfprechen fchien, . weldye die heutige Ma- 
thematif zu machen berechtigt iftz fo haben mir dieſe Gleichun- 
gen, ihrer großen Wichtigkeit wegen, in diefen Zufägen in einem 
eigenen, eben fo tiberfchriebenen Artifel von Neuem — 
ſtellt, und beziehen ung Hier auf. dieſen Artikel ein fuͤr alle Mal, 
ohne die einzelnen Nummern deſſelben jederzeit beſonders zu citis 
ren, weil die genannten Gleichungen mit den Elementar »- Sägen 


der euclidiſchen Geometrie durchaus in eine Kategorie zu ſetzen 


nd, 
Y2 
\ 
m 
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1. Es fey ein Winkel BAC (Fig. 1.) und in feiner Ebene 
ein Punkt D gegeben. Man fol durd) diefen Punft eine gerade 
Linie B'C von folcher Lage ziehen, daß das Product. der auf den 
Schenkeln des gegebenen Winkels abgeſchnittenen Stuͤcke AB’ 
und AC’ einem gegebenen Quadrate q? gleich ſey. 

Man nehme AB und AC ale die pofitiven Theile der Aren 
eines ſchiefwinkligen Coordinatenſyſtems an, deffen Anfangspunft 

A iſt. Die Coordinaten des gegebenen Punftes D in Bezug auf 
diefes Syſtem bezeichne man durch a, 4. Die Gleichung der 
gefuchten Linie BCſey 

_ y=ax-+tb. 
Die Coordinaten ded Punktes B’ feyen x, O, fo wie O, y die 
Eoordinaten des Punktes C, Beil die gefuchte gerade Linie 
durch die Punkte B', D, C’ geht, fo hat man folgende drei 
Gleichungen: 

J 0=ar 4b, 4- a $b,Yy=b. 

Dieſe, ‚drei Gleichungen enthalten vier unbekannte Größen (a, b, 
x,y), welche ſich alfo mittelft derfelben nicht beftimmen laffen. 
Aus den Bedingungen der Aufgabe ergiebt fi aber auf der 
Stelle die vierte Gleichung: 

xy — q? F 
Eliminirt man zuerſt b, fo hat man: 
o=xX +y,$/=a+ty,ıy=gq:. 
Durd Elimination von a ergiebt fich: 

er | Pr =(X—e)y,iy=g%; 
und, wenn man nun y' eliminirt: 

PX? = (XK—a)g?. 
Folglich, durch Auflöfung diefer quadratifhen Gleichung: 


BERG LEN di ci 
| =+]5:15(3 “|; 
und, wel y = q, ift, nad) leichter Rechnung: 
2 2 2 

y=+jC3] E(E -")l. ’ 

gq’ gq? 2 en 40 2 a 

ß ( ee * a<o 
fo ift 4 wie augenblicklich erhellet, wenn man auf beiden Seite 
| mit a3 welches immer pofitio ift, multiplicirt: 
af gt — Au < 0, ꝗꝰ < Aap. 


‚ Die Aufgabe wird alfo unmöglich, wenn q? — 406 nega 
tio, oder qg* < 4oß if, Haben a, B entgegengefeßte Zeichen 


Iſt 
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ſo iſt die Aufgabe jederzeit moͤglich, weil dann 404 negativ, 
alſo q? — 4aß poſitiv iſt. = — 

Will man den Werth. von x conftruiren, fo ſuche man zu 
ß, q die dritte. .Proportionallinie. Dadurch erhält man 7 
folglich auch leicht durch bloße Subtraction J — 4m, Sucht 


man nun ferner zwiſchen E und 5 — 4a die mittlere Propor⸗ 
tionallinie, fo ergiebt fich 


if -» 
- BG-*) 
folglich durch. bloße Addition und Subtraction auch x’, welches 
im Allgemeinen zwei Werthe hat. Daß man bei der Eonftruction 
auch auf die Vorzeichen der einzelnen Größen "gehörig. Rückficht 
nehmen muß, verfteht ſich von feldft. 

2. Nimmt man einen beliebigen Durchmeffer eines Kreifes 
als Are, feinen Mittelpunkt als Anfang der Abfeiffen anz fo ifl, 
wenn r den Halbmefjer des Kreifes bezeichnet, und die Coordina⸗ 
ten rechtivinflig angenommen werden, offenbar 

| x” - y?=r 
die Gleichung des Kreifes, Nimmt man nun zwei andere belies 
bige, den primitiven jedoch parallele, Eoordinatenaren an, md 
bezeichnet in Bezug auf diefelben die Coordinaten des Mittele 
punftes durd) a, b; fo muß man in obiger Gleichung offenbar 
x—a, y—b für x, y feßen, wodurch diefelbe in 
| (x—a)? 4 (y-—b)’ = r? | 
übergeht. Dies ift die allgemeinfte Gleichung des Kreifed zwi⸗ 
ſchen rechtwinkligen Coordinaten. 
| 3. Sey nun durch einen gegebenen Punft im. Kreife eine 
Berührende zu ziehen, d. 5. eine gerade Linie, welche, außer 
dem gegebenen Punfte, mit dem Kreiſe feinen andern Punft ge= 
mein bat. Der Einfachheit wegen nehme man den gegebenen 
Punkt felbft als Anfang der Coordinäten anz fo ift die Gleihung 
der Berührenden, da diefelbe durch den Anfang der Coording« 
ten geht, 
: ymı Az. 

Diefe Gleichung fey aber jest überhaupt die Gleichung einer Durch 
den Anfang der Coordinaten gehenden geraden Linie. Hat diefe 
gerade Linie, außer dem Anfange der Coordinaten, noch andere 
Punfte mit dem Kreife gemein; fo müffen die Coordinaten diefer 
Punkte jederzeit den folgenden zwei Gleichungen genügen: 

| y=Aı, (x—)? + (y-b)’=r. 
Führt man den Werth von y aus der erften Gleichung in die 
zweite ein, fo ergiebt fich nad) leichter Rechnung: 
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| (1-AR)at — Bla äb)u 4 a’ +b?=r, 
Aber, wie ſogleich erhellet, 


a?’ + b? = rB, 
Alſo 
A)x —2(atAb)=o,r= Rn. 


Die in Rede ftehende gerade Linie hat folglich im Allgemeinen, 
außer dem Anfange der Coordinaten, noch einen zweiten Punkt 
mit dem Kreife gemein, Goll diefe gerade finie nun eine Be— 
rührende feyn, fo muß ihr zweiter Durchfchnittspunft mit dem 
.. mit dem Anfange der Eoordinaten zufammenfallen, d. h. 
es mu 


-A 





n En =o, a 4 Ab - 0, A 22 
ſeyn. Die geſuchte Gleichung der ———— iſt folglich: 
8-75 


Zieht man von dem Anfange der Coordinaten, d. i. dem Be⸗ 
ruͤhrungspunkte, nach dem Mittelpunkte des Kreiſes einen Na- 
dius; ſo iſt deſſen Gleichung, weil er durch den Anfang der 
Eoordinaten geht, 

y=Ar 
Weil derſelbe aber auch durch den Mittelpunkt des Kreiſes, deſſen 
Coordinaten a, b find, geht; fo iſt 


h=Aa, A = - . 
Solglih die Gleichung des in en ſtehenden Radius: 
= 2 X» 
Weil num 
a 


iſtz ſo iſt die — — auf dem durch den Beruͤhrungs⸗ 
punft gegogenen Radius fenfrecht. 

- Sey nun Überhaupt 
| (x—a)’ + (y-b)’ =r 

die Gleihung des Kreifes in Bezug auf ein beliebiges rechtwink— 

liged Coordinatenfyftem, und &, ß feyen die Coordinaten eines 
beliebigen Punftes im Kreife, durch welchen eine Berührende an 
denfelben gezogen werden fol, Die Gleichung diefer 
den 

ſey y=Aıx+B. 
Da diefelbe durch den Punkt (a, 8) gebt; fo iſt 
8 Ac B. 


> oder 
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Folglich, mittel Subtraction, 
y-ßB=A(x—a) | 
die Gleichung der Berührenden. Die Gleichung des durch den 
Beruͤhrungspunkt gezogenen Radius ſey 
y=Ax-+B; | 
fo ift, weil diefer Radius durch die Punkte (c, 6) und (a, b) 


geht, b=Aa+B,ß=AsHtP. 
Mittelft Subtraction ergiebt fi) leicht: 

y—-bz=A(s-a), b-B=A (ae). 
Folglich ift 


y-b-;- —E (x) 


“die Gleichung des in Mede ftehbenden Radius. Da nun die Be- 


rührende auf —— Radius ſenkrecht iſt; ſo iſt 


a — — 


—7* 








‚A=m,A=- 


Folglich iſt 





y-=-77 (1-0), 


 (a-e)(x-0) + (b-P)(y-A)=a 
die gefuchte Gleichung der Berührenden. Iſt der Mittelpunkt 
des Kreiſes der Anfang der Eoordinaten; fo ift a= b= = 0, alfo 
a(x—a) *Ffl(y—-P)=o, 
oder, weil a? + B? = 1? ift, 
ax + fy=r? 
die Gleichung der Berührenden. 

4. Sey jeßt durch einen ganz beliebigen Punkt (a, £), 
welcher nicht nothivendig in der Peripherie des Kreiſes liege, 
eine Berührende an den Kreis zu ziehen. Der Mittelpunkt des 
Kreifes fey der Anfang der Coordinaten, alfo 

x? + y?= r? 
die Gleichung des Kreifed. Die Gleichung der gefuchten Beruůh⸗ 
renden ſey, weil dieſelbe durch den Punkt (a, 4) gehen ſoll, 
y—-B=alx—ua). 
Sind gun x, y bie Eoordinaten des Berührungspunftes;” fo 
ift au 


und nad) (3.) if 
Yepyyer 


die Gleichung der Beruͤhrenden, ſo daß alſo auch 
| ax .-)fy7=r: 


-P= — * 
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iſt. Nimmt man hierzu die Gleichung 


x+yjper; 
fo bat man jeßt zur Beſtimmung von a, x, y bie drei 
Gleichungen ; | | 
"+ yet, tfyer,y—$=alX—e). 
Aus den beiden erfien Gleichungen muß man x, y beitimmen, 
aus der dritten ergiebt ſich dann ſogleich 
=, 
Aus den beiden erften Gleichungen ‚findet man aber: 
vu rlr —— -:.) 
— a? +.B? ’ 
y„XA} ceY®? —r) 
| a? + ß? j 
Da es zwei Werthe von x, y giebt, fo giebt es auch im 
Allgemeinen ſtets zwei Beruͤhrende, welche der Aufgabe genügen, 
wie fehon aus den Elementen der Geometrie befannt ift, Liegt 
der gegebene Punkt in der Peripherie des Kreifeg, fo iſt 
+ pP=r, 
alfo * | 
Br — —— — 
—. 
wie. es ſeyn muß. In dieſem Falle giebt es, wie auch die 
Rechnung zeigt, nur eine Beruͤhrende. Ueberhaupt iſt aber 
offenbar Ya? + 8? die Entfernung des gegebenen Punktes vom 
Mittelpunfte des Kreifes, und der gegebene :Punft- liegt außer— 
oder innerhalb des Kreiſes, jenachdem Ya? + B? > r, ober 
Ya? +? <rif Im legten Falle ia? + 8? < vr, 
folglich a I 
ME ur age aa” yaamıyı 
eine imagindre Größe, fo daß alfo in diefem Falle die Aufgabe 
unmoͤglich if. St aber Ya? + 8? > Tr, d, i. liegt der gege= 
bene Punkt außerhalb des Kreifes, fo it a? + 3? — r? pofitiv, 
die Aufgabe folglich möglicd), und es giebt zwei Berührende, 
welche -ihr genügen. | 
Nimmt man die Linie, welche den Mittelpunft des Kreifes 
mit dem gegebenen Punfte, durd) welchen die Berührenden gej0= 
EL * ſollen, verbindet, als Abſciſſenaxe an, fo it 0. 
Folgli 


* 


ul 
r=-, yÄazr-rYazr. 
Alfo J 
2 
Rt? 


- 4) + Zn) 
2 a? ’ 


* 
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d. i. (te)? + y?= (je). 

Hieraus ergiebt ſich augenblicklich, daß die beiden Beruͤhrungs⸗— 
punfte in der Peripherie eines Kreifes liegen, welcher aus dem 
Mittelpunfte der das Centrum des gegebenen Kreifes mit dem 
gegebenen Punkte verbindenden. geraden Linie über diefer geraden 
Linie als Durchmeffer befchrieben iſt, fo daß alfo die Beruͤh— 
rungspunfte die Durchfchnittspunfte diefes leicht zu conſtruiren⸗ 
den Kreiſes mit dem gegebenen Kreiſe ſind. 


5. Eine gerade Linie zu ziehen, welche zwei gegebene Kreiſe 
zugleich beruͤhrt. 

Die Mittelpunkte der beiden gegebenen Kreiſe ſeyen A iR, 
fo wie r, e ihre Halbmeffer. Dan nehme AA’ ale Are, A alg 
Anfang der Abfciffen an, und bezeichne die-Abfeiffe von A’ durch 
a. Die Berührungspunfte der, gefuchten geraden Linie mit den 
beiden gegebenen Kreifen feyen (x, y) umd (x, y)ʒ fo if 
nach (3.) ſowohl 


als auch 


xıhyy=r, 


(a -x) (x -x) - z’(y-yY’')=0, 
die Gleichung der geſuchten Beruͤhrenden. Letztere Gleichung 
bringt man, weil — 
Ka” 42 =," Hy? are 
if, leicht auf die Form: 
(a -x)x —- yYyzar — eꝰ —ar. 
Da nun 





r?- ” (2 
I_ | _ ala x )— e? 
2 -y=Z > 2 Jg ym — 
iin. einer — Linie ſind; ſo iſt 
—— 5222— 
x 7—77 =” a—x” . 


Diefe beiden Gleichungen reichen, nebft den Gleichungen 

x? - y?’=r”, a Sa FE | 
‚zur Beſtimmung der vier unbefannten Größen X, y,xX,y, 
hin, Dezeichnen wir aber die Abfciffe des Punktes, in — 
die Beruͤhrende die N ſchneidet, durch z; fo folgt aus 
der Gleichung _ 

x h-yymr, 

wenn man in derjelben xaz, y=0 ſetzt ‚ auf der Stelle: 


. „I? 


Alfo 


a(a—x”) — e? „ (& 
a—X. ’ a — 2 
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Ferner ift 


2 y”: r2 — y’2 — oe? — (a— x” 3 
ta xp? ‚x =; 
d. i., weil | 





iſt: 

22 — r? (a—rz)? — 93 
| er zu 
Folglich 


eꝛ22 = r?(a—z)?, | 
Hieraus ergiebt ſich fogleich 


ra 
r + e * 

Man ſieht alſo, daß z zwei Werthe hat. Auch 
vun „tue 
, 2 a 





hat zwei Werthe. Da aber 
Y!=r--r= a 
| | = 
iſt; fo iſt 


78*8 — Ya? _ (rte)?, 


wo die obern.und untern Zeichen fich nicht auf einander zu bes 
iehen brauchen. Daher hat y offenbar vier Werthe. Es giebt 
—90 jederzeit vier gerade Linien, welche der Aufgabe genuͤgen, 
vorausgeſetzt, daß a? — (r+ E)? nicht negativ iſt, in welchem 
Falle die Aufgabe unmöglich werden würde, Die Werthe von 
x und y" mürden ſich mittelft der obigen Gleichungen ebenfalls 
leicht entwickeln laffen. I 


wei der vier die beiden gegebenen Kreife berührenden gera= 
den Finien liegen außerhalb derfelben, die beiden andern ziwifchen 
ihnen, Den beiden erſten entfpricht offenbar das untere, den 
beiden leßten das obere Zeichen in dem Ausdrucke von 2. 


6. Seyen nun C, C, €" vie Mittelpunfte dreier Kreife, 
und 8 0,0 die Halbmeſſer derſelben. Die den Spitzen C, 
C, GC des Dreiecks OCC gegenüberftehenden Seiten deffelben 
7* a,a,a', die an C und C liegenden Winfel @ und p; 
o ift immer 
| a sing = a’ sing, acosp + a’ cospg=a”. 

Man siehe nun an je zivei der drei gegebenen Kreife die beiden 
äußern Berührenden (5.), und bezeichne deren Durchſchuitts— 
punfte durch A, A’, A”, fo daß viefelben nad) der Reihe den 
Kreifen C, C; C, C’; C, ©" entfprehen. Die Linie CC 
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nehme man als Are, C als Anfang der Abfeiffen eines — 
winkligen Coordinatenſyſtems an, und bezeichne in Bezug auf 
daſſelbe die Coordinaten von A, A’, A” reſpective durch x, y; 
x, y;x,y ; fo ift, wie leicht erhellen wird, nach (3.): 


— ' y=0; 





a’ , * 
x a0, ya sing; 








ra ., 
‚sunYp . 


| w Zn ee 


Die Oleihung der Sinie aa fey 
fo iſt 
o= — +B, 
woraus durch Subtraction: 
Y= A|X = * —. 


Aber, weil dieſe Linie auch durch A geht: 








ng a on |, 
as a’(r—r’)sinp 


| a(r—r)cosp = a” (r—r”) 

Folglich ift | 
“a’(r—r)sing ra” ae 

- — — — A Br u 


Die Gleihung der Linie AA” ift eben fo 
Yz a|x — are 
aber, weil ie Linie auch durch A” geht: 
r’a ra” 
ing = ala” - — Fr 608 9. — 
K- — — 
-T atr—r)cop +a@ Ne —r” 3 * 
folglich 
a a(r—r’)sing’ ra” 
— "alr-r)osg +a(r—r') .r—-r 
die Gleihung der Linie AA”. Nach dem Dbigen ift aber der 
Bruch vor der Klammer auf der rechten Seite diefer Gleichung 
a’(r—r’)singp 
— (Gr )(a’—a’cosp) +a”("—r”) 
_ 'a(r—r)sing 
= Toon Tan: 
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ſo daß alſo die Gleichungen dee Linien AA’, AA” identiſch find, 
diefe beiden. Linien ſelbſt folglich in eine gerade Linie zufammen« 
fallen, d. i. die drei Durchfchnittspunfte A, A’, A” der aͤußern 
Beruͤhrenden dreier Kreiſe jederzeit in einer geraden Finie liegen, 
ein: fehr merfiwürdiger, von Monge gefundener Sat, welcher 
fyon Thl. IV. ©. 876, Thl. V. ©. 153, Thl. V. S. 181, auf 
verſchiedene Arten bewieſen worden iſt. 


J Sey eine gerade Linie und ein Kreis gegeben; n man ſoll 
an den Kreis eine Beruͤhrende ziehen, welche der gegebenen Linie 
parallel iſt. 

Man nehme den Mittelpunkt des gegebenen Kreiſes als 
Anfang, einen ſeiner Durchmeſſer als Axe der Abſciſſen eines 
rechtwinkligen Coordinatenſyſtems an. Die Gleichung der gege— 
benen Linie ſey 

y=ax-tb; 
die Coordinaten, des Berührungspunfted der gefuchten Beruͤhren⸗ 
den feyen X, y; h, der Halbmeffer des Kreifes, welcher gegeben 
iſt, ſey — x. Die Gleichung der gefuchten Berührenden ift 
nad) (3.) — Fe 
ryyery=—Sr+D. 


Weil diefe Berührende der gegebenen age einie parallel ift; 
fo iſt 
a — — ‚ay=—xY, 

Da ferner der "Punkt (x, y) in der Peripherie des gegebenen 
Kreiſes liege; fo iſt | 
x? Ly’—r,. 
Aus den Gleichungen | 

ay = s,n+4yPen 


müffen x, ei BASE: werden, Dan findet leicht: 


t = + —— == z ; 
* = is a; * Yira: 
fo daß es alfo jederzeit zwei Auflöfungen unferer Aufgabe giebt. 
Will man die Abfeitfe des Durchſchnittspunktes der Beruͤhrenden 
mit der Abſciſſenaxe haben; ſo muß man, wenn wir dieſe Ab⸗ 
ſciſſe durch zZ begeichnen ‚ in der Öleichung 
xx 4 yy=r’ 
x2, y=0 ſetzen. Dies giebt 


Alſo, wenn wir für x feinen vorher gefundenen Ausdruck ſetzen: 
Tr 


ı= + 
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8. C und C’ feyen die Mittelpunfte zweier beliebigen Kreife 

in einer Ebene, deren Halbmefjer wir durch r und r bezeichnen 
wollen, Man foll den geometrifchen Ort aller der Punfte finden, 
von denen ſich zwei gleiche berührende Linien an die ‚beiden ge- 
ebenen. Kreife ziehen laffen, fo daß nämlich die zwifchen den 
De Abrung nen und dem Durchfchnittspunfte ziveier einan- 
der entfprechenden Berührenden liegenden Stüde derſelben jeder» 
zeit einander gleich find. 


Nan nehme CC’ als Are, C ale gar der Abfciffen eines 
rechtivinfligen Coordinatenfyftems an, und bezeichne die Coor— 
dinaten = Durchfchnittspunftes A zweier beliebigen "einander ' 
gleichen Berührenden, deren jede wir — t feßen wollen, in Bes 
zug auf dieſes Syſtem durd) x, y,. die Abfeiffe von C aber 
durch a. Die Entfernungen des Punftes A von den Mittelpunf- 
ten C und C der beiden’ gegebenen Kreife feyen p und p'; fo 
erhellet augenblicklich die Nichtigkeit folgender Gleihung: 


pꝰ — = pp? —r’=t?:. 


Herner ift auch) 
Folglich 


p?—- x’ =p? — (a—x)’=y?. 


Alfo 


Es ift alfo x eine conftante Größe, d. 5. der gefuchte geometri— 
ſche Ort ift eine auf der. Linie CC fenfrechte gerade Linie, deren 
Entfernung von C durch den obigen Werth von. x beftimmt 
wird, Die Entfernung diefes Perpendifeld von C ift = 
: a? + r’? — r? 

2a | 

Das fo eben feiner Lage nach beftimmte Perpendifel nennen 
franzöfifche Schriftfteller die Radical-Axe der. beiden Kreife, 
indem wir es bier vorziehen, den franzöfifchen Ausdrud axe 
radical beisubehalten, ohne eine Ueberfegung  deffelben, wie 
z. B. durch Wurzelare, Urare u. dgl, zu verſuchen. 

Berühren die beiden Kreife einander, ſo Ha=ı Hr, 
woraus man leiht x —= r findet, d. h. die Radical» re ziveier 
ſich berührenden Kreife ift ihre gemeinfchaftliche Beruͤhrende. 
Wenn zivei Kreife fich fchneiden, fo it ihre gemeinfchaftliche 
Sehne ihre Radical-Are. Iſt nämlich EE die gemeinfchaftliche 
Sehne der beiden Kreife, und D der Durchfchnittspunft derfelben 
mit der Gentrallinie CC’; fo ift offenbar | 


. CD? = CE? — DE. = r? — DE = r? — (r?— CD?) 
= r?—- r’+ CD =r.— r?.+- (a—CD)’, 


\ — 
. a— x — 
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woraus leicht 


folgt, wie —— wird, wenn EE die Radical⸗Axe der bei- 
den Kreife ſeyn fol, 
9, Die Gleichung der Radicalare zweier Kreife, deren 
Gleichungen überhaupt 
(x-a)’ +(y-b)’=r, 
(x—a)? L(y—b’) = r? 
find, laͤßt fich auf folgende Art finden. Iſt 
y=Ax-+B 
die Gleichung der Centrallinie der beiden Kreife; fo ift 
b=4sH+B, b’=Aa’ +B; 


y— » = ae - — un. 
olglich 
* (b-b’)(x—a) — (a-a)(y—b)=o 


die Gleichung der Eentrallinie. Die Radicalare ift auf der Een. 
trallinie fenfrecht; folglich, wenn 








y=Ax-+B 
die Sleihung der. erftern ift: 
s —— b—b’ ER . *— a — a“ 
1-F AA =1+ — 4 =o, A =— 5: 


Alfo 

(a—a)x + (b-b)y=(b—b’)B 
die Gleihung der Radicalare, wo nun aber noch B beftimmt 
werden muß. 

Um die Coordinaten des Durchfchnittspunftes der, Nadicals 
are und Eentrallinie zu finden, muß man x, y aus den beiden 
Gleichungen: ” 

(b—b’)(x—a) — (a—a)(y-b)=o, 
(a. )x+(b—-b’)y=(b-—b’)B, 


oder 
(b—-b’)(x—a) — (a—-a)(y—-b)=o, 
(a - a) (x—- a) + (b—b’)\(y—b) = (b—b’)B’—a(a—a)—b(b—b’) 
beſtimmen. Dadurch erhaͤlt man: 
(a—a’){(b—b’)B — a(a—a’) — b(b—b’)} 


— 
— ler) Be, 


(a—a)” + (b—b’)? 


Folglich ift das Quadrat der Entfernung des Durchſchnittspunk⸗ | 
tes der Centrallinie und Radicalare von dem WMittelpunfte des 
erften der- beiben gegebenen Kreife 
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— 1b—b’)B' — ala—a) — b(b— bp 
(a—a)? + (b—b’)? 
Nach) (8.) ift aber diefes Quadrat 
BER |. „Jemus. 8 en ai 1 Ser ID Ile nit 
- Al(a—a)’+(b—b)’ 
Dies giebt die Gleichung 
+ }(b—b’)B’ — a (a—a’) —b (b—b\)]?=]|{a—a’)? +b-b+r?—r?}?, 
er „ wenn man die Duabdrativurjel auf beiden Seiten aus 
zieht: 
21(b—b’)B’ — a(a—a’) - b (b-b))] = + [(a—a’)? + (bb)? -r?—r' 2}, 
Es ift nun bloß noch zu beftimmen, welches Zeichen man zu 
nehmen hat. Zu diefer Deftimmung gelangt man 9— folgende 
Art. Will man die Abſciſſe des Durchſchnittspunktes der Radi— 
calare mit der Abfeiffenare finden; fo muß man in der Gleichung 
(a—a)x + (b—b’)y = (b—b’)B' 
der — y=0 * ‚ und x beſtimmen. Died giebt: 
_ (b—b’)R’ 
a—a 
Nimmt man die Eentrallinie ald Are, den Mittelpunft des erften 
Kreifes ald Anfang der Abſciſſen, d. i. a — b —0, b 03 
fo > nad) (8.) diefer Ausdruck in 
a? tr? — r2 
2a’ 
übergeben. Dies ift aber der Fall, wenn man 
2{(b—b’)B’— afa—a’) — b(b—b’)] =— f(a—a’)? +(b—b’)? Fr? —r’?}, 
(b—b’)B EB —_bib— —b’) (a— a’) +(b—b’)?-r? —r’2,\ 
u 7 u a rue ne 17 107 ame 
ſetzt, wie ſogleich erhellet. Man erhält alfo 
’— Sin Ser -r) 
2(b—b’) 
Folglich iſt die Gleichung der Radicalaxe | 
(a—a)x + (b—b)y = 4la? + b?—r? — (a? +b"?—r?)}. 
Diefe Gleichung gilt für jedes Coordinatenſyſtem. 
. 10. Die Radical» Aren dreier Kreife, iu je zweien verbuns 
den, fihneiden fid) jederzeit in einem Punkte 
Seyen C, C, €" vie Mittelpunfte Br ER Kreife. Der 
Duccfänittspunf der Radical »Aren der ne ‚C und C, 
C. fey A, und von A feyen am die Rn "die gleichen 
Berührenden AB, AB’, an die Kreife C', "pie — Be⸗ 
ruͤhrenden AB, AB" gezogen, fo daß a 
\ AB = AB’, AB, = AB” 
iſt. Da aber AB’, AB, zwei von A an den Kreis C’ gezonene 
Berührende find; fo ift nach befannten Elementarfägen AB —=AB,, 
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folglich au) AB = AB’, fo daß alfo AB und AB” zivei 
gleiche an die Kreife C und CE” gezogene Beruͤhrende find, A 
alfo ein Punkt der Radical-Axe der Kreife C und C” ift, woraus 
ſich der zu bemweifende Satz unmittelbar ergiebt. £ heißt bei 
franzöfifchen Schriftitelleen das Radical» Centrum (centre 
radical) der drei Kreife C, C, C”, von welchem fich alfo 
jederzeit fech8 unter einander gleiche Berührende an diefe drei 
Rreife ziehen laſſen. 

Schneiden ſich alfo drei Kreife in einer Ebene gegenfeitig ; 
fo fchneiden ihre drei gemeinfchaftlichen Sehnen fich jederzeit im 
einem Bunfte (8). - | 

Sind die Gleichungen der drei Kreiſe: 


(x—a) + (y-b)”’ =r, 
(«—a)? + (y-b2=r", 
(x—a”)? + (y—b”)”’ = r”; 


a? + b2, a? + b2, a’ + p” 


die Auadrate der Entfernungen ihrer Mittelpunfte von dem An— 
fange der Coordinaten, Nimmt man nun das Nadical = Cen— 
trum der drei Streife, von welchem ſich ſechs unter einander ‘ 
gleiche Berührende an diefelben ziehen laffen, als Anfang der 
Coordinaten anz fo ift offenbar Ä 
a +-b— r? =a? 4 h2 tr? =a"+b" —_ r”, 
Folglich find nad) (9.), wenn man das Nadical- Centrum dreier 
Kreife als Anfang der Coordinaten annimmt, die Gleichungen 
der Nadicalaren des erften und ziveiten, ziveiten und Dritten, 
erften und. dritten Kreifes: we | 
| (a—a)x + (b—-b’)y='o, 
(“—aN)x +(b—b’)y=oy,.-' Re 
(a"—a)x + (b"—b)y=o. | 

11, Man denfe fich jeßt zivei mit beliebigen Halbmeffern 
um C und C befchriebene Kugeln, und nehme an, daß A cin 
Punkt fey, von welchem zwei einander gleiche Berührende an die 
beiden Kugeln gezogen werden koͤnnen; fo laffen ſich offenbar um 
die beiden. Kugeln zwei Kegelflächen befchreiben, deren Spigen 
in A liegen, und bei denen alle Seiten einander gleich find, 
Legt man nun durch A, C, C eine Ebene; fo find die Durch— 
ſchnitte derfelben mit den beiden Kugeln zwei Kreife, in deren 
Navdical-Are A liegt. Seßen wir CC’ =a, und bezeichnen die 
Halbmeffer der beiden Kugeln durch r, r; fo find die Entfer- 

nungen diefer Radical-Axe von C und C’ nad) (8.) refpective 


a? + r? — r'2 a? + r'”” — r? ‘ 


fo find 


Da und Tu 


Man fchließt bieraus leicht, daß alle Punfte, von melchen fi) 
"zwei gleiche Beruͤhrende an zwei beliebige Kugeln ziehen laſſen, 


— —— 
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in einer auf deren Gentrallinie fenfrechten Ebene liegen, deren 
Entfernung von den Mittelpunften der beiden Kugeln auf die 
obige Weife beſtimmt wird. Man nennt diefe Ebene die Radi- 
cal= Ebihe der’ beiden Kugeln. 


Eben fo leicht wie in (10.) überzeugt man fi), daß die 
Radical» Ebenen dreier Kugeln, deren Mittelpunfte ©, C’, ©" 
find, ſich jederzeit in einer geraden Finie, ſchneiden, welche auf 
der Eentralebene COC” ſenkrecht ift, und die Nadical- Are 
der drei Kugeln genannt wird. Die Radical» Aren von vier zu 
je dreien verbundenen Kugeln ſchneiden ſich jederzeit in einem 
De ‚ welcher das Radical» Centrum der vier Kugeln 
eißt. 

Bon den Eigenſchaften der Radical-Axen laſſen ſich manche 
intereſſante Anwendungen machen. M.f. z. B. eine Abhandlung 
von Sarrus uͤber die —— der. Sonnenuhren -in den 
Annales de Mathematiques. T. XVII. p. 257. 


12. Die vorhergehenden Säge führen auch zu größtentheilg 
fehr eleganten Auflöfungen der Probleme über die Beruͤhrungen 
der Kreiſe unter einander und mit geraden Finien, worüber wir 
jest Einiges mittheilen wollen, indem wir weiterer Ausführung 
wegen auf einen trefflichen Auffag von Pluͤcker in den Anna- 
les de Math&matiques. T. XVII. p. 29. verweifen. 

"Sey 3. DB. ein Kreis zu befchreiben,, weldyer durch zivei 
gegebene Punkte geht, und einen gegebenen Kreis berührt. | 

Es iſt Flar, daß die Aufgabe zivei Auflöfungen zuläßt. Wir 
haben alfo drei Kreife, von denen zivei, die zugleich beide den 
gegebenen Kreis berühren, durch die beiden gegebenen Punfte 
sehen, Die Radical » Aren diefer drei Kreife find alfo nad) (8.) 
die gerade Linie, weldye durdy die beiden gegebenen Punfte 
beftimmt wird, und die beiden gemeinfchaftlicen Berührenden 
der ſich berührenden Kreife. Diefe drei Radical - Aren- fchnei« 
den fi) in einem Punkte (10,), dem Radical» Centrum der 
drei Kreife. Denft man ſich nun ftatt des einen der beiden durch 
die zwei gegebenen Punkte gehenden und den gegebenen Kreis be— 
rührenden Kreiſe einen beliebigen Kreis gefeßt, welcher durch die 
beiden gegebenen Punfte geht, und den gegebenen Kreis ſchneidet; 
fo ift das Radical - Centrum diefer drei SKreife der gemeinſchaft— 
lihe Durchfchnittspunft der durch die beiden gegebenen Punkte 
gehenden geraden Linie, der gemeinfchaftlichen Berührenden der 
beiden ſich berührenden Kreife, und der durch die beiden Durch— 
fhnittspunfte der zwei fich fehneidenden Kreife beftimmten geraden 
Linie. Die Radical - Eentra beider Syfteme dreier Kreife fallen 
alfo offenbar in einen Punft zufammen, indem diefelben. beide 
Mal durc den Durdyfchnittspunft der durch die beiden gegebenen 
Punkte gehenden geraden Linie und der gemeinfchaftlicyen Beruͤh— 
renden der zwei fich berührenden Kreife beftimme werden. Man 
findet folglid) das Radical » Centrum des erften Syſtems fehr 

Supplem, zu Klügels Wörterb, I. B 
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leicht, wenn man einen durch die beiden gegebenen Punkte ge- 
henden Kreis befchreibt, welcher den gegebenen Kreis fchneidet, 
und die beiden auf diefe Weife erhaltenen Durchſchnittspunkte, fo 
wie die beiden gegebenen Punfte, durch gerade Linien verbindet, 
indem dann der Durchfchnittspunft diefer beiden geraden Finien 
das gefuchte Radical » Centrum feyn wird. Zieht man nun von 
demfelben an den gegebenen Kreis zivei Berührende, fo find die 
Berührungspunfte derfelben mit dem gegebenen Kreife die Punfte, 
in welchen legterer von den gefuchten zwei Kreifen berührt wird. 
Man braucht nun alfo bloß noch durd) diefe beiden Punfte zivei 
Halbmefler des gegebenen Kreifes zw ziehen, und auf die Linie, 
welche die beiden gegebenen Punkte mit einander verbindet, durch 
deren Mitte eine Senfrechte zu errichten; fo find die Durch- 
fchnittSpunfte derfelben mit den beiden vorher gezogenen Radien des 
gegebenen Kreifes die Mittelpunfte der beiden gefuchten Kreife. 


13. Sey ferner ein Kreis zu befchreiben, welcher durch zwei 
gegebene Punkte geht, und eine gegebene gerade Linie beruͤhrt. 


Man denke ſich den geſuchten Kreis und durch die beiden 
De Punkte einen beliebigen Kreis befchrieben., Die gerade 
inie, welche durch die beiden gegebenen Punkte geht, ift die Ra— 
dical-Axe diefer beiden Kreife, welche befanntlid) die Eigenfchaft _ 
hat, daß: die beiden Beruͤhrenden, welche ſich von jedem ihrer 
au an die beiden Kreife ziehen laffen, einander gleich find. 
ies führt fogleicy zu folgender Aufldfung unferer Aufgabe. . Durch 
die beiden gegebenen Punkte befchreibe man einen beliebigen Kreis, 
ziehe von dem Durchfchnittspunfte der die beiden gegebenen Punfte 
verbindenden geraden Linie mit der gegebenen Linie eine Berährende 
art denfelben, und fchneide deren Länge von dem in Rede ſtehen— 
den Durchfchnittspunfte aus auf beiden Seiten deffelben auf der 
gegebenen geraden Linie ab; fo find die beiden auf diefe Weife 
erhaltenen Punkte die Berührungspunfte der gegebenen geraden 
Linie mit zwei Kreifen, die zugleich durch die beiden gegebenen 
Punkte en woraus auch erhellet, daß die Aufgabe im Allge— 
meinen zweier Auflöfungen fähig if. Sie ift num auf die be= 
fannte Klementar = Aufgabe: durch drei gegebene Punfte einen 
Kreis zu befchreiben, zurücgeführt, und demnach als aufgelöft 
zu betrachten. | 


14, Man denke ſich jeßt zivei beliebige Kreife in einer 
Ebene, deren Halbmeſſer r, r, die Mittelpunfte C, C feyn 
ſollen. Von den Mittelpunften aus kann man fich zivei beliebige 
einander parallele Halbmeffer CA, CA’ gezogen denfen, entive= 
der auf der einen Seite der Gentrallinie, oder auf entgegenges 
festen Seiten derfelben. Man ziehe nun die Linie AA’, und be- 
jeichne deren Durchfchnittspunft mit der Centrallinie durch O. 


Man nehme jetst die Eentrallinie als Are, den Mittelpunft 
C des erften der: beiden gegebenen Kreife als Anfang. der Abſciſſen 


v - 
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an, und bezeichne die Abſciſſen von C’ und O reſpective durch a 
und x, Es ift nun offenbar 
CA: CA - CO: C O. 
—— wenn CA und CA auf einer Seite der Centrallinie 
iegen: 
CA:CA - CA’=CO:C0O — CO, 
d. i. — 


rr— x:a 3 
und, wenn CA und CA’ auf entgegengeſetzten Seiten der Cen— 
trallinie liegen: | 

CA:CAFCA=CO:CO + CO, 
d. i. 
rr r=x:a. 
Solglich a 
su, 
r. fr 

wo das obere Zeichen dem erften, das untere dem zweiten alle 
entfpricht. In beiden Fällen ift x eine conftante Größe, woraus 
‚man fiebt, daß ſowohl alle Linien, welche die Endpunfte ziveier 
von den Mittelpunften der beiden Kreife aus nad) einerlei Rich— 
tung bin liegender parallelee Halbmeffer mit einander verbinden, 
fi) in einem Punkte O, als auch alle Kinien, welche die Ends 
punfte zweier von den Mittelpunften aus nad) entgegengefegten 
Richtungen hin liegender paralleler Halbmeffer mit einander ver= 
binden,. ſich in einem Punkte ©’ der. Eentrallinie der beiden 
Kreife ſchneiden. Zugleidy erhellet aus (5.), daß O und O die 
Durchfchnittspunfte der beiden dußern und der beiden innern Bes 
rührenden der beiden gegebenen Kreife find, wenn ſich überhaupt 
an die beiden Kreife gemeinfchaftliche Berührende ziehen laſſen. 

Mit den meiften neuern Schriftftellern follen die Punkte O 
und O' die Aehnlichkeitspunkte (Centres de similitude) 
der beiden gegebenen. Kreife, und zwar O der äußere oder 
directe Aehnlichkeitspunkt (Centre de similitude di- 
recte), O' der innere oder inverfe Aehnlihfeitspunft 
(Centre de similitude inverse) genannt werden. Diefe Punkte 
haben verfchiedene merkwuͤrdige Eigenfchaften, ‚von denen jeßt 
einige beiviefen werden follen, — | 

15. Zuerſt wollen wir die Coordinaten der Aehnlichfeits- 
punkte in Bezug auf ein beliebiges Coordinatenfyflem zu finden 
fuchen. Zu dem Ende feyen | 

‚(x-a)?+(y-b)’=r, 
: (x— a’)? + (y—b’) = ff 
die Gleichungen ziveier Kreife, und X, Y die Eoordinaten ihrer 
Aehnlichkeitspunkte. Die Gleichung der. Sentrallinie fey 
y=Ax+B; en, 

fo ift 


b=Aat+B,b’=Aa-+-B; 
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y-b=A(s-ı), b-b=Ala—a); > 
—b _ ia 
5 a—a 
(a-e)(y—-b)=(b—-b’)(x—a) 
die Gleichung der Eentrallinie. Folglich auch 
(a—a)(Y-b)=(b—b)(X—a). 
Das Duadrat der Entfernurig der Aehulichkeitspunkte von dem 


Mittelpunfte des erfien Kreifes ift 
(X—-a)? + (T—b)?, 


(a— a)? + (b—b’): 
dag Quadrat der Entfernung der Mittelpunkte der beiden Kreife 
von einander, d. i. 

= (aa)? + (b—b’). 
Serner ift nad) (14.) 


(X-a}? + (Y-bi = 


oder 


fo wie 


r2 42 
| (r+r)?? 
(a—a)(X—a) -(a-a)?(Y-b = r (72): 
folglich) nad) dem Dbigen: 
fa-a +(b-br]eX—a) = J 37) , 











rir 
— 2 — ‚fa : PER — a—a 


Es fragt ſich nun, ob man hier, indem man die Duabratiwurzel 

auszieht, da8 Zeichen 4 oder — nehmen muß. Geste man 
a—a’ 

r.r? 

fo erhielte man für a= 0, d. i., wenn man den Mittelpunft 

des erften Kreiſes als Anfang der Abſciſſen annaͤhme, 


ra’ 


X—-a=r 





X = — rar > 
da doc) nach (14,) für diefen Fall 
ra’ 
X = — 
r+r 


if. Man muß alfo die Duadrativurzel negativ nehmen. Da= 
durch erhält man: 


Die obern Zeichen entfprechen dem directen, die untern dem its 
verfen Aehnlichkeitspunkte. — 
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16. Fuͤr drei Kreiſe, wenn man dieſelben zu zweien mit 
einander verbindet, giebt es ſechs Aehnlichkeitspunkte, drei aͤußere 
oder directe, und drei innere oder inverſe. Sind 

(x—a)?+(y-b)’=r, 
(x-a)+(y-b) er, 
(x—a”)? 4 (y—b’)? = r”? 
die Gleichungen der drei Kreife; fo find 








_rwyra rb’ £ rb \ 
u 3 TE r+r ° 
r’a” F r a r’b” = r’’b’ 
X — —7 V — vn ’ 
r r.r 
ray ra r"b £rb 
x zz 2. , Y — — 
r.„r r „r 


die Coordinaten ihrer ſechs Aehnlichfeitspunfte, indem immer die 


obern Zeichen den directen, die untern den inverfen Aehnlichfeits- 
punften entfprechen. Bezeichnet man die drei directen Aehnliche, 
feitSpunfte durdy A, A’, A”, die drei inverfen durch A,, Ar, 
A,’; fo erhält man leicht für die durd) A und A’ gehende ge= 
rade Linie die Gleichung; 


' _ xb’—rb _r(b’—b")+r(b"—b)+r”(b—b)h on 


Will man die Gleihung der durch A und A” geheriden geraden 
Linie finden, fo muß man in vorftehender Gleihung in dem cons 
ftanten Coefficienten auf der rechten Seite des Gleichheitszeicheng, 
wie leicht erhellen wird, r und r, b und b, a und a’ gegen 
einander umtaufchen. Dadurch erleidet aber die vorhergehende 
Gleichung feine Veränderung, fo daß alfo die directen Nehnlich- 
feitspunfte A, A’, A” jederzeit in einer geraden Linie liegen, 
womit man aud) (6.) vergleichen kann. Ganz eben fo überzeugt 
man fi), daß auch die drei Punfte A, A,', A.“, fo wie A, 
A,, A, und A’, A,, A, ‚in einer geraden Linie liegen. 
Die Gleichungen der drei geraden Linien AA,'A,", AA,A,”, 
A’A,A, find: 
rb’—rb _ rbb’ —b")kr’(b"—b)—r”(b—b)f, wen 
— er u 


r-r "ra —a)tr(a —a)—_r (a—a) r—r 
r’b’’ — r’b’ — r(b’—b”) + r'(b” —b)+ r’(b = b’) Bee 
a > ’ 








r_r” "ra —a)+r(a —a)+r(a—a)| v_r 
#"b—rb” _ ri —b")—r (b’—b)+r’(b—b)| _rta—rb” 
7 "0 r@a—a”)— r(a”—a)+r”(a—a) r"—r 


Die vier geraden Linien AAA’, AAN AN, AA A", A'A,A,' 
beiten die Aehnlichfeitslinien oder Aehnlichkeitsaxen 
der drei gegebenen Kreife, und zivar die erfte die dBirecte Aehn— 
lichkeitsaxe (Axe de similitude directe), die drei leßten die 
inverfen Aehnlichkeit saxen (Axes de similitude inverse), 
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‚ 17. Aendern fih die Halbmefler der drei in (16.) betrady- 
teten Kreife, indem die Lage der Mittelpunfte ungeändert bleibt, 
um die beliebige pofitive oder negative Größe E; ſo werden die 
Gleichungen diefer Kreife: 

(x—a)? + (y—b)? =(r+te); 

(x— a)? »(y—P’)?=(r+e), 

(x— a”) + (y—b”)’ = (r+e)’ - 
Die Gleichungen der Radicalaren des erften und zweiten, zweiten 
und dritten, erften und dritten Kreifes find nad) (9.): 
(a—a)x+(b—b)y=4la? +b? — (rt)? — (a +? — a’ 4e?)], 
(— a”) +(b’ —b")y=4la?+b"°— (r +)? —(a”?+b"?—0”+02)], 
(a”— a)x+(b” —b)y=4[a”?4+b"? — (r’ 4)? — (a? +b’— (r+9?)}. 
Nimmt man aber das Radical - Centrum der drei primitiven 
Kreife, deren Halbmeffer r, r, r find, ald Anfang der Ab- 
feiffen an; fo ift nach (10,) 
| a?+-b?—r2 = a? ıb2—r?2 = a”?+-b"—r":, 
Unter diefer Borausfeßung werden die vorhergehenden Gleichungen : 


(a—a)xe +(b—b)y+(r—r)e=o, 
(—a’)x + (b—b’)y+e—r)e=o, 

7 @”—a)x+ (b"—b)jy+ (—r) =o. 
Multiplicirt man dieſe Gleichungen nad) der Reihe mit x", r, r', 
und-addirt fie zu einander, fo verſchwindet E, und man erhält 
die Gleichung: Pr 
|r(a’-a”)-+r’(a”-a) L r”(a-a’)}x+ Ir(b’-b”)+r’(b”-b)-+r”(b-b’)}y=o. 
Dies ift eine lineare Gleichung zwifchen zwei veränderlichen Größen, 
alfo die Gleichung einer geraden Linie, Man ſchließt daher aus 
dem Vorhergehenden, daß die Radical- Centra aller 
Spyiteme dreier Kreife, weldhe man erhält, wenn 
man die Halbmeffer dreier gegebenen Kreife, ohne 
die Lage der Mittelpunfte zu Ändern, fih um belies 
bige, aber gleiche, Größen verändern läßt, jeder- 
zeit in einer der Lage nad) völlig beftiimmten gera=- 
den Linie liegen, 

Dergleiht man die. Gleichung 
_.. rla@—a”)+r(a—a)+ r’(a—a) 

IJFTchp) +reb—n) 
der in Rede flehenden geraden Linie mit der in (16.) gefundenen 
Gleichung der directen Aehnlichkeitsaxe der drei gegebenen Kreife ; 
fo erhellet augenblicklich, daß diefe beiden Linien auf einander 
fenfredyt find, die erftere folglich leicht gefunden werden kann, 
wenn man von dem Nadical- Centrum der drei gegebenen Kreife 
auf ihre directe Uehnlichfeitsare ein Perpendifel füllt. 


Ließe man die Halbmefler ſich ebenfalls um gleiche Größen 
verändern, aber theils wachſen, theild abnehmen, fo würde alles . 
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Vorhergehende, wie leicht erhellet, noch feine Nichtigkeit behal- 
ten; nur wuͤrde die in Rede ſtehende gerade Linie nicht mehr auf 
der directen Aehnlichkeitsare der drei gegebenen Kreiſe, ſondern 
auf einer, ihrer inverſen Aehnlichkeitsaxen ſeunkrecht ſeyn. Die 
re des Beweiſes hat nach dem, Dbigen feine Schivies 
rigfeit. ; 
Noch ift zu bemerfen, daß man, wie aus dem Obigen eben= 
fall leicht. hervorgehen wird, für r, r, r" fowohl r—gE, 
r— 0,7 —g, ald and) E—r, e—r, e—r" fegen kann. 
18. Die Gleichungen zweier Kreife, deren Gentrallinie wir‘ 
als Are der x annehmen wollen, feyen | 
(x -a) + y’=r, 
ı.,. g-a®’ +yP}=r?. ” 
Nimmt man die Radical - Are der beiden Kreife als Are der y 
an; fo-ift, wie leicht erhellet, e 
ar a — r=a?2— r?, 
Die Gleichung eines dritten Kreifes fey 
(x—A)? 4 (y—B)’=R?’. 
Die Duadrate der Entfernungen des Mittelpunftes diefes Kreifes 
von den Mittelpunften der beiden erften Kreife find 
. 0 (A—a)? + B2 un {A—a’)? + B?. 
Beruͤhrt nun der dritte Kreis die beiden erften auf diefelbe rt; 
fo ift, wie ſogleich erhellet: 
(A—a)? +B?=(Rtr)?, 
(A—a)? >B?=(Rt+r); 
folglich, wenn man die erfte Gleichung von der zweiten fubtrahirt: 
2(a-a)A—a? Ha? = F2%(r-r)R-r 4 r2, 
d. i., weil· a? — 2 — a 2—72 iſt: | 
(a—a)A=F(r—r)R. | 
Beruͤhrt der dritte Kreis die beiden erſten auf entgegengefette 
Weiſe; fo ift | 
(A—a% +B?=(Rrr)?, 
— (A-a) +B? =(Rzr)?; 
folglich dur) Subtraction: 
2la—a)A—a? + a? =F2%(r+r)Ror’ +r?, 
(a—a)A=%(r+r)R. 
Denken wir ung nun einen vierten Kreis, deffen Gleichung 
| (x— A)? + (y-B)”=R? 
iſt. Werden die beiden erften Kreife von den beiden fetten auf 
gleiche Art berührt; fo hat man: 
(a-a)A=F(r—r)R oder (a—a)A=4+ (r+r')R, 
und refpeckive Ä 
(a—-a)A=5 (r—r)Rooder (a—a)A=+ (r+r)R - 


\ 
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Werden aber die beiden erften Kreife von den beiden legten auf 
entgegengefeßte Arten beruhrt; fo hat man: 
(a—a)A=T(r—r)R oder (a—a)A=5(r+r)R, 
und refpective | | 
(a—a)A=#+(r—r)R ober (a—a)A=+(r+r)R. 
Im erften Falle ift alfo 
| A _ A RA—RA _ 








| —7 0 Aue 
dagegen im. zweiten 
A__ KK ‚pn BA+RA__ 5 
R 4 RA-+-RA=o, R+R zo. 


zum ergiebt ſich num mittelft (15.) augenblicklidy folgender 
atz; | | 


Wenn zwei Kreife von zwei andern auf gleiche 
oder entgegengefeßte Arten berührt werden; fo 
liegt im erften Falle der directe, im zweiten der in- 
verfe Uehnlichfeitspunft der zwei legten Kreife in 
der Radical Are der beiden erſten. | 


Daß umgekehrt auch immer einer ber beiden 
Aehnlichkeitspunkte der zwei erſten Kreife in der 
RadicalsAre der beiden legten Liegen wird, verfteht 
fih von felbft. . 

Hieraus ergiebt ſich nun unmittelbar auch das folgende 
merkwürdige Theorem: 


Wenn zwei Kreife drei andere auf gleihe oder 
entgegengefeßte Arten berühren, fo fällt immer im 
erften Falle der directe, im zweiten der inverfe 
Aehnlichkeitspunkt der beiden erften Kreife mit dem 
Radical- Centrum der drei legten Kreife zufammen. 

19. Seyen jest (C), (U), (CO) drei beliebige Kreife, 
Diefe drei Kreife Fönnen überhaupt von acht andern Kreifen bes 
rühre werden, welche wir durch . 

aaa, aai, ala, aii; 

iii, iia, iai,iga 
bezeichnen wollen, fo daß nämlich z. B. aia einen Kreis bezeich- 
net, welcher den Kreis (CO) außerhalb, den Kreis (U) inner- 
halb, den Kreis (O“) außerhalb berührt. Eben fo bezeichnet 
iii einen Kreis, welcher alle drei gegebene Kreife innerhalb be— 
rührt. Bezeichnen wir nun wieder die bdireeten und inverfen 
Aehnlichkeitspunkte der drei gegebenen Kreife (C), (C), (C’) 
dvurh A, A’, A’ und A,, A, , A,“; fo läßt ſich Folgendes 
fchließen. Je zwei der Kreife (C), (€), (C’) berühren die 
beiden Kreife aaa und iii auf einerlei Art; alfo liegen nad) (18.) 
die drei directen Aehnlichkeitspunkte der drei erfien Kreife in der 
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Mapdical» Are der beiden letzten Kreife, d. i. die Aehnlichkeitsaxe 

AAA“ iſt die Radical⸗-Axe der Kreife ana und iii. ‚ Die Kreife 
(CO), (C) 5 die Kreiſe aai und iia auf einerlei Weiſe, 
die Kreife (0), (C’) dagegen, fo wie auch die Kreiſe (C’), 
(C’) berühren die Kreiſe aai, iia auf entgegengefeßte Arten. 
Folglich iſt die ‚Aehnlicykeitsare AA,'A," die Radical» Are der 
Kreife aai und ia, Die Kreife (CO), ), (Ü" ) berühren die or ' 
aia und iai auf einerlei Art, die Kreife (C), (C’) und C), 
CC’) dagegen diefelben Kreife auf verſchiedene Arten, 6 iſt 
alſo nad) (18.) die Aehnlichkeitsaxe AA ‚A, die Radical - Ure 
der Kreife aia und iai. Die Kreife (c u (C’) berühren die 
Kreiſe aii, iaa auf einerlei Art, die Kreife (CO), (c ) und 0% 
(C’) dagegen auf emtgegengefeßte Art. Folglich iſt die Aehn— 
lichfeitsare A"A,A,' die Radical⸗-Axe von aii und iaa, NHier- 
aus ergiebt fich der folgende überaus merkwürdige von Monge 
gefundene Saß: 

Wenn drei Kreife (U), (CO), (C/), deren Aehn- 
lihfeitsaren AA’A”, AA,A”, AA,A,” ‚AA, A, find, 
von den aht Kreifen 

aaa, aai, ala, all; 
iii, ia, jai, jan 
beruͤhrt werden; ſo ſind die Aehnlichkeitsaxen 
ANA”, AA,A,”, AA, A,“, A’A,A,' 

EEIBERSINN die Kadical- Yren der Kreife 

aaa, iii; 

aai, iia; 

aia, iai; 

aii, iaa. 
Nach (18.) ift ferner das Radical» Centrum der drei gegebenen 
Kreife a (EC), (EC) jederzeit ein ee der 
Kreife Ä 

aaa, ii; 

aai, iia; 

aia, iai; 

aii, jaa. 
Die Aehnlichfeitspunfte Tiegen jederzeit in der Gentrallinie ‚der 
beiden Kreife, welchen fie entfprechen, und die Radical = Are ift 
auf der Gentrallinie ſenkrecht. Man erhält folglich idie 
Gentrallinien der vier Paare 

aaa, ii; 

aai, iia; 

ala, iai; 

aii, iaa 
der acht die drei Kreife (C), (c), (c ) berührenden 
Kreife, wenn man das Radical» Centrum und die 
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Hehnlihfeitsaren der drei gegebenen Kreife ſucht, 
und von dem Radical-Centrum auf die vier Aehn— 
lichkeits axen Perpendikel faͤllt. Auch dieſer Satz iſt 
einer der merkwuͤrdigſten Saͤtze der Geometrie. 


20. Man denke ſich jetzt von einem beliebigen Punkte, 
deſſen Coordinaten x’, y feyen, an einen Kreis zivei Beruͤhrende 
gezogen. Nehmen wir nun den Mittelpunft des Kreifes als An- 
fang der Coordinaten an, und bezeichnen den Halbmeſſer des 
as durch r, die Coordinaten der Derührungspunfte durch 

X.XA fo iſt nad) (4.): 


x, _ x(erty'Y% +r’-r) 


ar 0, 
i _ x{yr$X —— — 
Iſt nun ferner | 
y=Ax-B, 


bie Gleichung der durch die beiden Sathrungvuntlte gehenden 
geraden Linie; ſo iſt 








—— ——— —— 
r(yrtXYX2+y2—r2) _ —FF nt B, 
wehy? — 77—5 
woraus ſich leicht * 
—— 1 2 
ergiebt, fo daß alfo e 
| y->— ** * — 


die Gleichung der in Rede ER geraden Linie iſt. 


Denkt man ſich nun von beliebig vielen in einer gerader 
Linie liegenden Punkten, deren Coordinaten 


48 [42 „. 


FEHLER H 9X 1 V jeer01. 
ſeyn mögen, zwei Berübrende an den Kreis gezogen, und je wei 
einander entſprechende Beruͤhrungspunkte durch eine gerade Linie 
verbunden; ſo ſind die Gleichungen ae geraden Linien: 


x 
—— 
82 xt m y 

x” 
emp: 

x r? 
ya—mibm; 


uvtrt weh 
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Hieraus erhält man für die Eoordinaten der Durchfchnittspunfte 
der erften diefer Linien mit allen folgenden leicht nachftehende 





Ausdrüde: | \ 
——— *. 
a 2 re 
2 — * 2 
a, =! F 2 
ee) y.„- "ıaox”) 
Te TH 3 
7 uff utf 
Iſt nun 
y=a-+Pß 


die Gleichung der geraden Linie, im welcher ſaͤmmtliche Punkte 
liegen, von denen die Beruͤhrenden ausgezogen werden; fo tft 


y — ax + ß, y" — ax” + ß s 
J-yzualXx—"); 
xy —yr' — P(x“—x”) s 


ar? 2 


Ganz eben fo findet man 5 


X, XI, =X, m... mo; 


| | er 
= a 5 BE 2. 


Dies führt auf den folgenden merkwürdigen Lehrſatz: 

Wenn die Scheitel mehrerer Winkel in beliebis- 
ger Anzahl, deren Schenfel einen gegebenen Kreis 
berühren, in-einer geraden Linie liegen; fo ſchnei— 
den fih alle, zwei einander entfprechende Beruͤh— 
rtungspunfte mit einander verbindende, Sehnen in 
einem Punkte, welcher der Pol der geraden Linie, in wel— 
her die Scheitel fämmtlicher um den Kreis befchriebenen Winkel 
liegen, in Bezug auf diefen Heid genannt wird. Die in Rede 
ſtehende gerade Linie heißt in Bezug auf ihren Pol als folchen 
bei franzöfifchen Schriftftelleren la polaire diefes Punktes, 


Daß ſich der vorhergehende Sat auch umfehren läßt, er⸗ | 


hellet leicht. 


Der Bol einer" Berührenden eines Kreifes ift offenbar ihr 
Berührungspunft mit dem Kreife. 


21. S fen die Spiße eines Winkels, deffen Schenkel einen 


um C befchriebenen Kreis in den Punften P und @ berühren, 
P und @ fann man.als die Scheitel zweier um den Kreis be- 
fchriebenen Winfel von 180° betrachten, welche, fo wie die ihre 


I 
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Beruͤhrungspunkte verbindenden Sehnen mit den Beruͤhrenden SP 
und SQ als zuſammenfallend zu betrachten find. Hieraus er⸗ 
bellet auf der Stelle, daß S der Pol der Linie PQ if. Denkt 
man ſich nun CS, welche PQ in S halbirt, und durch S eine 
Parallele mit PQ gezogen; fo liegt der Pol diefer Parallele offen- 
bar in PQ (20.). Derfelbe liegt aber auch in SC, weil zwei 
durd) die beiden Punkte, in denen SC den Kreis fchneidet, an 
denjelben gezogene Berührende der durch S mit PQ parallel ge= 
zogenen Linie parallel, folglich als diefelbe, fo wie fich ſelbſt, in 
einer unendlichen Entfernung fchneidend zu betrachten find. Der 
Pol der durch S mit PQ gezogenen — —— iſt alſo der oben 

durch S' bezeichnete Punkt, d. h. der Mittelpunkt von PR. \ 


Mittelſt diefes Satzes kann fehr leicht in jedem Falle der 
gi einer gegebenen geraden Linie in Bezug auf einen gegebenen 
reis, defien Mittelpunft C fey, gefunden werden. Beruͤhrt die 
gegebene gerade Linie den gegebenen Kreis, fo ift der Berührungs- 
punkt der gefuchte Pol. Schneidet die gegebene gerade Finie den 
- gegebenen Kreis in den Punkten P und Q, fo ziehe man durd) 
P und @ zwei Berührende an den gegebenen Kreis, deren Durd)= 
ſchnittspunkt S der gefuchte Pol feyn wird. Schneidet die gege- 
bene gerade Linie den Kreis nicht, fo fälle man von dem Mit- 
telpunfte C auf dieſelbe das Perpendifel CI, ziehe von S an 
den gegebenen Kreis die beiden Berührenden SP, SQ, und ziehe 
PQ; fo ift der Durchfchnittspunft von PQ und CS der gefuchte 
Pol. Wie man zu einem gegebenen Punkte feine Polare finden 
kann, erhellet eben fo leicht. 


22. Mittelft der vorhergehenden Säge fann man nun zu 
einer Conſtruction der acht Kreife, welche drei gegebene Kreife 
berühren, gelangen. Indeß ift ed nöthig, noch die folgenden 
Bemerkungen voraugzufchicken. Wir wollen feßen, daß in Fig. 2. 
‚ die Kreife (ce), (e) beide von dem Kreife (C) auf belichige 
Art berührt werden: fo ift Cp=Cp', und, wenn man pp zieht, 
ZCpp = £ Cpp. Aber, wenn man c'q zieht, Z Cp'p 
= wi eqp. Alſo ZCpp = Z cgp. Folglich find die 
KHalbmefler ep, eg einander parallel, und die Linie pp geht 
dennady durch einen der beiden Wehnlichfeitspunfte der Kreife 
(0), (0). Daß fid) daffelbe für jede andere Art der Berührung, 
als die in der Figur dargeftellte, eben fo leicht beweiſen laͤßt, 
fällt in die Augen. Zugleich erhellet leicht, daß pp durch den 
directen oder inverfen Aehnlichkeitspunkt der Kreife ir ) 
geht, jenachdem diefelben den Kreis (C) auf einerlei Weife, oder 
auf entgegengefeßte Arten berühren. Denfen wir ung nun ferner 
durd) p und p' die gemeinfchaftlichen Berührenden ps, ps gezo— 
gen; fo ift offenbar pa — ps. Alſo liege s in der Nadical- 
Are der Kreife (ce) und (eC) (8.). Demnad) find aus dem 
Punkte s der Radical-Are von (c) und (ce) an den Kreis (C) 
‚die beiden Berührenden sp, sp gezogen. Folglich geht pp durch 
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den Vol der Radical» Are der Kreife (ce), Ce’) im Bezug auf 
den Kreis (C). 


23. Seyen nun die drei Kreife (C), (C’), (C”) gegeben. 
Um die adıt Kreife zu finden, von denen diefelben berührt wer— 
den, verzeichne man ihre vier Aehnlichkeitsaxen \ 
ANA, AM A, AA. MAR, 
und ihr Radical» Centrum, weldyes durch R bezeichnet werden 
mag. Die Are AA,A, iſt nad) (19.) die Radical» Ure der 
in (19.) durch aia, iai bezeichneten Kreife. Nach (18,) it R 
ein Aehnlichkeitspunkt diefer beiden Kreife, und zwar in diefem 
Salle der inverfe Aehnlichkeitspunkt. Um nun z. B. die Beruh— 
rungspunfte p, p' der beiden Kreife aia, iai mit dem Kreiſe 
(C) ju finden, bedenfe man, daß nad) (22,) die Linie pp’ 
durch R, und durch den Pol von ATA,A,” in Bezug auf 34 
Kreis (CT) geht. Sucht man nun diefen Pol nad) (21.), fo 
fann man, da R befannt ift, auch leicht die Linie pp’, folglich 
aud) die gefuchten Berühtungspunfte p und p finden, in denen 
der Kreis (C) von der Linie pp gefchnitten wird. Hieraus er- 
giebt fi) nun unmittelbar folgende Eonjtruction der acht Kreife, 
welche drei gegebene Kreife berühren: 


Man ſuche das Radical» Centrum R der drei gegebenen , 
Kreife (C), (TC), (EC), ihre vier Aehnlichkeitsaxen, und die, 
zwölf Pole diefer vier Axen in Bezug auf vie drei gegebenen 
Kreife. Zieht man nun nad) diefen Polen von“dem Radical» 
Eentrum R gerade Linien, fo beitimmen die Durchſchnittspunkte 
diefer geraden Linien mit den gegebenen Kreiſen die vier und zwan— 
ig 2 ‚ in. denen die drei gegebenen Kreife von ihren acht 

erührüngsfreifen berührt werden, und die Aufgabe ift alfo hier— 
dur auf die befannte Elementar- Aufgabe: durdy drei gegebene 
Punkte einen Kreis zu befchreiben, zurücgeführte. Wie man die 
vier und zwanzig Berührungspunfte zu dreien, welcdye in einem 
Berührungskreife liegen, verbinden muß, wird fich mitteljt des 
Dbigen immer leicht beurtheilen laſſen. 


Mehrere andere Eonftructionen theilt u. A. Plüder a. a. 
D. mit. Auch ſ. m. Annales de Math. T. VII. p. 289. 
T. XL - 318. T. XVII. p. 309. Crelles Journal B. 1. 
S. 161. F. Zu unferm Zwecke mag das Dbige hinreichen. Die 
Mopdificationen, welche die obige Eonftruction erleiden muß, wenn 
‘ man für einen oder zwei der drei gegebenen Kreife Punkte oder 
gerade Linien feßt, bieten fidy ohne große Schwierigkeit dar. Wei- 

: tere Auseinanderfeßungen geftattet Bier der Raum nicht. 


24. Um nody eine Aufgabe mitzutheilen, bei welcher dic 
Anwendung ded trigonometrifchen Calculs vorzüglid) * if, 


- wählen wir die folgende nad) dem Italiaͤner Malfatti benannte 
"Aufgabe: 


In ein gegebenes Dreieck drei Kreife fo zu befchreiben, daß 


⸗ 
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ee die beiden andern und jwei Seiten des Drei 
berübre. 

Das gegebene Dreied fey ABC (Fig. 3.); feine drei R 
fel feyen &, 8, y, und a, b, e die denfelben gegenüberftehen 
— Die Mittelpunkte der drei geſuchten Kreiſe ſeyen 

‚ C, und x, y, z ihre Halbmeſſer. Die Linien AA’, I 
CC Halbiren offenbar die Winfel des — Dreiecks, 
ſchneiden ſich demnach in einem Puukte O, welcher der Müı 
punkt des in das gegebene Dreieck beſchriebenen Kreiſes iſt, de 
Halbmeſſer wir durch ge bezeichnen wollen. Es erhellet nun 
leicht die Richtigkeit folgender Ausdrüde: 

Aa’ = xcotia, Cc” = zeotty; 
ac’=ylAC’—(Aa— CI TIG42 (a2)? = 2Y 
Aber, wie ebenfalls fogleich erhellet: 

AC = b = gcot}a + ecotily. 
Folglich 


xcotia + zcot!y + 2aYxı = e(cotja-+cot}y), 
‚oder, wenn wir der Kürze wegen o—=1 feßen, zugleich mit 
höriger Vertauſchung der Buchſtaben: 
xcot}a + ycot4# +2 Yxy = cot!a + ooti =c, 
ycot4# + zcot!iy + 2Yyz = cot!ß + coty=a, 
zcot4y + xcotie + 2Yızx = cotiy + ootia =b. 
Aus diefen drei Gleichungen müffen die Halbmefler x, y, z 
funden werden, Die Linien | 
— Aa’=xcot}e, Bb’ = ycot}4f, Ce’ = zcotly 
ergeben ſich dann ebenfalls leicht. Durch diefe Finien und 
Halbmeſſer ift aber Lage und Größe der gefuchten Kreife vollft 
dig befiimmt. Aus den drei Hauptgleichungen ergiebt fich: 
xcotia + ycot4# + 2Yxy _ cotia+ cot!A 
eotza cot4ß — 1 — eot4a cot4#—1 
e ycot+4ß 4 zcot}y + 2Yyı _ „cot}# + cot}y 
AcAäAgö Agn coy— 1 — eot4ß cotiy— 1? 
2 coti!y + xcot!a + 2Yrzx _  eot4y+ cotia 
cot}y cotia — 1  eotty cotia—1 
Aber (Goniometrie. 57.): 
cotja + cot4ß + cot}y = cot}a cot 44 cot}y . 





Alfo 
cotia + cot1ß 


cotiy = — —— — r 
a Cotde col}ß — 1’ 
cot 40 = cot 44 4 cot 


cotß cota —7 
cotiß = cot!y + cot!ta 
— cot 4y cotia — 1" 
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Ferner iſt auch 


cot ja cot ä11— _ nr _ 
singe sin}8  sinde sin4ß’- 
cos4(ß+ — sint« 

sin 48 sin}y sin4ß sindy. ” 
cos} (y+e) — sin 44 
sin}ysinge  sinsy singe ' 


cot4ß cot4y— 1 


eot4y cotja — 1 = 


Folglich 
xcosta sintß + ysinta« cos!# + 2sina sin!ßYxy 
sinty 
ycos4ß siniy + zsiniß cosiy 4 2sin4ß sin!yYyz 
sında 


= cot4y , 


= cotia, 
zcosiysinia + xsinty costa + 2sintae sin!y Yzx : 
sin 46 — 
oder 
xcosta sin 4 ysinta cos18 + 2sinde sinißYxy = cosiy, 
ycos+3 sin}y 4 zsiniß cos4y + 2sin4ß sin!yY'yz = costa , 
zcos}y sin!« + xsin!y cos$j«a + 2sint« sin!yYıx = cosiß. 
Alfo, wenn man dividirt: 
xcosi« + ysinta cot1$# + 2sint« Yıy _ cos 1y 
ysindy cot4ß + zcosiy + 2sindy Yyz * cosya 
„zcosty + xsinty cotia + 2siniyYax cos1ß 
mn 2 * n 
xsin4ß cotja + ycos 44 + 2siniaYxy cosiy’ 
ycostß + zsin4ß cot4y + 2sin4+ß Yyz _ cos3«@ 


zsinte cot}y + xcos4« + 2sinye Yıx cos4ß " 


Nun ift aber 








sinda sin}y = sin}y sinje , 
sinty sinyß.= sin}f sin}y , 
sin}ß sin}e = sin}a sintß ; 
oder, weil 4a + 48 + y = M if: 
sinja cost(a-+f) = sindy cos} (y-+P) » 
sindy cos}(y-+a) = sin4ß cos4(#-+«) , 
sint8 cos4(#-+y) = sinje cos$(a+y);5 
sinda cosia cos}4# — sinja sin}«a sin4ß 
= sin}y cos 4y cos$4ß — sin}y sin!y sin}ß , 
sindy cosiy cosja — sinty sin}y sinye 
= siniß cosiß'cosj@« — sinäß sin4ß sinde', 


siniß casiß cos4y — sin4ß sin}ß sindy 
= sinte cos}a cos 4y — sinie sin}e sinyy ; I 
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cos !P (singe cosj@a— sin!y cosiy) = sin}#(sinja? —sin}y*) 
cos 4a (sinjy cos4y—sin}f cos 44) = sinja (sin}y?— sin}#® ) 
cos 4y(sin4ß cos4# —sinja cosja) = sinjy (sin }#?’—sin}a* ) 
cot4#(sinja cos4e—sin}y eos}y) = sinja?— sin}y? , 
eot }a(sin}y cosiy—sin}# cos 44) = sinjy?— sin}a® , 
cot}y(sin}#cos4#—sin}a cosja) = sin}#? — sinda? . 
Dies berüdfichtigend erhält man, wenn man —* beiden S— 
der oben gefundenen Gleichungen mit 
cos 4J4 cos!y cos!f 
cos!y”’ cosiß” cosia 


——9 und die Zaͤhler und Nenner der dadurch hervo 
henden Brüche einander gleich fest, ſehr leicht die Gleihung« 


xcosi!a? -ysinia® + 2sinta cos}aYxy 
= ysin}y? + zc0s!y’ + 2sin}y cos}yY'y 
zcos!y? 4 xsin}y? + 2siniy cos}yYıx 
= xsin}#? + ycos4#? + 2sin}# cosj#Yx 
ycos4#? 4 zein}ß? + 2sin}ß cos}#Y'yz 
= zsinja? + xcos}a? + 2sinia cos}aYz 
- oder, wenn man jeßt auf beiden Seiten die Duadratıvur 
aussieht: 
eos}aYy + sivjeYy=sin!yYy+ cosjyYı, 
cos!#Yy+ sini#Yı = sintayz + cosjayYfx , 
cosy V + sinyYx = sinsßyz + cos4AYy. 
Addirt man jet die erfte und dritte, die erſte und zweite, 
zweite und dritte diefer Gleichungen zu einander; fo erhält ma 


(cos4e+sin!y)Yx + siniaYy = sini#Yx + (cos}#+sin}y)] 
(cos4ß+singe)Yy+ sinisyı = sinyyYy + (cosjy+sinte)) 
(eos4y-+sin4£)Yz + sindyYx = sinjayz + (cos4a+sin}f)) 
oder | 


(cosfa+sindy— sin4ß)Yx = (cos!#+siniy—sinla)Yy , 
(cos4;#-+sinde—sin!y)Yy = (costy+sinje—sin4s)Yz , 
(eös}y+ sin}? —singa)Yz = (cosje+sinß—sin'y)Yx . 


Iſt aber überhaupt 


fo it 
cos4+A+sin$B — sin4C = sin(B+C)+siniB—sin{C 
= sin4B(1-+cos4C) — sin4C(1— cos4B) 
= 2sin4B cos}C? — 2sin4G sin }B? 
= Asin4B cos4C cos4(B+C)., 


A+B-+C= 180°; 





Anwendung ber, Analyfis, 


Alſo F | 
cos} cosi(r+P)Yx = cosja cosi(y-a)Yy, 
cos 4 cosi(aF+y)Yy.= cos} cosi(a-+f)Yz,, 
care con(Ahe)Ya = eonir nilahnTk 
oder 
cos} (y+2) — — 
cos ja Em c0s4ß ry; 
cos4(e+y), _ c0s4(e+P) 
! c08s4ß ry= cos4y Yz; 
eatifte),, * eost(B+y),, , 


cos 4y cos 4a 
E86 ift aber überhaupt 
cos3(A+B) _ c0s(45°—4C) 


Afo . 


u Are (1+tangiC)y}. 


‚(1-+tangje)yYx = (1-+tangif)yy, 
(1-Htangi2)yYy = (I+tangiy)Yz, 
4 (1+tangyy)yı = (1-Htangje)Yx; 
oder, wenn wir der Kürze wegen 
tangja = p, tang 44 q, tagymr 


ſetzen: 
(1+p)Yx=(14+g)Yy, 
(1iHgq)Yy=(1+r)Yz, 
d.i (14r)722 604; 


(d+Pp)Yx=(i+g)ry = d+r)Yz. 
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Um nun x zu finden, haben wir nach dem Obigen die Gleichung 


xcotia + y cot 44 + 2Yxy cot 40 + cotiß . 
Aber | 


Folglich 


| cotje + (FF) .c0t4ß + ) = coti«a 4 eot 44. 


14 
Aber nach bekannten goniometriſchen Formeln: 
1—tangia? 1—p? 


.- 2tang ja mu: 
1—tangıp? 1-gt 
op = PITTT FT 


m, 


 cotia + cot 44 = 


Setzt man dies in die obige —* ſo erhaͤlt man nach 


einigen leichten Reductionen: 
Supplem. zu Kluͤgels Woͤrterb. J. C 


RE FE — 
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pü+pDd-d+at+Da- tree 


er p) + ta ED ZFDUED 


p+4 i+g, 
l1+ i— pa x= i+p 
Aber 
+q _ tangia-Htangiß _ 
5* —— = rlie ti) 
o_ sin (45° —}y) 
ir) 
_ cosy—sinliy  __?2cosiy 


— GosiyFeiniy  cosiyt+sindy 1; 


4 Dre Amel 300,028 
= 1—_pg cosiy+sindgy A+tangiy A+r" 


Folglich, zugleich mit gehöriger Vertauſchung der Buchſtaben 
— 422 — 


201* p) 2(i +tangte 
_ (4+p)(1+r) _ (1+tangja)(1 +tangiy) 
y=Tzirg) 2(1+tangiß) ⸗ 
„— i+p)li+g) _(ittangie)(f +tangiß), 
2(1+r) 2(1-+tang}y) 


Hierdurch find alfo die Halbmeffer der drei gefuchten Kreifı 
ftimmt. - Nach dem Dbigen ift überhaupt 
__cos4(A+B) 
+ umgit m cos4c.Y4 " 
Daher kann man die Halbmeſſer auch fo ausdrüden: 
— cosja cos4(a+Pß) costlaty),, 
= 00844 cos}jy cos4(A tr) E 
__ eos4ß cosi(ß +.) cosi(ß +7y) 
JE eosja cosiy cosk (a-+y) 
say cilrt+a) costly+P), 
— c0s4a cos4ß cos4(a+f) 4: 
Man kann die Halbmefler aber noch auf eine andere Art 
druͤcken. Es ift nämlich z. B. 
4 
2(i+p)(i—p) 
Der Zähler diefes Ausdrucks ift 
1-p+ıtrr— pg-prrae—pr. 
Aber nach Goniometrie (111.) 


tang(detistiy) = PFIF TIER, 
d. i., weil 


r 


tangz (4a 8 4 i) = tang 46 = 1 
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ift: 
Pee—irp Bratrhmtm te. 
Folglich obiger Zähler 
| =2(1—-p=-pg= pr). 
Der Nenner von x ift 


u — us — tan 1a? 
1—p! = 1—tangfje? = — ie! 


| == 2tangja cotja = ri . 
Folglich | | 
x = ytang}a TEE junge} —1 -1-r) , 


d. i. 
x — Htang jal eot la —1—tang A - tang ix 
Aber (Goniometrie. 49.) 
cotja = cosec4da + cot}a, 
tang 40 = cosec4ß — cot!ß,, 
tang 4y = cosec!ty — — 
Folglich, zugleich mit gehoͤriger Vertauſchung der Buchſtaben: 
x = Htang ta] cot ja + cot4# + cotijy —1 
“+ cosec}a — cosec4}# — cosec! — 
y Nians jß| cot 40 + cot4ß + cotiy — 1 
+ cosec}? — cosecja — cosec4y 
z = $tang4y| cot ja * cot74ß + cot4y —1 | 
Ä + cosec}y — cosecte — —— 
Nach dem Obigen iſt, immer für — 1: 
a = cot}4ß + cotSy, 
b = ootia + cotiy, 
ce = cotla cot 44;3 
4(a+b+c) = fs = cotja + cotiß + cot!y. 
Alfo, für 
cosecja = e, eosece = f, cosecty =g: 
xm4tanje (site —f—g), 
ym4tanip)(je -i+f—g—e), 
z=ttagy(s -1i+g—e—f). 
zur Ausdrüde find zuerft von Malfatti in den Mem. d. Soc. 
tal. X. 1. 1803. gegeben worden. 
Endlich fann man “ een auch noch auf folgende 
Art ausdrüden. Es ift naͤmlich 
tag ja = cosecte — cot!e, 
tang4f = cosec4ß — cot 40, 
tangiy = cosec4y — cot4y . | 
Folglich, mittelft der zuerft für die Halbmefler gefundenen Ausdruͤcke: 
| .. €&2 
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nn (A Heomeodß—cat4P)(1+ comejy—cotiy) 


2(1+ cosects— cot}«) 
ci Hessaly — eotiy}( 1 + cosec 4a — cot}=) 
* 2(1 + cosec 44 — cot}ß) . 
BR. + cosec 4a — cot4a)(1 +cosec}#— cot!ß) _ 
 2(1+ cosec}y—cot4y) s 
d. i., wenn wir 
| eotja = n, cot 44 = k, cotjy = m 
ER; G+t—k)li+g—m) 
. — 2(1i+e—n) 
\ (1+8—m)(i+e—n) 
ma 2(1+1—k) a 
_ Ate—n)ti+f—k), 
2(1+g—m) 
=. Ausdruͤcke * Tedenat geſunden (Annales de N 
. 1. p. 165.). Vorzüglich f. m. über das Malfattöfche 
en Erelie’s Sammlung mathematifdyer Aufjäge. TH 
Berlin. 1821. ©. 133., wo aud) die hiftorifchen und literar 
Nachweiſungen ausführlid gegeben find. Die obige Aufld 
bei der ich der Rechnung eine —— ſymmetriſche Form 
ben babe, wird mehreres Eigenthuͤmliche haben. 


25. Es iſt und nun noch übrig, die Anwendung ber 
lyſis auch am einigen Aufgaben aus der —— dreier Di 
ſionen zu zeigen. Wir wollen zuerſt wieder die allgemeinſte 
chung der Kugel ſuchen. Sey naͤmlich r der albmeſſer 
Kugel, ihr Mittelpunkt der Aufangspunkt der Coordinaten, 
den wir uns alſo drei unter einander ſenkrechte Eoordinatenel 
gelegt denfen; fo erhellet augenblicklich, wenn x, y, z die ( 
dinaten irgend eines Punktes der Oberfläche der Kugel be 
nen, die, Nichtigkeit der Gleichung 

x? + 2 4 2? r, 

j Gehen nun die Coordinatenebenen nicht durch ben Mittel 
der Kugel, find aber den une a ran parallel; fo 
man offenbar, wenn a, b, c die Coordinaten des Mittelpi 

imn Bezug auf diefes Coordinatenfpftem find, in der vorherg 
den Gleichung: flatt x, y, z refpertive —a, y—b, z 
ſetzen. Dies giebt als Gleichung der Kugel: 

 G@-a)? + (yrbi? + rc’ er. 


t 26. Die Gleihung einer Ebene, melde die Kuge 
einem Punkte berührt, findet man auf folgende At 
Man nehme den — in der Oberflaͤche der S 
liegenden, Punkt felbft ale Anfang der Coordinaten an. 
—— * ai durch den Anfang der Eoordinaten 
benden Ebene ift | 





ıx+By+rG=0. 
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Die Gleichung der Kugel ift 
(xs—-a)? + (y—-b) + (z—c)’ er. 

Die Gleichungen einer beliebigen durch den Anfang der Coorbi- 
naten gezogenen geraden Finie find: - 

| ‚.xzm=As,y=Bı. | | 
Soll diefe Linie in der durch den Anfang der Eoordinaten geleg- 
ten Ebene liegen, fo muß für jedes z | 

AAz + BB + =0, 

d. i. für jedes z 


folglich | 

AX + BB +- CO 
ſeyn. Hierdurch, ift die Bedingung ausgedrüdt, daß die durch 
den Anfang der Coordinaten gezogene gerade Linie in der durd) 
den Anfang der Coordinaten gelegten Ebene liegt. Fuͤr den 
Durchfchnittspunft der in Rede ſtehenden geraden Linie mit der 
Dberfläche der Kugel erhält man augenblicklich 

(Az—a)? + (Br=b)? + (s—c”’ —=r, 

oder, wenn man die Duadrate entivicelt, und bedenkt, daß 
r | a+b rc —r 
iſt: 


(AA 4 BB + C)z—=0, 


(A2+-B?+1)2 —2(eA HB o)=0, 
— 2 (aA - B'46) 
— —ã ° 
Soll die gerade Linie die Kugel nicht ſchneiden, fo muß z=0, 


d. i. 


aa 4hB4020 | 
feyn, wie fogleidy erhellet. Dies ift die Bedingung, daß die bes. 
liebig durdy den Anfang der Coordinaten gezogene gerade Linie 
die Kugel nicht fchneidet. | a | 
Soll nun die durch den Anfang der Coordinaten gelegte 
Ebene in diefem Punfte die Kugel berühren, fo darf feine in ihr 
durdy den Anfang der Coordinaten gezogene gerade Linie die Ku— 
gel fchneiden, oder es muß, wie fih auch A’ und B’ aͤndern 
mögen, immer 
AA 4 BB 4 CS O, aa +IB +c=0; 
(A—a)A + (B—-b)B + C_— c=0 . 
feyn. Aus diefer Gleichung, welche gilt, wie auch A und B 
ſich ändern mögen, folgt auf der Stelle: 
A=-a=0,B-—-b=0,C_—-c=0;| 
Ausa,Buh,658€. 
Solglich ift die gefuchte Gleichung der berührenden Ebene: 
| ax+by+raoa=0. Ä 
Bis jet wurde der Berührungspunft ald Anfang der Eoordina- 
ten angenommen, Sey nun 
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aa)? + (y-bi lief mr 
die Gleichung der Kugel in Beziehung auf ein beliebiges Eoor- 
dinatenfyftem,. und a, 4, ‚fenen die Eoordinaten des: Beruͤh⸗ 
rungspunftes in Bezug auf diefes Spitem, Durch den: Beruͤh⸗ 
rungspunft lege man drei neue den primitiven parallele Coor- 
dinatenebenen, und hezeichne in Bezug auf dieſes Syſtem beliebige 
Coordinaten durch x, y, 2’, die Coordinaten des Mittelpunkts 
der Kugel durch a’, b’, e; ſo iſt 
a=aetra,b =P+b,o=yrte; 
aza—eo,b=b—-A,l=c-—-y,, 
Folglich in Bezug auf das fecundäre Coordinatenfnftem die Glei⸗ 
hung der berührenden Ebene nad) dem Vorgehenden: 
 (a-a)! + (b-Pp)y + (c-y)r —— 
dee ift aber auch 
x=aofrx, abtıysmrtiı 
yr=-—-a.,y=y—-fp,1=1ı—yr. 
Folglich die, Oleihung der berührenden Ebene in Bezug auf das 
primitine Spftem: 
(a-e)(x—a) + (b-B)(y=B) + (e-r)la-r)=0, 
Iſt der Mittelpunft der Kugel der Anfang der — fo 
ta=h=e=0,um 
x? 7 y422 r2 
die Gleichung der Kugel. Alſo 


a? + ß? + 2 zu 28 ” 
Folglich if # 
e(x—a) + f(y—A) + ray) =0, 
qx hy — = 0, 
aa+fytypg=r | 
die Gleichung der berührenden Ebene, 
Daß die beruͤhrende Ebene, wie die PR DER VORDER 
fehrt ,- auf dem. durdy den Berührungspunft — Halbmeſſer 
ſenkrecht iſt, .. analytiſch fehr leicht auf Folgende Art - gezeigt 
werden, Sey nämlich wieder der Berührungspunfg der Anfang 
der Goprdinaten, fo iſt nad) dem Dbigen 
ax + by +a.= 20 
die Gleichung der beruͤhrenden Ebene. Die Gleichungen des durch 
den Beruͤhrungspunkt gezogenen Halbmeſſers ſeyen 


x Ar, y=Bi; 
fo ift auch alſo : 
a — Ac, baB;apAmyı Bu, 
Demnach ift alſo 
a=Ao 


woraus nach den allgemeinen —— der analytiſchen Geome⸗ 
trie der zu beweiſende Satz auf der Stelle folgt. 
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27, Wir wollen nun 'noc): einige Haupteigenſchaften der 
ſtereographiſchen Projection ( ſ. dieſen Artikel) mittelſt der allge⸗ 
meinen Formeln der analytiſchen Geometrie beweiſen. Der Mits 
telpunft der Kugel ſey der Anfang der Coordinaten; fo iſt \ 
r x? + y? + 2? = r? 
die Gleichung der Kugel. Die: Gleichung der Ebene eines belie- 
gen Kreifes derfelben fey 
z=Ax+By+D. 
Die Ebene der xy nehme man als Tafel an, und, fee die Ent> 
fernung des Auges von der Tafel =e, Die Gleichungen einer 
beliebigen durch das Auge gezogenen geraden Linie feyen 
s=mua+ad,y=Ah+P; | 
fo ift auch 


o=mae+ «, o=fße+ ff, 
er fih) das Auge immer in der Axe der 2 benfen muß. 


x = a(2—e), y= Blaze) 


die Gleichungen einer beliebigen ‚durch dad Auge gezogenen geras 
den Linie, 


Die Gleihungen eines beliebigen Kreiſes ‚der Kugel find 
nach dem Dbigen \ 
2? y? 4 22m r’,za=Ax+ By+ D. 

Zrifft die durch das Ange gezogene gerade Linie einen Punkt der 
— dieſes Kreiſes; fo hat man, wenn jetzt x, y,z bie 
vordinaten diefes Punktes find : 
x — +? =r,z = Ar + By +D; 
X =al#"—e),y = lie). 5 
Aus dieſen vier Gleichungen kann man x, y', z eliminiren, 
wodurch man eine: Chan jwifhen a, A und. befannten 
‘Größen erhält, fo daß al a 
= f(a) ’ 

h. ß eine F * a iſt. Hat man nun auf bie 
obige ot diefe Gleichung zwifhen a und 4 gefunden und ſetzt 
in derſelben | 

re 
fo erhält man eine Gleichung zwiſchen x, Y, -z, — d 
Gleichung der Kegelfläcye feyn wird, in welcher eine jede durch 
das Auge XX gerade Linie, welche zugleich die Peripherie 

des durch die Gleichungen 
x? 4 y2 + zZ—r,z=Ax +By+D 

beſtimmten Kugelkreiſes treffen foll, liegen- muß. Mat efiminire 
al ſo,, indem man, wie offenbar verſtattet iſt, fuͤr die obigen 
2 der Kuͤrze wegen — x, Yr 2 ſchreibt, dieſe 

IR aus den * Gleichungen | 


% 


% 
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x42 ar, 2 ⸗ Ax 4 By 4 D3 
x aolz—e), y=Plz—e); 
fo erhält man nach und nad: 
| z = Aa(z—e) + Bf(z—e)+D, 
__ Ace + Bfe — D 
— Aa + BB —1 
«e(D—e) 

Aa + BB — 1’ 

| y=Plı-e)=— rn 
(a +#?)(D-e)? + (Aue+Bfe—D)? = r(As+BA—1)? ,. 
Folglich, wenn man nun 


x = a(2—e) = — 


I 





| z—e z—e 
fest, PRESSE IL AUTOR ; 
xt-yt+} [Aex+Bey— D(z—e) — xBy — 240 


(D—e)? (De), s 
die Gleichung der gefuchten Kegelfläche. 
Dei der fereographifchen Projection iſt e — x. Alſo die 
Gleihung des Kegels: — 
jArx+Bry—D(z—r)}? _r(Ax+By—z-+r)? 
LS a a ne 
"Bill man den Durchfchnitt diefer Kegelfläche mit der Tafel, d. h. 
die ſtereographiſche Projection des Grundfreifes der Kegelflaͤche 
aben; fo muß man z=0 feßen. Dies giebt: . 
4° + gtl(AxtBy+D—(Ar+By+r))=o, 
oder, wenn man. die eingeflammerte Differenz zweier Quadrate 
in Factoren zerlegt: 
= | any 4 Arte —— — 
Addirt man auf beiden Seiten | 
r’(A?+B?) 
| "TDZr% 
fo wird die Gleichung ‚ 
Ar? ]2 Br? 2 _ r2fr?(A?+B2H1)—D?} 
+ | + + 3 7 et. 
welches die Gleichung eines Kreifes ift, deflen Halbmeffer 
— ——— | 
Die flereographifche Projection eines jeden Kugel- 
kreiſes ift folglich felbft ein Kreis. BER 
Die Gleichung der Ebene eines jeden größten Kugelfreifes iſt 
z = Ax + By; 
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Iſo die Gleichung der Projection eines jeden größten Kugels 
er x?) y? — 2Arx -—2Brymr, 
Der 
(x—Ar)? + (y—Br)? = r?(A?.£B? +1). 
Der Halbmeffer diefer Projection ift alo - 
=ıYA?+B? +1; 
die Eoordinaten des Mittelpunftes derfelben find Ar und Br, 


. 28. Man denfe fich jest, daß zwei beliebige Kreiſe auf der 
Dberfläche der Kugel einander in dem Punkte ſchneiden. An 
Die beiden in Rede ftehenden Kreife ziehe man durch A die Des 
rührenden AB, AC, und bezeichne den von denfelben er 
fchloffenen Winfel durh 9. Legt man nun durh AB und AC _ 
Die Ebenen zweier größten Kugelfreife, und zieht durch den Durdy= _ 
fchnittspunft A’ der ftereographifchen Projectionen diefer größten 
Kugelfreife an ihre ftereographifchen rg die Berührenden 
AB, AC; fo ift offenbar der Winfel BAT = 9 die flereos 
graphifche Projection des Winfeld BAC —= 9. Die Ebene der 
xz denfe man ſich durch den Punft A gelegt. Der Mittelpunkt 
der Kugel ift immer der Anfang der Coordinaten, und die e 
der xy die Tafel. Die Gleichungen der beiden durch AB, AU 
und den Mittelpunkt der Kugel gelegten Ebenen feyen 

z—=Ax + By,‚z2=Ax+BYy. 
Diefe beiden Ebenen haben aber den Punft A, für welchen y == 0 
ift, gemein. Sind alfo x, z die beiden andern Eoordinaten 
diefes Punktes, fo ift Ä 
* "mA, ⁊ Ax, A A. 
olglich find 
dolglich fi z=Ax + By, z=Ax+ By | 
die Gleichungen der beiden obigen Ebenen. Die Gleichungen der 
ftereographifchen Projectionen ihrer Durchſchnitte mit der Kugels 
fläche find nach (27.), wenn wir der Kürze wegen r—1 feßen: 
x? 4 y? — 2Ax— 2By=1, 
x? 4 y? — 2Ax — 2By=1; 
oder F 
(x—A)2 + (y—B)? = A?+B?+1, 
(x-A)Y + (y-B =A+B?+1. 
Sind nun a, 4 die Eoordinaten des Durchſchnittspunktes dieſer 
Projectionen, fo find nach (3.) die Gleichungen der Berührenden 
diefer Projectionen in dem Punfte (a, B): 
(A—a)(x—e) + (B-P)\y—P)=0; 
E (A-a)a) + E-Aly-P)m0.r 0 
Alfo, nady befannten Saͤtzen der analytifhen Geometrie, wenn 
wie die von diefen. Berührenden mit der Are der x eingeſchloſſe⸗ 
nen Winkel durch © und © bezeichnen: 


27 
—ñi — — 
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tang 0 ⸗ — Ft uge=— 373 . 
Zur Beſtimmung von & und A hat man die beiden Gleichun 
| + 42 — 240 — 2B 1, 
a? + BI — 2A — 2841, 
durch deren Subtraction man auf der Stelle 
2(B-B)p=0,8—=0 
erhält. Alſo 


a — 2A = I,s—=A+TrYi+A?. 


Folglich 
uygo=Yr ug. 
Nun iſt offenbar 


. tang ® — tang 
d. i. | 


_ = (B-B)Yı+A? 
ART EI TT 

Der Binfel ꝙ ift offenbar der Neigungswinkel der Ebene: 
beiden durch A gelegten größten Kreife gegen einander, 

trigonometrifche Tangente nad) Principien der analytifchen 
metrie ohne Nücficht auf das Vorzeichen ebenfalls den We 

(B—-R)Yı+A? 
A’+BB+1 

bat. Hieraus ſchließt man nun leiht, daß ꝙ = 9 if, 

daf die ftereograpbifhen Projectionen zweieı 
liebigen Kreife auf der Dberflähe der Kugel 
jederzeit unter demfelben Winkel ſchneiden wi 
Kreife felbft. 

Mehr über die analytifche Theorie der ftereographifchen 
jeetion und der Projectionen Kberhaupt findet man in P 
sang Traite de Topographie, d’Arpentage et de Niı 
ment. Deuxieme edition. Paris. 18%, p. 62. 

Einen guten Auffag über die analytifhe Behandlun 
Gnomonif von Berroyer, welcher ebenfalld zur Hebung i 
Anwendung der analytifhen Formeln der Geometrie dreier 
menfionen mit Vortheil gebraucht werden fann, findet mu« 
Biot Traite d’Astronomie physique. Seconde éd. T. 
Paris. 1811. p. 51. 

Eine gute Sammlung analytifh aufgeldfter geomet 
Aufgaben enthält: Puissant Recueil de diverses Pro 
tions de Geometrie resolues et d&montrees par l’An 
algebrique. Seconde &d, Paris. 1809. Auch f. m, Erel 
Sammlung mathematischer Auffäge, Berlin. 18231. 2% 
Die reichte Ausbeute liefern die mathematifcdyen Journale, 
zuͤglich Gergonnes Annales de Math. und Erelles Joı 
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and Quetelets Correspondanos mathématique et physi- 
aus; und die Corres ondance de lVéoole polyteehnique. Auch 
. m, die befannten Werke über amalytifche Geometrie überhaupt. 


Bon den Thl. J. ©. 116. und ©. 121, angeführten Schrif- 
ten des Apollonius find als neue Bearbeitungen zu merfen: 
Apollonius von Perga Bücher de sectione spatii wieder 
Hergeftellt von Dieftermeg. - (berfeld. 1831. Die Bücher 
Des Apollonius von Perga de inclinationibus. wiederher⸗ 
geftellt von Horsley, nach dem Sat. frei bearb. von Dieſt er⸗ 
weg. Berlin. 18383. | 


Apagogiſch, f. Bm, — . 
Aplanetifche Linien, ſ. Cauſtiſche Flaͤchen und Linien 


Arenarius, ſ. Sandrechnung. 


Argument einer Tafel iſt die veränderliche Größe, von 
welcher eine gewiſſe Sunction ihren verfchiedenen Werthen nad 
in der Tafel dargeftellt- iſt. Enthält die Tafel z. B. die ver⸗ 
ſchiedenen Werthe von logx, fo ift x dad. Argument der Tafel, _ 
Tafeln mit einfachem oder doppelten Eingang f. Tafeln, mas 
thematifche (Thl. V. ©. 3.). — 


Arithmetiſche Reihen hoͤherer Ordnungen. Die 
große Wichtigkeit dieſer Reihen wird uns entſchuldigen, wenn 
wir bier eine Darſtellung ihrer Theorie liefern, weldye, wie «6 
ung fcheint, Eleganz mit Kürze in’ einem höhern Grade vereinigt, - 
als die von. Klügel. ing erfien Theile dieſes Werkes gegebene 
Darftellung, 


1. Sey A eine beliebige Neihe, Leitet man nun aus ders 
felben eine Reihe B.auf —— ab, daß man jedes Glied 
der Reihe A von dem naͤchſt folgenden abzieht, aus der Reihe 
B auf diefelbe Art wieder eine Reihe O, aus diefer eben fo eine 
Reihe D; u, fe fe; fo heißen die Reihen B, O, D,E,.. 
vefpective die erfien. zweite, dritte, vierte, u. ſ. fr Diffe 
renzen-Reihe der Reihe A, welche in Bezug auf jene die 
Hauptreihe genannt wird. Ä 

2. Eine Reihe, deren nte Differenzen » Reihe aus Tauter 
gleichen '-Gliedern beſteht, welche nicht = 0 find, heißt eine 
arithmetifche Reihe der nten Ordnung oder des. .nten 
Grades. Die Glieder der (nFI)ten, (n+DYten, (m+SHten, 
u, ſ. f. Differenzen = Reihe einer arithmetifchen Neihe der nten 
Ordnung find, wie fogleich erhellet, ſaͤmmtlich — 0, 

3, Die kte Differenzen « Reihe einer arithmetifchen Reihe 
der nten Drdnung ift eine arithmetiſche Reihe der (n—k)ten 
Ordnung. 


1 

| 

! 

} 
) 
h 
h 
N 
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4. Das xte Glied einer arithmetifchen Reihe der 
Des Be ie ———— ” 

Tas! 
ihr fummatorifcdyes Glied, d. i. die Summe der x erſten 
ber, dur | 
z. 

bezeichnet werben. Die xten Glieder der erſten, zweitend 
vierten, u. f. f. Differenzen» Reihe einer arithmetifchen Rei 


nten Ordnung wollen wir refpective durch 


Ma; 8Tar Ta, ..... 
bezeichnen, die fummatorifchen Glieder diefer Reihen aber d 
ZT, ZI Ta, ZAT a, EITar en 


5. Dies voraudgefeßt, überzeugt man ſich leicht ve 
Richtigkeit der folgenden Gleichung: 


Ta = Ta + ZI . 
Es ift nämlidy nach (1.) 
= —T 
TM=T—T 
Met 


Folglich, wenn man auf beiden Seiten adbirt: 


x—i x 


ı = 1 x-1 
24T, = Tı— Ta, T. = Ta + ZAT,. 


Man findet alfo das allgemeine xte Glied einer arithmei 
Meihe der nten Ordnung, wenn man in dem fummatoı 


Gliede ZAT, ihrer erſten Differenzen» Reihe x —1 für x 


und zu dem dadurch) erhaltenen Ausdrude das erfte Glied 7 
Hauptreihe addirt. 


6. Durdy gemeine algebraifdye Subtraction überzeugt 
ſich leicht von der Richtigkeit der Gleichung 


x(x+1)..(x+n) (z-Nx..(x+n—1) _ x(x+1)..(x+1 
1.2.3...@41) 1.2.3..(n+1) — 1.2.3...0 


Seht man nun für x nach und nach 
1, 2, 3, 4, 5, 13 


ſo erhaͤlt man: 





"1.2.3..n _1.2..(n+1) 
1:2.3..n 1.2..(n+1), 
. 2.3..(n+1) _2.3..(n+2) _1.2..(n+1) 
1.2.3..n d1.2..(n+1) 1.2.,(n+1) 
3.4..(n+2) . 3.4..(n+3) 2.3..(n+2) J 
1.2.3..n - 1.2.(n+1) .1.2..(n+1) 
uff | u. ſ. f. | 
x(x+ 1..(x+n—1) _x HN). (sn) (— 1)x . +n—1) 
1.2.3...2 772.0 +1) -  1.2.(m+1) ä 


Addirt man num auf beiden Seiten, und hebt auf der rechten 
Seite auf, was ſich aufheben laͤßt; fo ergiebt fich die Summe 
der Neihe auf der linfen Seite, deren allgemeines. Glied 
‚ x{x+1)...(x#n—1): 
1.2.3...n 
ift, augenblicklich 


= x(x+1)..(x+n) _x(x+1)..(x+n—1) x4n 

— 71.2:.3...(n+1) 1.2,3...8 n+1' 

7. DMittelft dieſes Satzes und der in (5.) bewieſenen Gleis 
hung findet man fehr leicht die allgemeinen und fummatorifchen 
Glieder der arithmetifchen Reihen der verfchiedenen Ordnungen, 

uͤr die arithmetifchen Reihen der erſten Ordnung, berem 
erfte Differenzen conftant find, ift offenbar 


x ı x 1 
zu, = am. 





1 
Alſo nad) (5.) a u, 
T,=T, + N AT,» . 
Folglich 
—— 
2 1 1 
T,=T, +144T, 
3 1 1 
j T,=T, +44T, 
T, -=T, + AT, 





Addirt man nun auf beiden Seiten, fo ergiebt fi) augenblicklich 
mittelft- der in (6,) beiviefenen Sumntation: 


x xt x—1)x 1 
8. = 41,49, ’ 


wenn wir und: des in. (4.) eingeführten Zeichens für die fun. 
matorifchen Glieder der arithmetifchen Reihen bedienen. 


Die erfte Differenzen» Reihe einer arithmetiſchen Reihe der 
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zweiten 3 ae ift eine arithmetiſche Meihe ber erſten 
= (3.). Alfo i 


Eu, = u, 4 Een, r 
Aber nad) (5.) 


Folglich 


-ı 
T, =T, + ZAT,.- 


| 1-1, + em, ‚eda,. 
Alfo ; 
| *. = T, 
2 N t 
“T,=T, + 44T, 
*. * d, + it, + meh, 
. 2 . +40, + — 


en 4. + AA. 4 nen. 


Folglich ‚ wenn man auf — Seiten addirt, mittelft t 
(6.) bewiefenen Summation: 


5, = Are, + 


Die erfte Differenzen» Reihe einer arithmetifchen Reihe der t 
| — Er — BR der jiveiten Ordnung. Al 


Aber nach (5.) 
Folglich) 

x—1 (x—2)\(x—1) „, (x«—3)(x—2)(x—1) 
7. 2* mn, ar — ⸗ 1,4 1.2.3 
Alfo 





BEE ed, 


*ꝛ 
T,=T, + EAT.. 





ı ı 

T,=T, 

2 1 ı 

T,=T, + 41T, 

7, =T, F idt. — at, 

N 

. = Hl, 4 ah, + et, 

8 ı 2.3.4 „1 

,=b, +4, +? at, + 755 et, 
T1,=T, Hal, ee, ae 47T 
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Addirt man nun auf beiden Geiten, fo ergiebt ſich fogleich 
zmittelft (6.): ’ 

Auf diefe Art weiter zu geben, hat nicht die mindefte Schivierig« 
feit. Das Gefeß liegt ſchon hier ganz deutlich vor Augen, Be⸗ 
zeichnen, wir nämlich überhaupt das erfte Glied der ———— 
und die erſten Glieder der Differenzen-Reihen derſelben nach der 
Ordnung durch | | 

A, Ak, AA, DA, Ay...» — 


das allgemeine und ſummatoriſche Glied der Hauptreihe aber 
durch fx und nu; fo iſt 
Ä w=r+ int ED an | 


(z—1)(x—2)(x—3) 
* 1.2.3 > 


Ak + EZ a | 
Are ey 
4 .». 8 2 0. Pe » 


diefe Reiben fo weit fortgefeßt, bis fie, wegen der immer endlich 
einmal verfchtwindenden erften Glieder der Differenzen = Reihen, 
von felbft abbrechen. - 

An diefen beiden Formeln ift eigentlic) ſchon die ganze Theorie 
der arithmetifchen Reihen enthalten. Die noch folgenden Saͤtze 
werden jedoch) in vielen Fällen mit Vortheil angewandt, wenn 
es darauf anfommt, zu beurtheilen, ob eine gegebene Reihe eine 
arithmetifche Reihe ift, oder nicht, 


8. Wenn 
. A, B, G, D, E,F, ..... j 
eine arithmetifche Reihe der nten Ordnung, die. Reihe 
EL DIR Rune Ä 


eine arithmetifche Reihe derfelben oder einer niedrigern Ordnung 


ift; fo ee auc immer die Glieder der nten Differenzen » Reihe 
der Rei But | 
A+A', B+B, C+C’, D+D', ..... 


conſtant. | 
Die erfte Differenzen » Reihe ift 
(B+B') — (A+tA) = (B—A) + (B—A) 
(CC) — (B+tB’) = (C—B) + (C’—PB) 
(D+D’) — (C+C) =(D—-C) + (D’—-C’) 
(EtE)— (D+D) = (E—D) + (E—D') 
uff th. 
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Entwickelt man die folgenden Differenzen„ Reihen auf « 
Meife; fo überzeugt man fid) augenblidlih von der Ric 
des Satzes. 

Zugleich erhellet auch fehr leicht, daß, wenn « und 
conftanten Differenzen der beiden gegebenen Hauptreihen für 
conftante Glied der nten Differenzen „Reihe der Reihe 

A+A', B+B, C+C, D+D’, .....- 
in dem alle, wo beide gegebene Reiben von einerlei O 
find, = a +«, in dem Falle aber, wo die zweite Rei 
einer niedrigern Ordnung ift, = a feyn wird, 


9, Wenn 
A,B,C,D, E,F, ...%. 
eine arithmetifche Reihe der nten Ordnung, und das cı 
Glied ihrer nten Differenzen⸗Reihe = a ift; fo ift au 
jedes a, die Reihe 
aA, aB, aC, aD, aE, af, ..... 
eine arithmetifche Reihe der nten Drdnung, und daß cı 
Glied ihrer nten- Differenzen „Reihe = au. 
Die erfte Differenzen Reihe der Reihe 
aA,aB,aC, aD, aE, af, ..... 
it aB— aA=a(B—A) 
aC—aB—=a(C—B) 
aD—aC=a(D—C) 
‚aE—aD=a(E—D) 
: uff. uff 
Entwickelt man anf ähnliche Weife die folgenden Diff: 
Reihen; fo erhellet augenblicklidy die Nichtigkeit des zu di 
den Satzes. 


410, Wenn 
1 CD Fr 
eine arithmetifche Neihe der nten Ordnung, und das cı 
Glied ihrer nten Differenzens Reihe = « ift; ſo iſt 
5 A, 2B, 3C, 4D, 5E, 6F, ..... 
eine arithmetifche Reihe der (n+1)ten Ordnung, und da 
ftante Glied ihrer (n F I)ten Differenzen Reihe = (n + 
Iſt die gegebene Reihe eine arithmetifche Reihe der 
Ordnung; fo iſt nach (7.) ihre allgemeine Form 
a,a+b,a+2b,a+3b, ar4b,.... 
Durch Multiplication der einzelnen Glieder mit 1, 2, 
5, 2000. erhält man die Reihe 
a, 2a+2b, 3a+6b, da-+12b, 5a+20b, ..... 
. Die erſte und zweite Differenzen» Reihe diefer Reihe find: 
a+2b,a+Ab,ar6b,a+sb, a+10b, ..... 
2, 2b, 8 %, Bin, 


t 
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Alſo beſteht die. zweite Differenzen⸗Reihe aus conftanten Glie— 
dern, und die Reihe Ä 


a, 2a4+2b, 3a+ 6b, da-+12b, Sa 4 20b, 2... 


ift folglich eine arithmetifche Reihe der zweiten Ordnung. Das 
conftante Glied der erften Differenzen=Meihe der gegebenen Reihe 
iſt — b. Das conftante Glied der zweiten Differenzen» Neihe der 


Meihe 
a, 2a+2b, 3a-+6b, da-+12b, 5a+20b, ..... 
ift = 2b. Alfo gilt der zu bewveifende Sag, wenn die gegebene 
Meihe eine arithmetifche Neihe der erften Ordnung ift. 
Gelte nun der Sag überhaupt, wenn die gegebene Reihe 
eine arithmetifche Reihe der nten Drdnung ift, und fey jeßt 
2 A,B,C, D,E;F,..... | VF 
eine arithmetiſche Reihe der (n+1)ten Ordnung, das conſtante 
Glied ihrer (n+L)ten Differenzen-Reihe = a; fo iſt 
B-A,C—B, D-C,E—D, F-E,. 


eine arithmetifche Neihe der nten Ordnung, und das conſtante 


Glied ihrer nten Differenzen Reihe offenbar ebenfalld = a. Nach 
der Vorausfegung ift alfo | 


B—A, 2(C—B), 3(D—-Ü), 4(E—D), see. 


— 


eine arithmetiſche Reihe der (n 4 1)ten Ordnung, und das con⸗ 


ſtante Glied ihrer (n+L)ten Differenzen-Reihe = (14 1) 6. 


Folglich iſt nach (8.) die Reihe 
B+ (B-A)=2B—A 
G + 2(C—B) = 3C—2B 
D + 3(D—C) =4D-—3C 
E + 4(E—D) =5E--4D 
uf. f uf. f. 
ebenfalls eine arilhmetiſche Reihe der (m +1 )ten Ordnung, und 
das conftante Glied ihrer (n+1)ten Differenzen - Reihe \ 
=e+(n+l)e=(n+2)e. 5 
Diefe Reihe ift aber die erfte Differenzen» Reihe der Reihe 
A, W, 3C, 4D, 5E; 6F, ..... | 
Demnach ift offenbar diefe Reihe felbft eine arithmetifche Rei 
der (n+PVten Ordnung, und das conftante Glied ihrer (n-+2)ten 
Differenzen - Reihe = (n+2)e, fo daß alfo der Sag für arith- 
metiſche Neihen der (n+-L)ten Ordnung gilt, wenn er für arith- 
metifche Reihen der nten — gilt, woraus ſeine allgemeine 
Richtigkeit folgt, da er oben fuͤr arithmetiſche Reihen der erſten 
Ordnung bewieſen worden iſt. 
11. Wenn 
A,B; O, D, BE, F 
Supplem. zu Klügels Wörterb. I. D 


f 





so Arithmetiſche Reihen 


eine arithmetifche Reihe der nten Ordnung, das conflante 
ihrer nten Differenzen» Reihe = a if; fo ift 


aA, (a+b)B, (a+2b)C, (a+3b)D, (a+4b)E), ... 


eine arithmetifche Reihe der (n+1)ten Ordnung, und ba: 
ſtante Glied ihrer (n4 1)ten Differenzen-Keipe= (n +1 
Es ift 
9 aA —'aA 
(a+b)B=aB + bB 
(a+2b)C = aC + 2bC 
(a+3b)D=aD + 3bD 
(a+4b)E =aE + AbE 
uff uff 
Nah (9.) ift 
aA, aB, aC, aD, aE;..... 
eine arithmetifche Reihe der nten Ordnung, und das co 
Glied ihrer nten Differenzen » Reihe = aa, Eben fo ift 
bA, bB, bC, bD, bE, ..... 
eine arithmetifche Reihe der nten Ordnung, und das co 
Glied ihrer nten Differenzen » Reihe = ba, Folglich if 
(10,) offenbar die Reihe 
j ObA, 1bB, 2bC, 3bD, 4bE, ..... 
eine arithmetifche Reihe der (n-+1)ten Ordnung, und da 
ftante Glied ihrer (n+1)ten Differenzen-Reihe = (n+ 
Nah (8.) ift demnach mittelft des Obigen augenfcheinlich 


De 


n, n+1, n+?2,n+3, ..... 3 
n—1, n, n+i,n+2, ... ; 
n—2,: n—1, n, n+W1, .....5 

n—c+1, n—a-+2, n—=a-43, n—ar4, ..... 


ſaͤmmtlich arithmetiſche Reihen der erften Ordnung find; f 
a fucceflive Anwendung des vorher bewiefenen Satzes 
a 


(n+2)(n+1)..(n—c+3) 
(n+3)(n+2)..(n—c+4) 


u. ſ. f. 
alſo nach (9.) auch 


N höherer Ordnungen: Sl 


hh-1).. ——— 
132.3. 
(a+t)n ..- —— 
1. ‚Par. Ey 
HAFDH N. inet) 
. en — 2. 3. 
| ——— Ken 
1. ... 4 


— 


d. i., mittelſt Zdibauts Vaelchnung der Binomial » Coeffis 
eienten, 


8, Si: 242, +, 
eine arithmetiſche Reihe der aten Ordnung if. uUnd hieraus er» 
giebt * ferner ſehr leicht, kin 


BR, ee, nt Bm, Bu, 
eine arithmetifche Reihe der (a+y)ten Ordnung ift. 

Denft man fidy nun überhaupt die allgemeinen Glieder zweier 
arithmetifchen Reihen der aten und, der Yen Drdnung (7) in 
einander multiplicirt; fo überzeugt man ſich mittelft des vorher- 
gehenden Satzes fehr leicht, daß überhaupt die Produete der 
gleichftelligen Glieder jiveier arithmetiſchen Reihen der. aten und 


yten Drdnung wieder eine arithmetiſche Reihe bilden, welche von der , - 


(«+y)ten Drdnung ift, ein Sag, welcher ſich leicht auf mehr 
als zwei arithmetifche Reihen erweitern at wie — in die 
Augen faͤllt. — 

12. Die Reihe 

an, (a+b)", (a+ 2b)", (a-+3b)*, —ERE X 
wenn n eine poſitive ganze Zahl bezeichnet, iſt eine arithmetifche 
Reihe der nten Ordnung, und das — Glied ihrer nten 
Differenzen Reihe ift 

zn 1.2, Beh. — 
Die Reihe 
8% a+b, 'a-4 2b, — a 4b, :.. 

iſt eine arithmetiſche Reihe der erſten Dis, i * das con⸗ 
ſtante Fo ihrer erſten Differenzen - Reihe ift = 1b, au iſt 
nach (11 

a?, Kaxsys, (a+2b)?, (a+3b)?, (a+4b)2, — 
eine arithmetiſche Reihe der zweiten Ordnung, das conftänte 
Glied ihrer zweiten Differenzen» Neipe== 1,26? Folglich iſt wie⸗ 
der nach (11.) 

a’, (a+b)’, (a+2b)?, (a+3b)°, (ab)? su 
eine arithmetifche Reihe der dritten Ordnung, das conflante 

Zu 2 





bezeichnen. 
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Glied ihrer dritten Differengen-Reige—=1.2.3b*. Wie n 
diefe Art weiter gehen fann, fällt in die Augen, 


Alfo ift auch 1a , 2n, 3n, An, Sn, M,.., 


wenn m eine pofitive ganze Zahl iff, eine arithmetifche R— 
nten Ordnung, das conftante Glied ihrer nten Differenzen 


—— 1. + + .++D, 

- 43. Wir wollen nun noch ein beliebiges Glied ei 
liebigen Differenzen „Reihe durch die Glieder der Hauptreil 
zudruͤcken fuchen. Die Hauptreihe fey jeßt 

7 RER TAB ONE TORE VERS AUSBENOLER 
Die Binomial» Eoefficienten der nten Potenz wollen wir 


1 2 3 4 s 
BB, BB, 


Die erfte Differenzen-Keihe der Hauptreihe ift: 
A,—A, 


i u. ſ. f 
Die zweite Differenzen-Reihe iſt 
J A. —— 2A, + A, 
A. — 24, + A, 
A, - 2A, + A, 
A,—2A, + A, 
uf. f. 
Holglich if die.dritte Differenzen » Reihe: 
A. - 34, + 3A, —A, 
As — 3A, + 34, —A, 
As — 3A, + 34, —A, 
A, — 34 4 3A, — A, 
Das Geſetz, — 
as Geſetz, nah weichem die Differenzenreihen fortfc 
fallt leicht in die Augen, Das x | | 
huß iR nämtich ge 8 xte Glied der nten Diff: 
ni n 


f j 
Art — "Bkysamı + — — ..* "BArsı + "BA 
Das (x+1)te Glied ift 
n—=1 za 


t 
Artatı — Basta + BAntanı + MB, 
Zieht man das _xte von dem (x+1)ten Gliede ab 


16 x fo 
* das xte Glied der (n+1)ten Differenzen - Reihe, ! 
o 
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= Artagı = Ayıntı f 
HD — —tuae 
1 
+18 + "Bj Arınmı + at BAstomt 


\ — mel j zei 
+ 1B + »BjAxta + ut BArzr 
— n—1 n na 
+1l3+ "Did Fat Bay 
n+PF 
+ nBAr + nfıBA, 


ift, fo daß folglich das bemerfte Geſetz für die (n+L)te Diffe- 
renzen=Xeihe gilt,. wenn es für die nte gilt, woraus ſich un- 


— mittelſt des Obigen die allgemeine Richtigkeit deſſelben 
ergiebt. 


Das xcte Glied der nten Differenzen⸗Reihe iſt alſo 
= Axtu — — 4 — — —⸗ (1). —— 


+ (1).nBA , 
oder, wenn man bie Ordnung der Glieder umkehrt, 


1 _ 2 3 
= ka — nBAyı + — — "BAyss +. — 


.. — (—1)8. —— + (—1)", »BArtn 


14, Nach (12,) — man — Br merkwuͤrdige — 
2.3. 4. — 


= Er Be 


„—(—1). 28. na 4 (—1)n. »B. (n + 1)» 
mit deren Berveife fich verfchiedene Mathematiker befchäftigt —— 
ſ. z. B. des Verfaſſers Mathematische Abhandlunge 


Erste Samml. Altona, 1822. S.69. Crelle’s Journal. L 
S. 255. 


Wegen der Interpolation arithmetifcher Reihen verweifen wir 
überhaupt auf den Artikel Einſchalten. 


15. Den von Klügel angeführten Schriften über die hoͤ⸗ 
bern arithmetiſchen Reihen füge ich hier nur noch folgende bei: 


Prasse Institutiones analyticae. Lips. 1813. Cap. XIII. 


Ei. Additamenta ad theoriam serierum arithm. ordi- 
num super. in feinen Comment. math. Fase. I. 


———— Grundlehren der hoͤhern Analyſis. Zweiter 
Band. Berlin. 1824. Dreizehntes Kapitel. 


Lacroix Traité du Cale. diff. et du Cale. int. T. III. 
Paris. 1819. Chap. I. 


Burja ſelbſtlernender Algebraiſt. Ihr. I. ©. 123. ff. 


'® 








A Barycentriſcher Galcul. 


Kramp Arithmetique universelle. Cologne. 1808 
XIV., und wegen der Anwendung auf die Aufidfung nu 
Gleichungen Chap. XXVIIL 


Auch f. m. mein Lehrbuch der allgemeinen Arit 


‚ Brandenburg. 1832. Vierzehntes und siebzehntes Kapi 


den Urtifel Differenzenrehnung in diefem Wörterb 
Ars conjectandi, f. Wahrſcheinlichkeitsrechnung 


Aſymptote. J. G. Pfeiffer Diss. de curvaı 
braicar. asympt. tam rectilin. quam curvilin. Tüb. 


Auffteigende Reihen find Reihen von det Form 
A+ Bx + Cx? + De ER 4 Fas Hu... 


B. 


Barycentriſcher Calcul iſt eine neue von dem 9 
Möbius zu Leipzig erfundene, fehr fharffinnig ausg 
Methode zur analytifchen Behandlung der Geometrie, 
ſchon zu fehr intereffanten Refultaten, namentlich über di 
fchnitte, geführt hat. Diefelbe hänge mit der Lehre vom 
punkte in der Mechanik zufammen, wodurch die obige Bei 
veranlaßt worden ift, obgleid)- ihre Principien durchaus ı 
Statik oder Mechanif entnommen zu werden brauchen 
man nur den Schwerpunft als Punkt der mittlern Entfe 
rein geometrifch definiert. Eine Darstellung der Methode i 
ganz Furzen Artikel, welchen der Raum bier nur geftatten wi 
geben, ift nicht gut möglich, weil das Weſen und der 
derfelben vorzüglich) aus ihrer Anwendung zur Auflöfung 
trifcher Aufgaben erfannt wird. Wir glauben uns dal 
um fo mehr mit diefer kurzen Notiz begnügen zu Fönneı 
der Erfinder felbft feine Methode in einem ausführlid 
Deutfchland leicht zu babenden, Werfe im Zufammenhan; 
fehr vielen wichtigen und intereffanten Anwendungen, d« 
bat, fünnen e8 ung aber nicht verfagen, diefes Werf au 
als eine der wichtigften Erfcheimungen im Gebiete der 
Mathematif zu erflären, und dag Studium deffelben ang 
licht zu empfehlen. Es iſt erfchienen unter dem Titel 
barycentrische Calcul,. ein neues Hülfsmittel zur # 


' schen Behandlung der Geometrie, dargestellt und 


sondere auf die Bildung neuer Classen von Aufgah« 
die Entwiekelung mehrerer Eigenschaften der Kegels 
angewendet von A, F, Möbius. Leipzig. 1827. 2 
und vollitindigfte Kenntniß der Methode wird, mie gefac 
diefem trefflichen Werke felbit erworben, und eine folche ı 
dige Kenntniß ift nöthig, wenn man, was bier bie 

fache ift, auch zu einer gewiffen Hebung in der Auwendi 
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fangen will. Wer ſich indeß nur. mit einer oberflächlichen Kennt- 
niß begnügen will, den Finnen wir auf Spehrs Recenſion des 
Merfes in den Jahrbüchern für wissenschaftliche Kritik. 
August. 1838. 8. 172. verweifen. Einige Anwendungen der Me- 
tbode von Möbius und Minding findet man auch in Crel- 
les Journal. B. V. 8. 102. 397, _ 


Befreundete Zahlen. Die Beweife der. Regeln von 
scan 8 und Kraft findet man im Artikel Theiler einer 
a .). 


gdernoulliſche Reihe, ſ. Integralformel (145.). Thl. IE 


+ 


Bernoulliſche Zahlen. Die'nah Jacob Bernoulli 


(Ars conjectandi. Basil. 1713. p. 97.) benannten Zahlen 


find für die ganze Analyſis von fo großer Bedeutung, daß es 
als nuͤtzlich und nothwendig erfcheint, hier einmal die wichtigften 
Relationen derfelben, welche man bisher gefunden, im Zuſam⸗ 
menhange aufzuftelen und zu beweifen. | | 
1. Wenn man die Zahlen 
a ßy Yı ds e, d, .... 

aus — nach einem leicht zu uͤberſehenden Geſetze fortſchrei⸗ 
tenden Gleichungen beſtimmt: 


1 
\ 
ee 7. | 
— a 3 i 
0=P- str | 
en a 
0=1- 73tr7307937 
= De 5 | 
0=3—-.-5;+773 77 *r31- 
ö Y ß — —— 
o 2-733 T tra 
uff u. ſ. f. 
und | 


56 Bernoulliihe Zahlen. 
3 8 7, m 
B, B, B, B, ..%+ B, .7r,° 
die erfle, zweite, dritte, vierte, nte Bernoulliſche Zahl. 
Dies mag als Erklärung der Bernoullifchen Zahlen gelten, indem 
wir natürlich von einer, am beften der einfachſten, Relation 


derfelben unfern Auslauf nehmen müflen, um zu andern Mela- 
tionen zu gelangen, 


2, Fuͤhren wir in die obigen Gleichungen die Zeichen der 
Bernoulliſchen Zahlen ſelbſt ein, fo erhalten wir; 
| 


B 1 
—— 3 
2 

B Bo 4 3 
am,” 173 r377.3 

3 1 

0 .® Bi: 03 20 5 
0 Ita” aD 24,7 


ee BAR 4 — 
=78"1787.3r77.07.370710.371.77377.3 
u. ſ. fr u. ſ. f. 
22-1 22—3 F 21 *5 1 
— er 1 _ ,„B 41 __ 2-1 
In 1,002) 1.378.204 '1.5 ">12 T.,n-1)r21..(20t1) 
u. ſ. fr uf f. 
oder auch, wenn wir dieſe Gleichungen auf beiden Seiten des 
Glelchheitszeichens nad) der Reihe mit 
1,3, 15,1, ah 




















multipliciren: 
1 
0=B,}r—H4 
3 5.4.3 
——— 
5 3 7.6.5 1 1..3 
0 = B.I.— B. 07973 ER er a 
7 s 9.8.7 39.5 19.3 
a ee ner — 75 +3 
uff u ſ. f. 
oder — 
+3=B.4+r1 
ı5.4,3 
-t=34-8755 —1 
5 3 .6.5 i 7..3 
4 y= B,+ — 4. + B. 4 1 
\ 1 s 9,8.7 3 9.5 ı 9..3 — 
— — u . I — ⸗ — — — 
hunde 7X Ariane 167 Bat 17! 
.f | 
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Unter diefer Geftält erfcheinen die Gleichungen bei der Summa- 
tion des Potenzen der natürlichen Zahlen. 


3. Zundchft bemerken wir nun, welches für das Folgende 
von großer Wichtigkeit iſt, daß fich leicht eine gebrochene Function 
finden läßt, — deren Entwickelung in eine Reihe die oben durch 
a, ß,yr 6, &, &, »... bezeichneten Zahlen als Coefficienten 
erfcjeinen, Im "diefe ten Function zu finden, feßen wir 
1 — Ax + Br? — Cx? + Dxt — — 

— Aı+ x’. Dxt— .... 
= 1 — ax — Ax — yx? a ....; 
und erhalten, indem mir auf beiden Seiten mit dem Renner 
multipliciven, durch Vergleichung der Goeffirienten: 
0=a— (AA) - 
0=ß%—A6-+(B—R) 
-O0zy —APß + Ba — (C—C') er 
0=3—Ay+ BB — Ca + (D-—D') 
0=:—A3+ByY— Gp + Da —(E-E) 
uff u. ſ. f. 
Vergleichen wir nun dieſe Gleichungen mit den Gleichungen 
in (1.), fo ergiebt ſich augenblicklich: 





® 1 —— 3 — 5 — 7 2 
em ee urn hi na Ann 
1 1 1 
An ———— 


Folglich iſt der erzeugende Bruch 

1 1 1 
22 755*7 53* 17° — 
— — —— — 
es J are 
oder, wenn wir x? ſtatt x feßen, 


Reue AR % 











| 4 1 
» x ie 74m 5“ +; 
= 











— 3 L Em — 
1 1..3” *753* ri — — 


x 1+cosx _ x 2cos!ix? ä 
4 — — — In ⏑ 2⏑— —— t? 
—2V — a 


Alfo auch 


jet u mt... ...,7 


oder, wenn wir die Bernonllifchen Zahlen einführen: 


’ 


5.5 Bernoullifche Bahlen. 


1 2 ⸗ 7 
Bx' Bx’ Bx® Bx’ 


y= I In - IH 





1 Wu s 7 
— 1 22. Bx 24, Bx⸗ 26. Bx⸗* 28.Bxꝰ 
| u a ee | 1.,6 Be 
Da 
oos 2x == cosx? — sinx?, sin?x = 2sinx cosx 
ift, fo iſt 
costr _ SOSE SOL tange — cotx — 2oot2x , 


r 1 3 5 
22.(2?—1)Bx _ 2%.(2?1)Bxr?  2%,(2°.—1)Bx5 
Ser TE — 

m. a 7 A 

en + oa... % 
Diefe Reiben find für die Cyclometrie, über auch für die Theorie 
der Bernoullifchen Zahlen ſelbſt von großer Wichtigkeit. 

4. Man feße jetzt | 


1 
eotx = — ax — hbx? — oxs — dx! — ... 


tangx 


und — | er 
catx? = * +a +br? + e'x? + d’x® +, 
fo erhält man, wenn man die Reihe für cotx wirklich auf das 
Quadrat erhebt, leicht folgende Relationen; 


a = — 2a 


‚b=z—»+aa 
e=—2c + 2ab 
“=—2d + 2acH+ bb 


e = — 2e+ 2ad + 2be 


!=- re + doc 
; — 2g + 2af + 2be + 2cd 
"=— 2 + 2g + %f + 2coe + dd 


oa 
nad 


— 2i * 2ah 2bg + 2cf + 2de 
u. ſ. f. u. ſ. f. 

d cot x ar, 
Hr Tine 
Alſo, wenn man die Reihe für cotx differentürt: - 


— * — a — 3bx? — 5cxf — 7dx® — er? — .... 


= — eosecx = —(1+cotx?) .. 





1 


— — * — (1+.@) — b’x? — dx? — d’x® — ex? —... 


Folglich | 
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a — 1 4 a - 2a 
3b = b=: — 2b-+ aa 
5e —⸗ e ——204 2ab 
7d = d' — — 2d + 2ac + bb 
ve e — — 2e + 2ad + 2bc 
af = —U + 2ae + 2bd + oc 
13g = = —2g + ?2af + 2be + 20d 
u. ſ. f u. ſ. f. 
oder 
3a = 
5b = aa 
7c = 2ah 


91 = ?2ac + bb 
11e = 2ad + 2be F 
13f = 2ae + 2bd + cc 
158g — 2af + 2be + 2cd e 
17h = 2ag + 2bf + ?ce + dd 
19 = 2ah + 2bg + 2cf + 2de 

uff u. ſ. f. 


gelglich wenn man aus (3,) die Ausdruͤcke der Coefficienten 
a,b, c, d, 4, durch die Bernoullifchen Zahlen in diefe Glei⸗ 
ungen feßt: « | 


I? 
mh 











12? 
7B =72.25B 
= BB +7 288 
11B =Iabr . abᷣ 
18 = .2BB + Sy. + aa T) | 
155 = 2 B+ 4. 284 ee B 
+ Te Bd or TBB 
u. ſ. f. u. ſ. f. 


Dieſe Relationen hat Euler gefunden (Inst. Calc. diff. T. II. 
$.123.). Andere Relationen fünnte man aus der Gleichung 
tangx cotx — 1 finden, wobei wir jedoch jegt nicht länger ver- | 
— da dieſe Relationen nicht gerade von beſonderer Wichtig— 
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5. Aus den Gleichungen in (2.) erhält man feicht: 
1 


TER 1..3 


1 
22. 3 20 © 22.8 
= 117 J— 


2 
—— 2B 1 


1.4 121 3* 5 


0= 


4 


1 
2B 1 + 1 +1 
1.2.1.2 ° 1.312 
ä 4 
2sB 3 14 2 
— 3*7 75 
5 
25.B ‚B 23 BF 2° ae 
— 38 — 17755 ie ET 
3 ’ 
2.B 298.B 1 + 1 3 
=1.6 1.47T.3 1375 —— 
3 1 
23.B 1 BAM A 2 1 
"Tr7I2 "722735313 123570 
R | 
2B 1 1 1 
‚r2.2'11.4° 1.3'1..8 
& _ 3 1 
2s.B 2%3.B 1 28 4 3 i 


Tr er dr 
Man könnte auf diefe Art. weiter gehen. Das Geſetz faͤllt aber 
ſchon in die Augen. Es iſt naͤmlich allgemein 


2n—1 2n—3 225 
——— — B 4 2a-,B A 
u TATASSTä. 
28 1 


n 
.— 1.27... a 9° A Port 7 7 Slzues 3 


und ed kommt nun darauf an, dieſes Geſetz allgemein zu be= 
weiſen. 


Nach dem binomiſchen Lehrſatze iſt, wenn wir den mten Bi⸗ 
nominal - Coeffieienten der nten Potenz in dieſem Artikel uͤber— 


Haupt durch v — 
Yan = un Zu 202 02 220 Ku) 
— 2 + rei 4 *—s* * so... + 2er 
ee NT er wre se +, 
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Aber — | 
241 

et, b24140 22413 
2—1 2 

— — da x—12 = 2413 

HB 2, Br 


Zh — 2etig, da 342 — 2 m u +1; 


Shi Zu, ba 1 + 2% = +1. 

Alfo 

22. 1 2 EEE, 
woraus a folgt: | | 

22= 1 4 1 1 

..(2=+1) TAMDMDTTT en (2x3) 1 ri — 

1 A_ 
+ 1..8°1..(2°—2) + —B 


Ferner ſey die Summe der Reihe 
(«+1).1 + —X + («-1). ur + (2-2). 2008 dosaiie 


uch AB IRB S, 


fo erhält man durch Zerlegung der Binomial> Eoefficienten G 
diefen Art. 5.): 


S= @+1).1+«. + e-1). +2). *8* — 
—— u. +1. er 
++ 1). wa +62). + . 
| ec EB 1 
= (vH AI+rHB+ 1) HB 2) UCHB + in 
| LE EEE 
Hr ch} 1) HB 4 a2) — 
2 
—E +@ 1). HB 42ER cn. 
2 1 
+1 er Ka +... 
.+2. er 1. ze 
RB 14 (2x1) 28 + (23). HB +3). ae 
+: 3. 2 1 
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+ 2x. Bet + (2x — 2). HB + un. + +. 


| + 4. zig EN 2. Er 
Ar 7 mn 
— HB (2042). u = (e—n+1). HiBtn. + 
=(&+1). + : 
Alfo | 
2x 
s= (+1) |1-K2HB + 244 + 2 8 +. 4 2 
» i. — der oben aranbenen. Summation: 
oder, ivie man leicht findet: 
(2x1). ge (@«+1).1 RR Be 1 3; | 
1..(2x4+3) 1..(2+3) 1. — 1.2 *ti A2⸗1 1.4 tours 
2 1 1 — 
IT IT EStIFTE 1. 


Mittelft der beiden — gefundenen Sammotionen ei man 
nun nad) 2); 


ß 


Zn—1 203 208 
—— B 1 + B t 
— 7: Nee Pe —— 1.37 37 
| B 1 | — 
— J ——— — —— 2.1. ut) 4 
—E Ba 9a) B 22 DER 24 


= 7.,.a 1... )i.3tr in — 


28 Br: ze . u). Yan? 
zn. et 
2m-1.B 
— REN, 


2n—3 3 
2n—3,B — 


1 
I, 2)11.3 + inf 





2n—5 
Ym—5,B ee 1 10004 
ee 7a* | 
2 5% 1 DE: SE 1 1 
—1..(2n—6)1 7 1..51.2 + 1..3°1..4 % rl 
Be: 1 1 1 4 
—* .(2n-3) 1. 12ri .(2u-5) ' 1. at — .(2n- =) G 1)" 


nl 1 n-2 
z m nt) 3..(2n-1) 1. 1.2" 1.003) .(2n-3) 1. arte j 
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Denkt man ſich die einzelnen Producte wirklich entwickelt, 
und das Aggregat nach den Vertikalreihen geordnet, und be— 
denkt, daß —534 — — 
(-1 2 (type (ler ll en E 
ift, fo erhellet augenblicklich, daß, wenn das bemerfte Geſetz big 
n—1 als richtig angenommen wird, diefes Gefeß auch für n 
elten muß, woraus die Allgemeinheit deffelben folgt, da feine ı 
Nictigteit oben bis n = 3 bewieſen worden if. Wir ha— 
en demnach folgende merfwärdige Relationen der Bernoullis 
fhen Zahlen: | | 


IR DE J 
> 75 ’ 
3 4, ‚ 
un In 3 ET, 
= 17771313 "T535 er 
RER EEE 
= 3 TAMä 1.2°1,.5  1..7 
1 5 A 
27,B 2.B 1 2».B 1? 2B 1 4 
03,78 5178137 T IH 


u. ſ. f. Us f. f. 
M. ſ. meine Mathematischen Abhandlun en. Altona. 1822. 
Ss. 57 — 60. Dieſe ‚Gleichungen führen 5. B. zur Summation 
der geraden reciprofen Potenzen der natürlichen‘ Zahlen, worüber 
der Art. Cyklometrie in diefen Zufäßen zu vergleichen ift. | 
6. . Um nun independente Ausdruͤcke der Bernoulfifchen, Zah⸗ 
fen zu erhalten, müflen wir von der Entwicelung der Function 
Tu » 3, IB 5 BR: u 
. e_1?’ — 
wo e die Baſis der natürlichen Logarithmen bezeichnet, in eine 
Reihe nach Potenzen von h ansgehen. Zu dem Ende fee man 
. =A+ Ah + A,h? + A,h’ +... + Ann 42.0.5 


fo ift nach dem Taylorfchen Lehrſatze 





„Ah 

— on = ! 
| non On 9 
wenn mar nach der Differentiation h—O ſetzt. Führe inan die 
Rechnung aus, fo erhält man alle Eoefficienten S 8. Diefe 
Schiierigfeit hat Laplace auf ‚folgende ſinnreiche Weife ver- 
mieden (Lacroix Traite. T. III. p. 107.), Es if 

Oh K;, 24 ıh 


—a — 
— — ——⏑ — — —— — — mim — — 
rn — 


Ah: Mrz 





/ 
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und, wenn man h=0 fett, offenbar: 


ph h ph h 
a + 2 0 I + 0" Im + | — R + \ 
(Ph Mi FT — 
da beide Differentialquotienten reſpective von ph und h ganz auf 
feiche Weife abhängen, ei nn. it, wenn man h=0 
ft. Set man nun = gq=n, fo wird, immer unter 
—— Vorausſetzung, da man nach der —— h *0 
etzt: 











Baer] am nr — V ct | 
— — —— ST Thu’ 
ER _ a — 77 Hl, 


aa a = - er ha 
A 


wo nun fir h=0 das zweite Glied dieſer RUE nicht mehr 
—$ wird, Geben wir 





h 
az zehlearij, 


fo wird nad) dem erg Ausdruck für ein aaa Diffe- 
rential eines Products (Differentialrechnung. 23.): | 


deln + = (HN een 
.. ZORmt (eh + S)-1.öh + ön (eh 1)-tch 


le + bei gr An h, n Afek + 1)-1 da=ih 
a edit rn 
n Öm=ileh 4 1)=1: dh „0 NE, ' 

nt ar at — 
Weil man aber nach differentiirt/ ſo iſt 

Oh 0°h m 0*h 

F u 1, 3m * za. = 0. 
Öujh(eh HI)-1} m On-tlebHi)-3  Onleh HA)-t, 
— 57 ne u are 
und folglich, wenn man h== 0 feßt: 

Anfhfeh 1) __ Amt(e + 1)-1 

DESGE’: | erg on issue |" = 


Demnach) für h= 0: 


* 
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a — 
m Tann 


| 1 — 
— 1 — Im + 1 
. 7.123. @-aR—) Ihe Ki 
Durch fucceffive Differentiation erhält man leicht : 
41 

a ee! — Bıe@=lh +B,e(o-D2hHB,eta—mhh,.. 4. B,_ ch 
— —, 
wo B,, B,, B,, .... B. gewiſſe conftante Coefficienten be- 
jichnen, welche nun näher beſtimmt werden ſollen. Es iſt 
naͤmlich W 

(et +1)-1 = erh(1.he-b)-1 — emh._ g—2h eh —e-tn,... 
Or—1(eh 4 1)-1 j 
— — | e-h_2n-1e 2b} Zu—1e—3h_4n—ı e-th.L ya ’ 
und nad) dem Obigen: | | 

CR ya Ca = Byela-lh 4 B,eln-23h  ,,, + B.-ıel . 
Dies giebt die Gleichung: Ä 

(+1)2| e-b__ 2n—ı 2 4 Za-i g-3h_ Za-1 eh. 1yamt 

= Bjela-lh 4 B,e(a—2h „L B,etw-dh L .,, »+ Bu-ıel . 

Entwickelt man das Product auf der linfen Seite des Gleich- 
heitszeicheng, nachdem man vorher (eb +1)” nad) dem binontis ' 
ſchen Lehrſatze in eine Reihe entwickelt hat; fo. erhält man fos 
gleich) folgende Ausdrücke: | 

B, = : 1.(— 1) 

an a8] 1-1 


B 
1 2 
B, = [3-1 — 28. 20-1 4 B](—1)ja-i 
B, — — au 8 ‚ga= + BB Ay 
Bm =  fm1ja-1 a8 (n-2)- 14.08.2148 In» ne-ı. 
dolglich, wenn wir überhaupt ' 


n 1 2 22 Kl 
Le = am HB — 1 HaHBle—2)n — ... FeriB.20 For 


fegen : | 
iu 2-1 n—1 de | 
„OR—1(ehL1)=1 L,ela-1)h-L,e(a=2)b.LL etu—3)h—,,, | 
+ — = si. = —88 
| — mm banzeth Cy e y; 


Folglich fürh—=0: 
Supplem. zu Klügeld Woͤrterb. J. E 
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»—i Eu u 
Ark) _ ef" —— 
* — (1) + Inmı. (1) 
und demnach nach dem Obigen: 

(—1)n zT — re 5 
1.2.3..(n—1)(221)202) — (1) + T. ( 
Hierdurch ift alfo ein allgemeiner independenter: Ausdruc eines 
jeden Eoefficienten im der Entwickelung von 


— 
eh—1 


Aı= 


gefunden. | nt 
7. Bir wollen nun aud) 
p—1 
ar p eine wilfführliche conftante Größe bjihne, ‚ im eine Reihe 
Potenzen von h entwideln. Fuͤr h= 
p—-1 _p—1_ 
p—e "p-1 





a fee man’ 


EZ E22 


fo ift 
An pt v 
= — HE Zend IR 
1.2.3..n dba 


wenn man nad) der a0 h=0 PN oder unter der» 
felben VBorausfegung: 


= ot oe) 
na Oh 


| 1.2.3.. ha 
Entwickelt man die Diferentialquotienten ‚, fo erhält man; 2 
A EEE 
Oh APR 
ER (p — Ay _ peh + e?h | 2 





Oh? pe 
03 (p — eh)—1 er p’eh+4pe?b+ eh 
a 7 (po—eh)t 
u. ſ. f. u. ſ. f. 
u überzeugt fich ohne alle Schiwierigfeit, daß allgemein 
a(p—ehj-t " ‚D,pr-1eh 4 D,pe-2e?h+..+-Dn—ıpelw—uh + Daerk 
ha (p-— el )«+H! 
ift, wo wieder D,, D,;, D,, ... Dn gewiſſe conflante Coeffi⸗ 
cienten ſind, welche wir nun naͤher beſtimmen wollen. Es iſt 
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e?h e>h. eth. 


Ben =s4+5+5 Forte tee; 


woraus man durch fucceffive Differentiation leicht findet: 


Öa(p—eh)-i _ eh ER NE in — 
mon + 22, Free Dre Gr. 


Dies mit dem Obigen verglichen, giebt die ni 
D ‚pr! eh + D en a D Rn > +. + D„enh 


pen. | 4 2. * ee 2 ef. 

* — 4 +3 p -13%h_ ET e’h +... | 

tr arm re .. 5 

= pa-1ch * — eꝛh4 — + 4u pete!k +... | 
x u B pamt tk —uHißß, Qu püsesh — HB „Zu pamtgch + ... 
+ n+18 pr3eih “HB. 2upn—teih  „., 

— HB pas e’th — 
woraus man durch Vergleichung der einzelnen Slieder erhaͤlt: 


D, =1 e = L, 
Demo U sE 
Der | + 
D, mL eat E22 2 2er =L, 


D = ne at ala + HBn2je u ‚ZH. Aug — 


Folglich 
—————— L — eh + L, pa=zerh + L, przieih h...+ In enh 
ha ⸗ (p—ekjatı 

und für h = 0: 

0° (p ehrt: _ L,pa-i + L, pa=-2 Lh, pa=3 4..34 In 

Ohs 4, Br — 

Alſo | . 

. mi+t, — Ep ++ — 

+1.2.3.4...n(p—1)® | 





In der Entwickelung von 
Er ln Ran 
E2 
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iſt der Coefficient des allgemeinen Gliedes 


— 


— 


Der heciell Fall, wenn p=1 ift, hat ſchon in (6.) feine Er⸗ 
ledigung erhalten. 


8. —— und wichtig iſt die Relation 


\ 


Ly = — — * 


welche gewoͤhnlich aus der Theorie der Differenzen hergeleitet 
wird —— Traite. T. I. p. 110.). Scherf bat in 
‚Crelle’s Journal. IV. 3. 8. 302, folgenden eleganten Beweis 
gegeben. Es war nad) dem Dbigen 


— 14 Ch+C,h? 4 C hà P... +Che+.... 
wo 


—D———— 
1.2.3. 4.. Nr 


Setzt man > für p, fo wird. 





— 1 1-p 

1 Fo v7 Tube de e-h 

7 F 
a .+ Cahe. a), 


= 4—pC,h + pC;h? — pC;h* +... + pCah®. zn 
a Ze .+ Cahr +. | 
100: | 
Aber 


| CH = pi. (1). . * 
2.) Bikes 4 ıy + 1.()° — 4c. 
— (nt) ER. 


_ pi, +L,p+LpP +... + Tnmı prt + In pro! | 
1.2.3.4.. Eu p% 


ee 


— 
_ pi, Het, p’+. + Incı pr=2 + La pre} Lu 
1.2.34. hip ia — — 29 
Vergleicht man dies nun mit der es | oe 
Cı> — 


n =; n 
piL,+L,p+tL.p’ +... + — pm + Lu pr=1} 
ae 76. — 


_ pi, pt +L, pe-2+L, peir. as 
RN er Tee — 


% 
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ſo erhaͤlt man fuͤr jedes p: | — a 


L, + L,p + L,p? 4... Lasıpao2 4 Lupe! 
* — 4 iĩ. pe? + r pe=3 +... :+ Lu-p+ I . 
Alfo, weil diefe Gleichung für jedes p gilt: 


La=i = E 
5 j In — L, 
d. i. allgemein: 
n 
L= — Luzx-+i - 


Man ſchließt eg leicht, daß der durd) A, —* Go | 
cient in (6.) =0 ift, wenn n ungerade und — 1 iſt. 

9. Aus dem Bisherigen läßt ſich nun ein independenter 
Ausdruck der Bernoullifchen. Zahlen ableiten. Es it nämlich 
(Differentialformeln. IIL), wenn wer Y-1=i — 


eix— e-ix @' iX + e=ix 


sinx = , cosx = 








i 'eii.h e-ix = i eiix+i 
1 etix 21—2 1 


Seßen wir in (7.) | 
p=—1,h=%; ' 
fo wird 
Alfo iſt das allgemeine Glied der — dieſer — 
Function nad) Potenzen von 2ix 
= 220 Ca in xn, 

wenn man p=—1 feßt, d. i. 

— (41i. (2 — — — 7 ® Qujuye 

* 1.2.3.4...n.(—2)n 


L, (—1)r-1 + L,(—1)a-2 +... — 4 — 
1.2.3.4...n.(—1)n 


Iſt nun n eine gerade Zahl, fo ift nah (8.) 
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" n n 

L(-1)m=—L=-—la 

x. m nz 2 
.L,(—1)! = L, = La=1 
L,(—1j2- =— L; —— 


Lt =+L = +L 
Der Zähler des Eoefficienten in dem obigen allgemeinen Gliede 


iſt alſo 


— Let + Do + Dt... +L 


= | n n n 
= 4n+1 +... + Lı- == L.-ı +L, 


, ** = L 4 — —— L⸗2 +... + Dinar 
n n n j n 
4 L, — La⸗i ES L„-. — ⸗** + Int , 
nämlih —= 0, fo daß man alfo für n bloß ungerade Zahlen: zu 
fegen braucht. Alſo ift das allgemeine Gied — 
22-1  2n—1 n—i 2n—1 2n—1 
u „ Bizchr + bo oe Ln-2 + Laa-ı 21 gta, 
1.2.3.4...(2n—1) 2 
Aber, wie man fich leicht überzeugt: 
jea-i = i(—1je-1 . 
Alfo das allgemeine Glied — | = 
a 7 7 | 2n—1 2n—1 22—1 2n—1 
2.2 L, u 3 L, 4 L, — 1. — L22—2 En La»; 
1.2.3.4...(2n—1) 
ar — — — 77 
bb, — L. — ... — La⸗2 al » 9a-1f__4m 
* 1.2.5.8... —— — 
Obgleich die, gerade Potenzen von x enthaltenden, Glieder ver⸗ 
ſchwinden, fo muß man doch bemerfen, daß die in Rede ftchende 


Function ein von x unabhängiges Glied hat, welches = 1 ift, 
da für x = 0 | 


x2n—i (—1).-1 


2 
p eꝛix 45 1 


iſt. Folglich iſt nach dem Obigen das allgemeine Glied der Ent— 
wickelung von tangx . 





— 5 | 


2n—1 2a—1: 2n—l 2n—1 2n—1 


- L,— L,+L, —... — Ia-ı + Lan-t an ( 1jamt., | 


und diefe Entwickelung enthält fein von x unabhängiges Glied 
mehr, wie ſich von felbit verfieht, und aud) ans dem Dbigen 
unmittelbar folgt, Nach (3.) ift aber das allgemeine Glied der 
Entwicfelung von tangx £ 
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| 20— 
_2u(2m—1)B „, 


— 1,2.3.4...2n 


folglich 
zul 2n(— 1 ai mi el 22 - 1 aa 1 
nen) L, — L, En L, — — La + Tann ° 


| Die eingeflammerte Größe ift nad) (8.) 


2n—1 2n—i 2n—1 2n—1 2n—1 
== L, —L, +L, — .. — L.-.1(—- 1)! + In (— 1 )a-1 
2n—1 2n—1 2n—i 2n—i 
— Inn(—1)mir..+ Lzn-3 — Lzn-2 + Lan-i 
An—1 2n—=1 2n-l 2n—1 2n—t 
L, — L, + L, — .. — In-ı(—1)ja-1 + Ln(—1)a-1 
2n—1 2n—1 2n—i 2n—i j 
+L,—L, + L — ..—_ Ln—ı(— 1 )n—1 
2n0—t Ai1— 2An—1 2n—1 2n—1 
=-2{, —-L,+Lb,—..— Iart1)jami 4 on Leni}. 
Alſo 
20-1 2n(—I)n—i f2n—12n—12n-1 20i ET 
= Zin-i (2721) L,—L, Haile Fon lNe- 


oder auch 
Sm—i 2n 2n—1 2n—1 2n—1 2n—i 
B= 22n—1(2?n—1) Y4n—In-ı L a ’ 


Diefe merkwuͤrdigen Ausdrüce find zuerft von Laplace gefuns 

den worden. Einen andern Beweis habe id) in meinen Mathe- 

matischen Abhandlungen. S. 93. mit verfchiedenen andern Bes 

merfungen gegeben. Auch ſ. m. Lacroix Traite. T. Il. 

p. 112 — 114. | 

Nach (6.) ift 
1 


An= 153m 1a) 
Solglich, wie ſogleich erhellet: 
2n—i1 
; B 
Ä das ia ai. 
Aber . 


!n—1 2n—1 2n-i zu—1 
‚-L+trb-..+ Lan. 


A,=A,=A,=,=..=0(8.) 
Alfo 
B B B 
—— — HB — 4 — 66 — 
tat tn 
Da nun 
SER — 
eh — 1” h h? h> 


| Ir tritt 
ift, fo ergiebt fich leicht 


| Az1,A =-—-;% 
Folglich) 
* * 
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1 
— Bı_ 4 hs 
tr bt hs un. 


h h? h> h* 
ir iat+ 1.2.3 * ars re 


Multiplicirt man nun auf beiden Seiten mit dem Nenner bee 
legten Bruchs, fo erhält man die Gleichung: 


1* 1 J 
IB 1 
+ 72 mel Le 
1 
B 1 


q 6 3 1 

B B 1 B 1 B 1 1 . 
* i.8 1..6 1 3t7 7 1 5 12 —— 

7 


en a ge ars ee ee ae ee 
Da diefe Gleichung für jedes h gilt, fo find. alle Coefficienten 
— 0. Gebt man die Coefficienten der geraden Potenzen von 
h=0, fo erhält man wieder die Gleichungen in (2.). Gebt 
man aber die Eoefficienten. der ungeraden — von h=(, 


fo ergeben ſich nad) leichter Nechnung die folgenden neuen merks 
würdigen Relationen: 


2 4 

B 1 ” F 
02:77:77? 

B Ba 1 
0=; 4 13 ttr773°t 


Bernoulliſche Zahlen. 13 


deren Gefeß ſehr rag zu überfehen ift. Aus den Relationen in 
(2.) folgt ſehr leich 





B=1 J u 
1 
B=1 .) — Pr Eu Fo et 
. L 8 - 
B=1 DB kur ts! | 
1 3 8 
eat 
h uff u. ſ. f. 
Alſo auch 
b=1.2) I 
3241 “78 145 (5 ) 
B=1..6 nt 143 3‘ + (; 1.353773 (ei N 
B= dan * 3. —— (5 3° +))] 
* 365 3" +73 Pe 1. u caca ) 
— f. 


Dies ſind die von Libri in creue s — B. VII. 
S. 62. gegebenen Ausdruͤcke, wobei man nur bemerken muß, daß 
a. a. O. in den dortigen Zeichen B =B,=B, =... = 0, 


und, mit unfern. Zeichen verglihen, B=B, B, = — B, 


B, —B, Bı=—B,. ... iſt. Auch iſt zu beruͤckſichtigen, 
daß allgemein a. a. O. 
1 1 x— 1 

rent) | 
it. Libri Hält feinen — fuͤr neu und nennt denſelben 
fogar une expression des nombres de ernoulli plus 
complete et moins diflicile a calculer que toutes celles que _ 
’on connaissait jusqu’ à present. Man ficht aber aus dem 
Vorhergehenden, daß derfelbe nichts mehr und nichts weniger iſt, 
als die Längft bekannte in (2.) ald Definition der Bernoulliſchen 
- Zahlen benußte Relation, noch dazu durchaus nicht auf die 
einfachfte Weife ausgedrüdt. 


10, Einen andern Ausdruck, durch welchen die Bernoulli« 
ſchen Zahlen und die numerifchen Coefficienten der Reihe, welche 
man durch Entiwidelung der Sefante nad) den geraden Potenzen 
des Bogens erhält, zugleich dargeftellt werden, hat Schert a. 
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— * einen eleganten Calcul bewieſen. Es iſt naͤmli J 
* 


23 ( 
tangx = 


— BEI — Dee — 


und — — wir 





J 
ee FREE .. 


ſetzen, nach (Goniometrie. 48.) 
| tang(!r + *3 = secX 3 tang x 





—— —— 
B 


a 
da offenbar B= 1 if. eo. man fi) num, für y — 4, 
rmx, nah dem Taylor'ſchen Lehrfage tang(y-x) ent 
wickelt, fo überzeugt man ſich leicht, daß 

an 2n ‚Ou-itangy ‚B= * — 
iſt, wenn man nad) der Differentiation y — — ſetzt, und daß 
es folglich bloß darauf ankommt, mm zu finden. Nach 


(9.) iſt 
UF) m e— 
tang(y-+x) —— nel sen ul “ 1 — 





wo man den letzten Ausdruck erhaͤlt, wenn man Zaͤhler und 
Nenner des vorhergehenden Bruchs mit ei" multiplicirt. Alſo 
RN: 
1 oꝛiy 
Man ſetze nun in (7.) 
= _—eiy,h=— li, 
fo wird nach (7.) | 
I = tl 14 Zuim(—ije 
p— eh ” eZiy Je-2x ” 3 
wo die Bedeutung des Summenzeichens leicht erhellen wird, 
indem man diefe Summe entiwicelt, wenn man für n nad) der 
Meihe die ganzen Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, ar... ſetzt. 
Dividirt man auf beiden Seiten durch eir+-1, und multis 
plicirt mit er, fo wird: 
eriy — eꝛiy 
rem rt nr — 


Folglich 





ZaninC„m(—1}n . 
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eiy—1 Je?iy 





tang (y r — + eir+ -1 + ri eöypi ZininCam (| 
oder nad) (9.) — 
tang (y+ x) =tangy Hd an RR nen (— 1) s 
= tangy+ a jzeriinm(l—t)R. 
alſo ‚ weil nach dem Taylor'ſchen Lehrſatze 
Ontangy an 


tang(y+x) = tangy + — IE 
iſt: 
r Ontangy _1.2.3...h. QcHtinmt (1 mein 
dm eiy +1 
Nach (7.) iſt aber, wenn wir — ſetzen: 


L, —— —* * 
1.2.3.4....n 5% + 1) (— 1)" 

e(n—t)iy — 

= TA hin (eüy + ijn ji 1 ν—, e(n-3)iy +.+ De-ta-Niy, mat , 


Ein allgemeines Glied der eingefchloffenen N welche wir 
durch R bezeichnen wollen, it 
L, ein-2r}Niy, rn 


Folglich ift nad) dem Obigen 
Ortangy _ (—1)rHin-i 2n-+1 e(n-Hi)iy 


— 


-1)a—1 


* 


ya m —— 
_„jeir + e-isp-twtn, (— 1jaHiin-ı 
(—AymHtja- 51" R= TR 


Die Summe jiveier vom erften und legten Gliede der Ne 
Rir-! gleich weit abftehender Glieder iſt 


= I ein—2r-i)iy, (1)r—1ini 4 basis e-n_2ar-iy,(—1 — in-1, 


Aber — 
1 N re ET aaa zer a 


= n—ı n—1 n 
(- rin)” — — 20 ee; Fa 24) 
und un (8. ) 


L, — — 
Alſo die Summe zweier vom erſten und letzten Gliede gleich weit 
| abftehender Glieder 
— N je (n-2rDiy ja-r+ı + e-n-2HNiyimtae 
Nach dem Artikel Unmögliche rg (28.) it für jedes ganze 
pofitive oder negative x: - | 
lognati = ni + uni. 
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Alfo 
io efritteni 
Folglich für jedes ganze poſitive oder negat 
je — geldmit2eni) 


und 
ee een tiert. 


— 2cose(y+4n + 2%r) = 2e0se 
Demnad) die Summe zweier gleich weit ve 
Gliede abftchender Glieder 
ze 2L,cos(n—2r+ 1)(!r + 
Alfo 
Ria-t = 2L, nl) nty) + 2b, co 
En 2L,, cos(n—5)(}r- 
Wegen des letzten Gliedes find zwei Fälle | 
nämlich n eine gerade Zahl, fo ift das lebt 
: = 2, e(ia+y). 
Iſt aber n eine ungerade Zahl, fo ift bie 
legten Glieder 
Ä = 1)0s2(4=+y) +L 
Man kann jedoch beide Fälle in einen zı 
‚man bie vereinigten Glieder wieder von eir 
nämlich, wie leicht erbellet, 
2L, cos (n—1) (4”+y) = L, cos (n—1) (de-+y) s 
2), cos (n—3) (4n-4-y) = L; cos (n—3)(4n-+y) - 
2, cos(n—5) (4n-4+y) = L, cos (a5) (duty) 4 
ff 
ift. Dies giebt 
n — 4 
—— en [ eos(n—1)(ir + * 
4— 


+L 

d. i. 
n — y 4 
ẽ 5* - 1 Zbr 008 (n—2r-H) (dr+y) (| 
An diefem Ausdruce fege man nun, wie ı 


ſchehen muß, y = 4, fo ift, weil cosy: 
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| cos (n—2r-+1)(4r+y) = cos(n—2r-+1)3r | 
= cos(n—?2r+1)("—4n) = (— 1p-2r+1 ooss(n—2r>1) 
ift, wie leicht erhellen wird: 
x n+ | 
q — = 22 Zlrcosf(n—2t+1)r (firr=1, 2, 3.. n) 


wobei zu bemerfen, daß der Factor (—1)r+! offenbar unter das 

Summenzeichen gebracht werden fann, und 
(— 1 )m+(— 1 )n2rH = (1a) 1 

if. Alſo ift in der Entiwidelung von. tang (de. + 4x) der 

Eoefficient von x" 


_ At 1 
In 1.2,3...n.m (fey= im) 


= 133 — eos (n—?2r+1)r (fuͤr *1, 2,8,.. w 


Ferner iſt nach dem Obigen 


B= a (für r=1, 2, 3... 4 2n —1) 
1 
B = = Fampzlrensj(a—rtH)z (fürr=1, 2, I, .. 2n) . 


Man kann aber_diefe beiden Formeln auf folgende Art auch in 
eine zufammenfaffen. Iſt naͤmlich n eine ungerade Zahl, fo ift 
der Eoefficient von x" in der Entwickelung von — (ie + 4x) 


nach ‘dem Dbigen 
ch 3 nt(Qut 4) nn 


133 nla41)’ 
Ri aber n eine gerade Zahl; fo it dieſer Coefficient 


1 
7712.83... B i 


Seßen wir nun 
ze, 
fe ift, wie leicht erhellet ‚ der — Ausdruck dieſes Coeffi— 


cienten 
2yn4 (ni 1) nn 


1.2.3....n(rn+1) 
Folglich iſt nach dem Vorherhehenden Ran: | 
Yrn-v Arni n 
= — „Zr cos; (n— 241) 
— 2.3....n)3 
alſo 
26140) 
= 5049 (a+H1) orati_ 
(fürr=1, an Bus M): 


— aneons a4 I): 


* 
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Diefer Ausdruck giebt die nte Bernoullif 
"nten Sefauten » Coefficienten, jenachdem n» ur 
it. Da die Rechnung, durch welche man zu 
Ausdruck gelangt, in mehr als einer Küctid 
haben mir fie bier vollftändig mitgetheilt. W 
den obigen Ausdruck für die nte Bernoulliſch 
Es ift Ä 
{1-1 2n—1 
— 2n L,cos4(n—I1)=m + L,co 
Yin-1 (2201) ? 


PR — cos 4(?—n) m + 
Die eingefchloffene Reihe ift 


2n—1 2n—1 
= L, edos 4(1n — Yn + Lin-ıcos}( 








2n—1 2n—1 
"+ L,cos4(n—2)m + Lan-ı2cost( 


2n—1 2n—1 
+ L,cos4(n—3)r + Lan 6085| 


2n—ı a N 
+ Ln-3 cosir + Ln43cos(—4r) 


+ Ln-a 00837 + Lmgacos(— }r) 
— cost — cos — An) 
+ ia, 
d. i. nad) (8.) und einem befannten goniome: 


2n—i In 


2n—1 2n—1 
= La + 21n-ıcostr + 2la-2c0s}7 + 21. 


2n—1 2n—1 
24 cos +... +2L,cos4 (n—2) n- 
Mer 
cos4n=0, cos In =—1, cosir=0, cos: 
fo wie 


n i j 
cost (n—I)r = eos 7 cosir + sin m sin 
1 — n 2 3 n 3 
cos}(n—2)r = cos. cos;n + sin sin 
n FE e 
cos4(n—A)n = cos" cosir + sin. x sin 
1 n 4 — n — 
cost (n—4)n = cos m cos ga + sin ran 


' cost(n—5)n = cos Z—” cosir + sin —n sin 
| uf. f. | 
Alſo obige Reihe 


* 


* 
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2n—1 Anl ı "2net 


X. 
* Lu — 2Ln—2 + 2L.n—t — 2 n—6 +... 
2n-Ii n 2n—1 n 2n—1 n 
..— AL, sinzg m — 2L, cos rm + 2L, sin 7 


2n—1 2n—1 2n—1 2n1 
= Lan — 21.n-2 — A- +... 


r a Ä 2n—1 ?2n—1 
mit der Bemerfung, daß man immer bloß bis 2L, oder 2L, geht. 
Unter derfelben Vorausſetzung iſt alfo | 
2n—1 2n 2n—1 2n—i 2n—1 an—1 
= el 4Ln — En-2 + Ln—s — Ln-6 +... 


Tür ein gerades n beftcht diefe Reihe nur aus In, für ein uns 
gerades nur aus 4(n+1) Gliedern, welches ein Vorzug ders 
felben vor dem immer aus nm Öliedern beftehenden in (9.) bes 
wiefenen Laplaceſchen Ausdruck iſt. 


11. In dem Artikel Umkehrung der Reihen (22.) iſt durch 
Umkehrung der Reihe 
Arctngx= x — 4x! IX — a’... | 
ein independenter combinatorifcher Ausdruck. der Bernoullifchen 
Zahlen gefunden worden, welchen wir bier nicht wiederholen. 
Durch Umkehrung anderer Reihen fann man andere Ähnliche 
Ausdrücke erhalten, worüber H. U Rothes Abhandlung: 
Relationen der Localausdrüde von Potenzen be- 
fonderermerfwürdiger Reihen nHindenburgs zweis 
ter Sammlung combinatorifh » analytifher Ab— 


bandlungen, Xeipzig. 1800. ©. 306. ff. nachgefehen wer  - 


den fann, 


12. - Den Thl. 1. S. 254. mitgetheilten erften zwölf Ber⸗ 
noullifchen Zahlen füge ich bier nocy die dreizehn folgenden bei. 
Von der achtzehnten an find diefe Zahlen von Rothe berechnet. 

©: a. a. D. ©. 336. und Allgem, Literaturzeitung. 
März 1817, No. 63. - 
2 en 
27 23749461029 
870 
2% 8615841276005 





14322 
31 7709321041217 
510 
a3 2577687858367 
en. — 
1 _ 26315271553053477373 
= 1N 
37 _ 2929993913841559 
— 6 
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1 _ 261082718496449122051 
— ——— — — —ñ — 


13530 
“4 _ 1520097643918070802691 
1806 
4} _ 27833269579301024235023 
— 555 ñ⸗ 


V _ 596451111598912163277961 


“4 __ 560940336899781 7686249127 
— Er — 


46410 
4? _ 4950572052410796482124775 


Die gemeinen Logarithmen der erflen ac 
Zahlen find nach Eytelweine höherer ! 
1824, I. ©, 488,: 


Br 0,221848746 — 
B- 0,5228787453 — 
logB = 0,37675070% — 
B = 0,5228787453 — 
logB = 0,8794260638 — 
logB = 0,4033154004 — 

logB = 0,0669467896 

logB = 0,8507783387 

logB = 1,7401350433 

logB = 2,7235576597 

‚ logB = 3,7918359878 

logB = 4,9374188514 

logB = 6,1539724516 

logB = 7,4361345055 

logB = 8,7792940212 

logB = 10,1794459554 

1ogB ="11,6330790754 

5 


logB = 13,1370898829 
Noch f. m. Eytelmwein Vergleihung der Di 
mit den Bernoullifchen Zahlen. Abhandlungeı 
Berliner Afademie, 1816—17, Berl, 1819. « 
bisch Observationes analyticae. Lips. 1: 
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Berührung. Diefer Artikel ift beftimmt, im Zufammen« 
nge eine allgemeine. Theorie per Berühruing der Curven von 
ıfacher und doppelter Kruͤmmmg und der frummen Flaͤchen zu 
— ß wie fie in dieſem Worterbuche noch nirgends gegeben 
orden iſt. 8 — 


J. Curven von einfacher Kruͤmmung. 
1. Seyen 
f(x,y)=0,f(X,y)=0 | 
e Gleichungen zweier auf daffelbe Coordinatenfyftem bezogener 
urven in einer Ebene, Wir wollen fegen, daß diefelben vie 


unfte 
(x, y) und (x, y’) 
i£ einander gemein haben; fo ift 
ia Bei, yay, 
eraͤndert fih nun x oder x um die belichige Größe 4, fo 


nd die Veränderungen von y und y nad) dem Zaylorfchen 
ehrſatze 


NA, 2,0 a, 
= Ttrmiatmeraste 


_yAa,dyn, Oy 2 | 

| Ay X 
die der Abfeiffe x + I=x + FL entſprechenden Ordinaten der 
eiden Eurven find 

Ä | ytrayuny +4. 
er Unterfchied diefer beiden Drdinaten, welchen wir durch D- 
ezeichnen wollen, ift = 4y— Ay. Alfo nad) dem Dbigen 
_kdy 9Ayıd 0? o:y’] 4? 
Dr a + 3-5 jr 

Se kleiner 4 wird, defto Fleiner wird D. Zugleich fällt aber 
uch fogleich in die Augen, daß, einerlei Grade der Kleinheit von 
7 vorausgefegt, die Größe D defto fleiner feyn wird, je mehr 
Slieder der obigen Reihe, für eine befondere Beſchaffenheit der 
n Rede ftehenden Curven, vom Anfange an verfchwinden. Man 
ieht alfo, daß die beiden Eurven in der Nähe des Punfteg 
| (x, y)=(x,y) 
id) gewiffermaßen deſto inniger an einander anfchließen, je mehr 
Hlieder der obigen Reihe, in Bezug auf die befondere Befchaffen- 
yeit-der beiden Eurven, vom Unfange an verfchwinden. Dies 
at auf den folgenden wichtigen allgemeinen Begriff geführt: 

Man fagt, daß für zivei durch die Gleichungen 

fx,y)=0,f(r,y)=0 
harafterifirte Eurven in einer Ebene in dem Punkte 
(x,y)=(x,Yy) 
Supplem, zu Klügeld Wörterb, I. | 5 


n ⸗ 


82. ec Berührung. 
eine Berührung oder ein Contact der nten Drbnung Statt findet, 
wenn Fr den u Rede ſtehenden Punkt 


— 9 0° 0° On On 
u, = ern = 7 s —2 = Fr 
iſt. De —— 
(x,y)=(x,yY) 


heißt der Berührungspunft. | 
Nach diefem allgemeinen Begriffe wollen wir nun zu einer 

nähern Betrachtung der Berührungen erfter und jweiter Ordnung 
übergehen, weil diefelben für die ganze Mathematif ı von der 
größten Wichtigkeit find. 

2. Wenn zwifchen den durch die Gleichungen 

i(x,y)=0, f(X,y)=o 
charakteriſirten Curven in dem Punkte 
(x, y)= =(X,y) 

eine Berührung erfter Ordnung — — ſo iſt 


x x, 72 75 —* -%. 
Man denke ſich jet eine drikte durch die Gleichung 
P(X",y)=0 
charafterifirte beliebige Curve n derfelben Ebene, twelche durch 


den Punkt — 
x, = X, 
geht, fo daß alfo u 
| (x,y)= (,y)=(*”,y”); 
aber. nicht 


| / A=-% = =, -% 
iſt. Setzt man den Unterſchied Eu, den Ordinaten der beis 
den durdy die Gleichungen 


f(x,y)=0, f’(x”,y)=0 
charafterifirten Curven, welche den Abſciſſen 
xı- 1=x:" +4 
—— D'; = ift ganz wie oben 
I _ 0? y, 
—** 7 u - den 12 tr 


| und * der Be nicht 
9 
| Weil aber 


ift; fo ift nach (1.) 
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My Ayıa , (Oy Ayı 4⸗— — 
————— — ———— 
und aus der Vergleichung der beiden Ausdruͤcke von D und D' 
geht augenblicklich hervor, daß man 7 rückfichtlich feines abfo- 
Iuten Werthes immer fo flein nehmen Tann, daß, ebenfalls in 
Dezug auf die abfoluten Derthe en 
> 


if. Man fieht alfo, daß, wenn zwifchen zwei beliebigen Curven 
in einer Ebene eine Berührung der erften Ordnung Statt findet, 
in derfelben Ebene durd) den Berührungspunft feine dritte Curve 
gezogen werden kann, welche in. der Nähe des Beruͤhrungspunktes 
zwiſchen den beiden gegebenen Curven liegt, und ſich alfo am die 
eine oder die andere derfelben näher anſchließt, als diefe beiden 
Eurven fid) felbft au einander anfchließen. Daß. Daffelbe auch 
für Berährungen höherer Grade Statt findet, erhellet leicht, und 
kann auf ganz Ähnliche Art bemwiefen werden. —— 

3. Sey nun die Gleichung 

| f(x,y)=0 | 
einer Curve von einfacher Krümmung gegeben, und. man fuche 
die Gleihung der geraden Linie in derfelben Ebene, welche mit 
der gegebenen Eurve in dem Punfte (x, y) eine Berührung der 
erftien Ordnung bat. 

Die Gleichung der gefuchten geraden Linie fey 


’ y=AY+B. 
Die Bedingungen eines Contacts der erfien Ordnung find 
R . B 9 
J en,y=y, 4-8. 
lgli | 
30 glich y=Ax-+B, | 


und demnach durd) Subtraction von der obigen allgemeinen 
Gleichung der gefuchten berührenden Geraden 


y-y=AlX—-x). 
Ferner ift | 
a _, oy_ 
| et 
Alſo ift 


y-y,= 

die geſuchte Gleichung der Beruͤhrenden. Der Differentialquotient 

wird aus der gegebenen Gleichung f(x, y) — O gefunden, und 
x, y find die Coordinaten des Berührungspunftes. | 

4. Will man die Abfeiffe des Durchfchnittspunftes der be⸗ 

ruͤhrenden Geraden mit der Abfeiffenare haben; fo muß man in 

obiger Gleichung y—= 0 ſetzen. Dies giebt fogleic) 
x=x—y I . 


er 
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Nimmt man den Fußpunkt der Ordinate des Berührungspunf« 
tes als Anfang der Abfeiffen an; fo-ift nach dem Artifel Coor- 
- dinate (4) i. d. 3. die Abfeifle des in Rede ſtehenden Durd)- 

fehnittspunftes gleich . MN 
, x 


⁊ —x — — 
J 


Nimmt man dagegen den in Rede ſtehenden Durchſchnittspunkt 
ſelbſt als Axe der Abſciſſen an; ſo iſt die Abſciſſe des Fußpunktes 
| — — des Beruͤhrungspunktes nad) dem angeführten Arti— 
el gleich. J 


, _ yOx 

xx — * 
Im Allgemeinen nennt man gewoͤhnlich den Abſtand des Fuß— 
punktes der Ordinate des Beruͤhrungspunktes und des Durch— 


ſchnuittspunktes der beruͤhrenden Geraden mit der Abſciſſenaxe die 
Subtangente, und ſetzt gemeiniglich 


_ yOx 
Subtangente a 


fo. daß man alfo nach dem Vorhergehenden unter der Subtan— 
ente eigentlich die Abſciſſe des Fußpunftes der Drdinate des 
Berührungspunftes, in Bezug auf den Durchfchnittspunft der 
berührenden Geraden mit der Are der Abfeiffen als Anfang’ der 
Eoordinaten, verfteht. Betrachtete man „dagegen die Subtan= - 
gente als Abfeifle des Durchfchnittspunftes der berührenden Ge— 
vaden mit der Abfciffenare, in Bezug auf den Fußpunkt der . 
Drdinate des Berührungspunftes als Anfang der Abfeiffen, fo 
müßte man N 
| ——— 
Subtangente = — * 


ſetzen. Waͤre das Erſte nicht ſchon allgemein eingeführt, fo 
wuͤrde fi) der Verfaſſer diefer Zufäge, aus Leicht begreiflichen 
Gründen, für das Letztere erklären,  Feden Kalle find aber 
die"wenigen obigen Bemerkungen völlig hinreichend, die don 
dem fonft vielfach verdienten v, Buffe in der Schrift: For- 
mulae linearum a ankee un ac Subnormalium explica- 
tae a F. T. Busse. Lips. 1798. und in einigen neuern 
Schriften (namentlid) Formulae radii osculatoris, quoad va- 
lores earum positivos ac negativos diligentius explicatae. 
Dresd. 1825.) erhobenen Zweifel zu widerlegen und in ihr wah— 
res Licht zu feßen. Zu 

5. Dezeichnet man den von der berührenden Geraden mit 
der Are der x eingefchloffenen Winfel durd) @, indem man diefe 
Winkel von der Seite der pofitiven x nad) der Seite der poſi— 
tiven y bin nimmt; fo ergiebt ſich aus befannten Saͤtzen von 
der geraden Linie augenbliclicy die Gleichung | 


tangy => (3.) » 


Berührung. 85 


6. Denft man ſich durch den Beruͤhrungspunkt auf bie 
berührende gerade Linie ein Perpendifel errichtet; fo heißt diefes 
Perpendifel die. Normale der gegebenen Curve, Für zwei auf 
‚einander fenfrechte gerade Linien 


y=zAkx+Bwuwby=Ax+PB 
findet befanntlich immer die Gleichung 
; | 14.A44 2 0 
| Aarx 4 B | 
die Gleichung der Normale; fo ift, weil nad) (3.) 
y-y- xx) 
die Gleichung der Beruͤhrenden iſt, 


+12 =0,1=— 5. 
Da die Normale durdy den Berührungspunft geht, fo ift 
y=Ax-+B, 


woraus mittelft Subtraction augenblicklich 
| y—-y-AlX—x); 
alfo, wenn man für A den gefundenen Ausdruck feßt, 


; OR; ; 
y-y=-=-_ 56 —x) 
die Gleihung der Normale, 


Will man den Durchfchnittspunft der Normale mit der Are 
der x finden, fo muß man in diefer Gleihung y=O fegen. 
Dadurch erhält man auf der Stelle 


# Oy " 

xex-+ty * 
Nimmt man den Fußpunkt der Ordinate des Beruͤhrungspunktes 
als Anfang der Abſciſſen an; ſo iſt die Abſciſſe des Durch— 


ſchnittspunktes der Normale mit der Abſciſſenare nad) dem Ar⸗ 
tifel Eoordinate (4) u d. 3. gleich 


Diefe Größe heißt die Subnormale der gegebenen Curve, 
Gemeiniglid) verfieht man überhaupt unter der Subnormale den 
Abſtand des Fußpunftes der Ordinate des Berührungspunftee 
und des Durchfchnittspunftes der Normale mit der Abfciffenare 
von einander, Die nähere Beftimmung diefes Ausdruds ergiebt 
ch nun aber aus dem Obigen unmittelbar. Würde der Durd)- 

fhnittspunft der Normale mit der Are der Abſciſſen als Anfang 
derfelben angenommen; fo würde man, auf ähnliche Art wie oben . 
bei der Subtangente, 2 | 
yoy 


Subnormale = — — 
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erhalten, indem num die Subnormale die Abfeiffe des Fußpunktes 
der Ordinate in Bezug auf den angenommenen Anfangspunkt 
waͤre. Hieraus ſieht man auch, daß, weil man gewoͤhnlich 


Ox 
t = ) 
Subtangente * 
_ yoy 
Subnormale = ze 
feßt, diefe Linien eigentlich nicht von einerlei Anfangspunfte aus 


genommen werden, nnd daß es daher auch in diefer Beziehung 
beffer und natürlicher wäre, 


Gubtangente = — a ’ 
Subnormale = * 


zu ſetzen, indem dann die Subtangente und Subnormale die 
Abſciſſen der Durchſchnittspunkte der Beruͤhrenden und der Nor- 
male mit der Are der Abfeiffen find, wenn man den Fußpunkt 
der Ordinate des Berührungspunftes ald Anfang der Abſciſſen 
annimmt, 


. Fragt man nad) der Länge des zwifchen dem Beruͤhrungs— 
punkte und ihrem Durdyfchnittspunfte mit der Are der Abſciſſen 
liegenden Stuͤcks der Normale; fo fällt ſogleich in die Augen, 
daß, unter diefer Vorausſetzung, | 

Rormale = y r: + ( ji ) | 
iſt. Eben ſo ift, in Bezug auf das zwiſchen dem: Beruͤhrungs— 
punfte und ihrem Durchfchnittspunfte mit der Abfeiffenare lies 
gende Stuͤck der Berührenden oder Tangente, offenbar 

Ox 2 

Zangente = y r: + (5) . 

7. Da e8 und in diefem Artikel bauptfächlich nur um die 
allgemeinen Formeln zu thun ift; fo mag für die — der 
gefundenen Formeln die Ellipſe als einziges Beiſpiel genügen. 
Sind a, b die große und kleine Halbare einer Ellipſe; fo iſt 
ihre einfachfte Gleichung befanntlic) 


—— 


Durch Differentiation ergiebt ſich 


Alſo ſind die Gleichungen der Beruͤhrenden und der Normale 
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ya-aa-n, F 


oy-y= an, 
oder, weil immer 
a?y? + b?x? = a?b? 

ift, die Gleichung der Berührenden aud) 

a?yy’ 4 b?xx = a?b?, 
oder 
XX Y — 
—— 


Fuͤr einen Kreis, deſſen Halbmeſſer = r if, iſt a — b 13 


alſo | 
| x’ yy=r? 
die Gleichung der Berührenden, und i 
| yzxry 


die Gleichung der Normale, welche folglich immer durd) den 
Anfang der Coordinaten, d. i. durch den Mittelpunkt des Kreifes 
geht, oder ein Halbmeffer deffelben iſt. 


-8, Die allgemeinen Gleichungen der Berührenden und der 
Normale laffen ſich leicht noch auf einen andern Ausdruck brin- 
gen, welcher in vielen Fällen in der Anwendung vorzuͤglich bes 
uem iſt. Geben wir nämlich die Sunction f(x, y9) *— S; 
vi | 

ſt s=0 \ 
die Gleichung der gegebenen Curve. Differentiirt man diefe Glei- 
chung, fo erhält man die Gleichung 

08 ,0S dy _y 
“rtymmIo 
wo ER | 
08 N 08 
dx un öy 


bekanntlich partielle Differentiale der Function S find. Aug bie- 
fer Gleichung ergiebt fi) 


B=-7: 
öy 


Folglich find nad) (3.) und (6,) die Gleichungen der Berühren 
den und der Normale refpective: 


X-2)% + v-n5 =0, 
ang — vn =0. 


Auch. durch ihre Symmetrie empfehlen ſich diefe beiden Gleichun⸗ 
gen fehr. | | 


753 
. 
. 
_ 
. 


.r 


‘9. Soll man an die burch die Gleichung 
fz,y)=5=0 


— re ae welche zualeic 

gegebenen Punft (a, b) gebt; fo muß man die Coe 

ydes Berührungspunftes durch Elimination aus den Gle 
em 0, (a-.1)$ — —— 2 0 

beſtimmen. 

Soll man an die Eurve eine Ber 

weldye mit einer Air die Gleihung — 

Erle 


gegebenen geraden Linie parallel ift; fo iſt, weil 


P7 * u . * 
a} 
Pam a J 


—— — 


die allgemeine Glei der Beruͤhrenden iſt, ma 
Elementarſaͤtzen der pn Heifihen — ae 





as 
b_ % 
a. 9° 
8 
d. i. 
08 08 
a — 25 =0. 
Aus diefer Gleichung, verbunden mit der Gleichung 
8s=0, 
müffen die Coordinaten x, y des Berührungspunftes E 
werden, 


Soll man eine gerade Linie ziehen, weldye zwei durch 
Gleichungen r RR 


— 
Wa 


4 


nr 
Auf 
(aM 
Hr 
217 
— 
— 
F 
Fr 
i* 


— s=0,°=0, 
oder 

f(x,y)J=0, f(X,Y)=0 
gegebene Eurven zugleich berührt; fo feyen (x, y) und (X, 
die beiden Beruͤhrungspunkte. Man hat alfo folgende zwi 
Gleichungen der gefuchten Berührenden nach) dem Obigen: 


tin =0, 
E94 -nE=o. 


Da nun diefe beiden Gleichungen, welche ſich Leicht - 
Formen 
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os a8 38 ü 
LE, ar 
rer 
| öy . 
Rt 
—— * ——— 
X 0X 
bringen laſſen, ein und ge geraden Finie — ; fo iſt 
o8s8 08 08 


__% tr. ty 
BT Tee 


| 5 Or 9 X 
oder 
\ os 08 es 0 
KK _y_ at 


Ans diefen beiden Gleichungen, verbunden mit den Gleichungen 
s=0,89 0, 

müffen die Eoordinaten x, y und X, Y der Berührungspunfte 

beſtimmt werden. \ 

10. Gehen wir num ferner zu der Beſtimmung eines Freie 

ſes über, welcher mit der durch die Gleichung 
f(x,y)=5S=0 

gegebenen Curve in dem Punfte (x, y) eine Berührung erfter 

Ordnung hat. Iſt E der Halbmeffer diefes Kreifes; fo. ifl, 

wenn a, ß die Coordinaten feines Mittelpunftes bezeichnen, 

(a)? + (Y—-P)’=eR 
die Gleichung. deffelben. Man muß nun a; ß, E zu beftimmen 


uchen. Aus vorfichender Gleichung ergiebt fich nn ee 
rentiation augenblicklich 


4 — — — — — ——— 


Im Beruͤhrungspunkte iſt nach (2.) 


ä. 
Alſo | 
oy x—a 
x. y—ß 


Ferner ift Pr 


(x— 0)? md mo. 
Alſo x—e) H(y-P)’=e 


% 


— 


ae Bat) 
Bade.) Bel E- JE 


woraus leicht : 
———— — u 
GommucH) 
ay 
’ 8 


Hierdurch find alfo die Coordinaten a, 6 des Mittelpunkts des 
gefuchten Kreifes_beftimmt, wenn g gegeben ift. Zur Beſtim⸗ 
‚mung der drei Größen @, 6, 0 reichen aber die obigen Bedin- 
‚gungen nicht hin, woraus man fieht, daß die Aufgabe, einen 
Kreis zu befchreiben, welcher in dem gegebenen Punkte (x, y) 
mit einer gegebenen Curve eine Berührung erfter Ordnung hat, 
eine unbeftimmte Aufgabe ift, indem ge willführlicd angenommen 
werden fann, Weil nach dem Obigen F 


) 30, 
oder 


85 — —X 


iſt; ſo folgt aus (6.), daß die Normale der gegebenen Curve 
in dem gegebenen Punkte (x, y) der geometriſche Ort der Mit 
‚telpunfte allee Kreife ift, welche in diefem Punkte mit der gegt- 
been Eurve eine Berührung erfter Ordnung haben. 

Wegen der Undeftimmtheit der fo eben behandelten Aufgabe 
wollen wir nun den Kreis zu beftimmen fuchen, welcher mit 
einer gegebenen Eurve in einem gegebenen Punkte eine Berührung 
jiveiter Ordnung hat, weil nady dem Dbigen in dieſem Falle 


noch die Erfüllung einer neuen Bedingung erfordert, die Beſtim⸗ 


mung des dritten der drei Elemente a, P, e alfo offenbar moͤg⸗ 
lich ſeyn wird. 
11. Im Falle einer Berührung zweiter Ordnung iſt naͤm⸗ 
lich, wenn wieder 

(x -) 460-4 =e 
die Gleichung des geſuchten Kreiſes iſt, 


⸗ 952 
any —. STH. 
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Differentiirt man nun die obige Gleichung zwei Re; fd er⸗ 
hät t man 

"—cH+t v-D% =D, 
4 (2) Hrn. 
Alſo nad dem Dbigen 
x-64 —ED = 


| 1+(2) Hu-n=. 


Folglich | 
1+ 

z-ı —- — 42— (=) 

* 
——— 0. 
— ung Be 

oder - a 5 
. be@lk „_..+@ 
7 —=y — 


wodurch die Coordinaten des Mittelpunktes des geſuchten Kreiſes 


vollſtaͤndig und ohne alle Zweideutigkeit beſtimmt ſind. Daß die 
Differentialquotienten 


immer aus der Gleichung 
f(x; y)= =$S=0 

beſtimmt werden muͤſſen, verfteht ſich nach dem Obigen von ſelbſt. 

Es iſt nun bloß noch übrig E zu beſtimmen. 

Zu dem Ende hat man 

(x—0)? 4 ( - 4) 2 e* 

Folglich, wenn man die gefundenen Ausprüde von x — a und 
y—ß in diefe Gleichung feßt: 


et 


* 
Durch 


— 
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+, ed 
=x ” — — 4 — — —— — 


4* 
X Ox3 ox? 
oder, wenn man der Kürze wegen 
ñy O?y’ 
* = P5 * =Pp 
fest, ; 
mr Er, p=y+ u, = 


ift Lage und Größe des gefuchten Kreifes vollſtaͤndig beftimmt. 
Man nennt‘ diefen Kreis, welcher mit der gegebenen Curve in 
dem Punkte (x, y) eine Krümmung ziveiter Ordnung bat, den 
Kruͤmmungskreis der Curve in diefem Punkte, und feinen 
Nadius den Krüämmungshalbmeffer. Der Grund diefer 
Denennungen wird leicht erhellen. Weil nämlich) der in Rede 
ftehende Kreis in dem Punkte (x, y) ſich fehr eng an die Curve 
anfchließt, fo fann man fich offenbar durch diefen Kreis ihre 
Krümmung in dem Punkte (x, y) dargeftelle denfen. Durd) 
die oben gefundenen Ausdrücke der Coordinaten des Mittelpunfts 
des Krümmungsfreifes ift die Lage deffelben vollftändig.beftimmt, fo 
daß es alfo nicht nöthig ift, mie dies fonft wohl geſchieht, eine be- 
fondere Beftimmung wegen des Vorzeichens des Kruͤmmungshalb⸗ 
meſſers zu geben, indem es bloß auf die abfolute Größe deffelben an= 
fommt, wenn man nur die Sage des Mittelpunftes des Krüms 
mungsfreifeg, wie dies bier der Fall ift, völlig genau kennt. 
Gewöhnlich‘ fegt man . 


„_1@T __ um 
X 


p 
— 
wovon der Grund folgender if, Man iſt nämlich übereingefom- 
men, den Kruͤmmungshalbmeſſer in einem Punkte, deſſen Drdi- 
nate pofitiv, und in deffen Nähe die Eurve gegen die Abfeiflen- 
are concav ift, als pofitiv zu betrachten. In. diefem Falle if 
aber, wie in dem Artifel Concav und Conver (10.) gezeigt 


2 
worden iſt, 75 negativ. Damit nun E poſitiv werde, ſchreibt 


‘man der: Formel dag negative Zeichen vor. Jedoch ſcheint dies 


eine überflüffige, allgemeine Rechnungen nur erſchwerende Weitz 
fäufigfeit zu feyn, weshalb wir in diefem Artifel, darin mehrern 
neuern, el m Schriftitellern folgend, der allgemei⸗ 
nen Formel für e ihre —5 gelaſſen haben, welches darauf 
hinaus kommt, daß nun der Kffitmmungshalbmefler in einem Punfte, 
deffen Ordinatepofitiv, und in deffen Nähe die Curve gegen die Ab— 
feiffenare concav if, ſich negativ ergiebt, welches, wie es und 
ſcheint, fein Uebelſtand ift, da es ja überhaupt, wie wir ſchon 
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oben bemerkt haben, bloß eigentlich auf die abſolute Größe des 
Krümmungshalbmeilers anfommt Man fann den gefundenen 
Formeln, namentlic der Formel für den Kruͤmmuugshalbmeſſer, 
verfchiedene Geftalten geben, von denen wir jeßt die wichtigiten 
durchgehen wollen. 
12, Differentiirt man die Gleihung 

fx, y)=s5s=0 

zwei Mal nad) einander; fo erhält man: 


0S 08 
Aue 
025 „0?8 f 
za tr 2 + Pm tr 36. 
Alſo 
08 028 ae, „08 08 025 -028 Z0S\? 
A ati. 
ish; 30 — an ur 
. (5 


öy 
und bieraus-mittelft (11.) leicht: 


ET 


25 






am x 





= - tree 

SOON 
(5) Rt 
Ik + A 


g 5 08 2» 
(5) - 2 oy' nt (5) 
oder auch, da es nur auf den abfoluten u von e anfommt, 


bloß 
08 98 
=) + (7) > 
— — S 08 Bee) 
Ox2' 25 dy' 57T oy?' 

Bor andern — Formeln empfehlen 9 dieſe Ausdruͤcke 
ſehr durch ihre Symmetrie, und ſind auch haͤufig in der An—⸗ 
wendung befonders bequem. 


13. Im Vorhergehenden it überall 3x als conftant be- 
fracytet worden. Sind aber x und y beide vom einer beliebigen 
neuen veränderlichen Größe abhängig; fo muß man, indem fid) 
nun alle Differentiale von x und y auf diefe neue BRUNDERLIHE 

Größe beziehen, m 


a2 


h=7- 





2 >» 


\ 
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i ST und EI 


in obigen Formeln überall refpective 
ey. O:y. Ay 0% 
| ee 
fegen, wie in dem Artifel Veränderung der unabhaͤngi— 


gen veränderlihen Größe (1.) ausführlich gezeigt worden ’ 
ifte Dadurch erhält man aus (11.) 9 


ER (0x? +dy?) 0x 
6 — y + x 2y — y 2x ’ 


_ (x Hay 
— Oxd?y — — 2* 
wo ſich nun, wie ſchon erinnert, alle Differentiale von x und 
y auf eine neue beliebige veraͤnderliche Größe beziehen, deren 
- Differential als conftant zu betrachten ifk. Bezeichnen wir den 
dem Punkte (x, y) als feinem Endpunfte entfprechenden Bogen 
der gegebenen Curve durch 8; fo ift befanntlich 


082 = Ox? + Oy?. 
Alfo ’ 
az x — —— 
— 
— Os? Ox 
aytany— de 
\ e= 053 " 
 Oxdry — Oydiz' 
Meil | — 
6xoõꝛ2y — OyO? 2. No > 
xo?y oy x õx (2) 9.2(7), 
it; fo Fann man die vorhergehenden Gleichungen au “ 
gende Art ausdrücen: . — 


e=mx— — 
öx.2() 


Os? 
str ——— 
% x.a( 5 
‚083 


’ 


oder 
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— er ds? 
Öl) 


0s? dx 


P=ay— —— ⸗ 
ö7:.0(5.) 
Os 
A — . 1 
07°.0(7,) 


Ferner folgt aus | 
| Os? = 0x? + 6y 
augenblicklich 
Alſo 

90.2(5) dir Arie 


08? hꝛx - dx? õrx — Ixdy0? 
| os 

5 (õx ñ2y yo?) . 
Era "ai 


05023 = Oxö?x + Oyd’y 


* 6) 6s õ2y — õy õ⸗ 


= — — —— — Oy?20?y 


_ x (ox õꝛy — —* 
RT 


Os? — — Öx j 
I ‘© (5) 
Folglichh | 
a ya, = 
.0(5) 3) 
er ___@xdy — Fr = Ox . 
.() a3(2) 2 


Endlich ift auch 
öx? 2(3) = = Ox02s — Osd?x 
_ Ox?d?x + Oxdyd?y — ds?’ d?x 
Zu ös 


Ber öyldxd?y — OyOA?x) 
ne er 
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* 6)* = 6y0ꝛs — õs oꝛy 
Gõöõy õrx + oyꝰ oõꝛy — Be; 
= 


_ Öx(dxd?y — Oyd’x) ’ 
* 
Folglich 
ösdy? 


Beat 7763 Maar r77 3 a 


oder 
er us AI gm 
9r.2(5) ö7:.2(5) 


Fur polare Eoordinaten hat man, n 
der ———— Coordinaten als Pol angenoı 
ſogleich erhellet, 

x 008g, yz rsing - 
p und r find die polaren Koordinaten, und r 
den Radius: vector. Alfo 
Ox = cos põr — rsinpdp, öy = singör + 


ey _ _ sinpör + regspdp _ IR” 
x cospdr — rsinygop — 





rsinp - 


Hieraus folgt ferner 
O?r 
| D u 


Ieeing—cos st" 


% + 2(5) 
Et a re 


|rsin p— co: 


1+ & ’ we > 
r 
|, 


Folglich 





a =zr 


ser 


Hier ift Op ald conftant "betrachtet worden, 
Sal feyn, fo muß man nach (13,) für 


refpective 


feßen,, w 


oder 
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Fr m) Iremnsunde] 
2? + (7) 15 = 
ker Hlwr-mu] 


r? + (7) 15 


eos — 


sing — 


dp "dp 


or und o’r 
72 0y? 


odurch man erhält: 
(Or? + r? 09?)* 
— 0 + 2 — rg + rer 
IE CE 2:27) 20 
2209: + ir dp + vr) 
(Or? + 12092)? 
r? 09°? + 2ör? dp — r0y2 (5 y 


— — 


Auch erhellet leicht, daß 


iſt. Alſo iſt 


Os? = 0x? + oõyꝛ = dr? r r? 09? 


03 


[2 — — EEE EEE FEN i 
7209° + 200209 + zör2.0 (SE) 


a 
683 


r209? + 201? dp — r0p?. (5) 
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Sol dies nicht der 


Noch einfacher ge man diefe Formeln auf folgende Art aus- 


druͤcken. 
r25 
= = (dr 


= 0s? 


Es ift nämlich 

p + Yrröp — rö’r'p + rord2p , 

2 +. r20p?)Op + rörd?p + Or? ep — 10? Op 
” + rrOIp? )Op — (rip — Or?op — — 


dp + 92.0 ÄE) = rip rögr. (5 


- Supplem, zu Kluͤgels Woͤrterb. Is G 
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m zu = | —— 
Os? ꝙ4 orꝰ .õ (659) 08? Op —r? Op? .O (=) 
Auch ift | 
ds 02: = Ord?r + r?dyd?p ++ rOröy? . 
Alſo 


dr? (4) = — dr dis — õs dꝛr 
_ er + dr dp a ror dp — Or 
_ dr + Far ög? — 72 der dp? 
_ op Ar dp — iee rör ip 


os orꝛ. ¶ > 
— = Or? dp — rö?rdp + rörd’p » 


a q 
olgli 
Folglich * | 
N mo nn 3 
ösör?, (7) 
vi Rail Air um 
. % 
r0s? Op 


— — BT N . 
rõs õꝙ + Or. (z) 


Hei der Entwickelung von o nad) diefer Formel braucht man 9° 
nicht zu kennen. Auf ganz ähnliche Art ift 


0 0(5) = 0s0?r — Or ö?s 


_ _ rIpldr? dp — rötrdp + rör 0?p} 
— Me ; 
ds. (& 5)53. | 


“— — * = Ir? dp — rö?rdp + rör d?p 
Solglich 
Os? 
e— — en » 
3 ae 
| ddp — — (5) 
op 
rõs õꝙ 
— u 
109° —0s.0(7.) 

Ferner iſt —— 
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— 3 = Adlrög) — röpdrs 

Gõss d(rdp) — rörd?rdp — r?dp? A? — r2dr dp? 

— nz Zune rn rn Bu Dep in 
Os? Ordp + rör?d?p — rer dtrdp — r2dr dp? 


08 


_Ordp + rdr?d?p — rärd?rdp 
— ur ee 


80.9 (20P) = 
=: Op — rd!röp + rörd’p 


Alfo 
— 083 
08.0 a 
or + — 
d. i. 
vs en Osdr 
— Fe 
dr öp + 05.0 (2) 


Endlich ift auch 
a Os ee roꝙ 
r 09.25) = — 0 2) 
__ Irtdp + rör?d?p — rörd’rdp 
ee ee —— 


r20s0p?. 0 
— — * = öõrꝛ õꝙ — FOR + rörd?p 


" FT 
o 
fi i a Os? 
BR Er 
r20s dp: .0 
Ös? — — —— 
d. i | j 
— Ös? Or 
4 — PETE ee N} = 





a or õꝙ — r20p?. nn 
Wir wollen die letzten ſechs Ausdrüde für den Kruͤmmungshalb⸗ 
meffer bier noch ein Mal jufammenftellen. Es war 


e = — — — 
Os? dp + Or? .O (5%) 


ös® 
——— 
õs⸗ õ⸗ -r2002. o 
— 
"da rar. ) 
| 2 
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a rd? 8.0(5) 
— Or | 
dr dp +0s.0(F) 
— Os? Or — 
= — EEE FETTE 7; 735 . 
Gs oõr õꝙ — r?dp? .d =) 


Diefe Formeln find von Le Barbier in den Annales de Ma- 
them. T. XXI. 1831. p. 31. zuerft, aber nicht rein analytifc), 
ſondern durch geometriſche Betrachtungen mittelft des Unendlich“ 
Kleinen bewieſen worden, Hier find diefelben durch ganz allge- 
meine Rechnungen gefunden worden. | 


15. Es iſt in diefem Artikel niche unfere Abficht, die im 
Vorhergehenden entwickelten Formeln auf viele fpecielle Fälle an⸗ 
zuwenden. Jedoch wollen wir bier, um zu zeigen, wie be= 
quem nicht felten der Gebraud) der complicirt fcheinenden Formeln 
in (8.) und (12.) ift, noch die Berührende und die Lage und 
Größe des Krümmungsfreifes der Kegelfchnitte oder der Linien 
der zweiten Ordnung mittelit jener Sormeln beftimmen, Die 
allgemeine Gleihung der Linien der zweiten Ordnung ift 

Ax® + By? + 20xy + 2Dx -F2Ey+F=0; 





folglich | 
S = Ax? 4 By? + 2Cxy + 2Dx 4 Ey + F. 
—— os 
| * =2(ä24Cy-+D), „, = 2(By+ix+E); 
025 _ 02 02S | 


x: = 2A, — 5 = 2B 
Folglich ſind nach (8.) die Gleichungen der Beruͤhrenden und der 
Normale jeder Linie der zweiten Ordnung: 
(Ax+Cy+D)(X —x) + (Bytox+E)(y—y)=0 
(By+Cx+E)(X—x) — (Ax+Cy+D)(y—y)=0. 
Die Gleichung der Berührenden wird nach leichter Rechnung 
(Ax+Cy+D)x + — us 
— Ax? — By? — 2Cxy — Di —Eyl 775 
und folglich, wenn man die Gleichung 
Ax? + By? + 2Cxy + 2Dx + 2Ey- F=0 , 
addirt: 

(Ax+Cy+D)x + (By+Cx+E)y +(Dr+Ey+F)=0. 
Sir die Coordinaten des Mittelpunfts des Krümmungsfreifes 
und für den Krümmungshalbmeffer erhält man aus (12,), wenn 
man für leßtern den unter pofitiver Form dargeftellten Ausdruc 
a. a. D. nimmt; 
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— (Ax+Cy-+D)f(Ax+Cy+D)?+H{By+Cx+E)?} | | 
sa A(By+Cx+E) °—2C(Ax+Cy+D)By+OX+E)+B(Axr+Cy+D ? 
B=y (By+Cx+E)f(Ax+Cy+ DV)? +(By+Cx+E)?} 


7 TÄQByFCx+E)?—2ClAaxFCyFD) (ByFoxtE »BASHCYFON 


= }Ax+Cy+DV?-+(By-+Ox-+E)? 1? 
° 
Den gemeinſchaftlichen Nenner dieſer Ausdruͤcke bringt man leicht 
auf die Form 
AE? + BD? — 2CDE 
— (C?—AB)(Ax?+ By? +2Cxy+2Dx-+-2Ey), 
oder, wie leicht erhellen wird J 


D(BD—CE) + E(AE—CD) + F(C2— AB) | 
— (C?—AB)(Ax? + By? 4 20xy + 2Dx-+2Ey-+F) ,“ 


d. i., weil der zweite Theil diefes Ausdrucks offenbar = 0 ift, 
D(BD—CE) + E(AE—CD) + F(C?—AB). 
Alfo ift 


— (Ax + Cy+DYf(Ax+ Oy+D)? +lBy-HOx+EI 
#7 TODIBD-CE)FE(AE-CD)+ FO? —AB) 


= _By+Cx+E)f(Ax+Cy+D)?+(By+Cx+E)?} 
IT TDIBD-CE)FE(AE—_CD)+F(G?—AB) — 


|OAx+Cy+D)? + (By+Cx+E)2]® 
D(BD-CE)+E(AE—-CD)+F(C?—AB) * 


16. Aus der ganzen im Vorhergehenden entwickelten Theorie 
erhellet augenblicklich, daß eine Curve mit einer beliebigen gege— 
benen Curve nicht einen Contact der nten Ordnung haben fann, 
wenn fie nicht mindeſtens n + 1 Gonftanten in ‚ihrer Gleihung 
enthält. Daher fann eine gerade Linie mit jeder andern Curve 
uur einen Contact der, erften, ein Kreis hoͤchſtens einen Contact 
der ziveiten Drdnung haben. Die Gleichung einer parabolifcjen 
Curve des dritten Grades (Thl. III. ©. 726.) ift 

yz=a+bx + cxX? +dr?. 
Eine ſolche Curve kann alfo mit jeder andern gegebenen Curve 
eine Berührung der dritten Ordnung haben, 

f(x,y)=0 

wieder „die Gleichung der gegeberten Curve, und 

y=a +bx + cx? + dx” 
die Gleichung einer Parabel des dritten Grades, welche mit der 
gegebenen Curve in dem Punkte (x, y) einen Contact der drit- 


— Ordnung haben fol; fo hat man zur Beſtimmung dieſer 
arabel 


e = 
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F =b+ Lex’ + 3dx’? 
+ = 2c+ 6dx’ 
O’y’ 


Nach (1.) it aber 


_ _,Y _%ı Ay Ay Oy 0 
a, ya mei em 
zu ſetzen. Alſo | 
.ı 8. 


— dx? 
= b + 2cx + 3dx 


* — 
Die Differentialquotienten ſind, wie immer, aus der gegebenen 
Gleichung 
f(x,y)=0 


zu entwickeln. Beſtimmt man nun a, b, ce, d aus ben- a 
vier Gleichungen; fo — man 


—E— + 1x? * —J 
3——34 3 

— —— 

44. 3 


rs ift die gefuchte Gleichung der cubifchen parabolifchen 
urve, welche mit der gegebenen Curve einen Contact der dritten 
Drdnung in dem Punkte (x, y) hat: 
x—x —X ‚% (x’ — 0?y , (X—x)} 0°y 
ed + 1235" 
Man fieht leide, wie FR — Betrachtungen allgemeiner ma⸗ 
chen laſſen. 


II. Curven von doppelter Kruͤmmung. 


17. Eine beliebige frumme Linie im Raume, d. h. im All 
gemeinen eine Curve von doppelter Krümmung it völlig beftimmt, 
wenn ihre ‚beiden Projectionen auf zwei der drei unter einander 
fenfrechten coordinirten Ebenen, z. B. auf den Ebenen. der xy 
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und xz gegeben find, weil die in Rede ftehende Curve jederzeit 
ats der Durchfchnitt der beiden über diefen Projectionen erricytes 
ten, auf den entfprechenden Coordinatenebenen ſenkrechten, Cylin- 
derflächen betrachtet werden fan. Seyen daher 
f(x,y)=0,F(x, :s)=0 
Die Gleichungen der Projectionen einer beliebigen Curve im Raume 
auf den Ebenen der xy und XZ, wodurch diefelbe alfo völlig bes 
ftimmt if. Eliminirt man aus diefen beiden Gleihungen x, fo 
erhält man eine Öleihung zwifchen y und z, welche, wie ſo— 
gleich erhellet, die Gleichung der Projection der gegebenen Eurve 
im Raume auf der dritten Coordinatenebene feyn wird. 
Wir betrachten num wieder zwei beliebige Curven im Kaume, 
deren Gleichungen 
f(x, y)=0,F(x,s)=0; 
| f(x,y) =0, FeX,s)0; 
feyn mögen. Sollen diefelben die Punkte 
(x, y, 2) und (x, y,z) 
mit einander gemein haben, fo muß 
x=r, y-y, ı=f 
ſeyn. Veraͤndert fid) nun mieder x oder x um bie belichige 


Größe I, fo find die entfprechenden Veränderungen von y,.z 
und y, 2: 


_yA,dy MR , Oy 
y=y TtrmrateTnaste" 
| Aa, de 
A=,T7 tra Tate r23 tr ..... 
* õy A Bay a ey 2 
‚_oy A ‚0° y 
= 57 tm 12T a5 1073 I 
or 2 
Ad=T7trmiatm Taste". 


Die der Abfeiffe 
x+.A=,{+41 
entfprechenden Coordinaten der beiden Eurven find 
y+A,.ırAduy+äöy,vt+4s. 
Ufo find, weil y= y‚z=z if, die Unterfchiede zwiſchen den 
einander entfprechenden Coordinaten in beiden Curven: 
D CAy — Ay,D’=4 - Al; 


d. i. 
10....X My ya 
D=)a-alrt I Air ? 


— 02 Or 4, \ er’) 4° 
= ia anti mat 


....+ 
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Hieraus ſchließt man nun wieder, da die beiden doppelt gekruͤmm⸗ 
ten Curven in der Nähe des Punktes (x, y,z)=(x,y,z) 
fid) öffenbar defto inniger an einander anfchließen werden, je ins 
niger fich ihre Projectionen in den Ebenen der xy und xz in 
der Nähe der Punkte (x, y) = (x, y) und (x, 2) = (x, z) 
an einander anfchließen, durdy ein ganz ähnliches Raifonnement 
wie in (1.), daß zwei durch die Gleichungen 
f(x, y)=0,F(x, 2)=0; 
fx,y)=0,F(x,2)=0 
beftimmte Eurven im Raume in dem Punfte 
(x, y,z2)=(x, y'; 2’) 
eine Berührung oder einen Contact der nten Ordnung haben, wenn 
dy dy dry O?y’ —J = O’y' j Ony 2. ony’ . 
OT RT rn a? 
1 _ 0 Or Oi Or Pr Oz | On’ 


Ta a a en ten 


ift, fo daß. alfo z. B. für einen Contact der erften Ordnung in 
dem Punkte 


\ 


(x, y‚,2)=(x, y,?) 
; : ‚, 0y _Oy das _ Or 
xı=X, =), 1ı=1, x Ar’ ne Ze 
für einen Contact der: zweiten Ordnung in demfelben Punkte 
dagegen 
= ‚s=xr,ymay,ım=r7; 
öoy Ay _ Ay 
%«  K’a ia?’ 
01 _ 07 Orz _ Or 
Öx Ox’ dx: — Ox® 
feyn muß. Mittelft diefer allgemeinen Gleichungen läßt fich die 
Theorie der Berührung oder Ogculation der Curven von doppelter 
Krümmung auf ganz ähnliche Weife durchführen, wie die Theorie 
der Berührung der Curven von einfacher Krümmung. 
15. Suchen wir demnach zuerft. die Gleichung einer geraden 
Linie zu beftimmen, welche mit der durch die Gleichungen 
f(x,y)=0,F(x,2)=0 
gegebenen Eurve im Naume in dem Punfte (x, y, z) einen 
Contact der eriten Drdnung bat. Da die Projectionen einer 
jeden geraden Linie im Naume auf den Ebenen der xy und xz 
offenbar ebenfalls gerade Linien find; fo find die Gleichungen 
der Projectionen der geſuchten geraden Linien 
| y=AX+B,!=A,+BP. 
Folglich) 


oy’ 07’ ; 
— — 


| 


| 
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und demnach r weil ein Contaet der erſten Er Statt 
finden foll, | 
‚ A= — 3 = — a: 
Aber auch 
At 4 B, 22 A B 
Alſo durch Subtraction 
y—-y=A(xX—ı), "— z—=A(7—x). 
Alfo die gefuchten Gleichungen der DBerührenden: 
y-y.- Fr), “—ı= —X * 
Die Differentialquotienten muͤſſen, wie immer, aus den Glei— 
Hungen der gegebenen Curve entwickelt werden. 


Die Gleichung der Nor malebene der gegebenen Curve in 
dem Punkte (x, y, 2), d. h. einer Ebene‘, welche durch dieſen 
Punkt geht, und auf der Beruͤhrenden in demſelben N 


ſteht, fey 
AX+By+C’+D=0. 


Weil diefe Ebene durch den Punft (x, y, z) gehen fol, bat 
man: 


“ 


Ax+By+C+ D=0. 
Folglich mittelft Subtraction: 

A(X—x) + B(y—y)+ C(!—.)=0. 
Weil ferner diefe Ebene auf der Berührenden, deren Gleichungen 
oben beftimmet worden find, fenfrecht feyn fol; fo hat man nach 


befannten Elementarfägen der analytifhen Geometrie (ſ. d. Art. 
ginie und Ebene): 


ey 
B=An, C= ad. 
Sets, nad) gehöriger ee ” Divifion durch A, 
(X —-x) + (J— *3 + (2 360 


die Gleichung der Normalebene. Weil 


= õy da Ox u F 
Or’ Wν 


02 dy Oxcy _ — 
Öx  Oy'ox’ Oy'ox 


— kann man die Gleichung der Normalebene auch ſo aus⸗ 
druͤ 


Er) +(y 3 + @-2)=0, 


“on: + (Y-y) + Gasy- = 0. 
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Die Aufgabe, durch den Punkt (x, y, 2) auf die gegebene Eure 
im Raume eine Normale zu ziehen, ift, wie fogleic) erhellet, eine 
unbeftimmte. Jede durd) den Punft (x, j» in der fo eben 
beitimmten Normalebene gezogene gerade Linie leiſtet derfelben 
Genuͤge. Sind. 
2 y=AX+B, !”=Ax+B 
die Gleichungen der gefuchten Normale; fo giebt die Bedingung, 
daß diefelbe durch den Punft (x, y, z) gehen foll: 
| y=Ax+B,z=Ax+PB. 
Serner hat man 
y—-ym-A(X—xı), v„—-ı=A(xX—x). 
Folglich, weil die gefuchte Linie in der Normalebene liegen muß, 
(«—x) + Ax— x) + A) == 0 2 
1+ 43 4 VF =0. | 
Man hat alfo zur, Beftimmung der vier Conftanten A, B, A’, B 
nur die drei Öleichungen: 
y=Ax+B,z=Ak+B; 
dy ‚OR _ 
I+AT+AZ=0. | 
Nimmt man die eine diefer vier Conftanten willkuͤhrlich an, fo 
laffen ficy die drei andern beſtimmen. 
Setzen wir jeßt | 
x,y)J)=s=0, Fx,2)=S=0; 
fo ift | 


NL, A s —,. 
5 EZ 
ds 288 
oy _ OX oz Öx 
ee ut — 


Demnady kann man die Gleichungen der Berührenden an au 
folgende Art ausdrücken: h ch auf 


ds ‚Os _ 
K—)2 +05 — — 0 
8 
—E—— + («-1)2 =0. 
Eben fo leicht erhält man für die Gleichung der Normalebene: 


; os 08 j os 05 , os 08 _ 
(x IH IT EIN I 


und für die Gleichungen einer Normale: 
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y=Ax+B, z=Ar+B; 

Os 08 os 08 os 08 | 

na Nana Nam 

woraus die Conftanten A, B, A’, B' beftimmt werben mäffen, | 
indem eine derfelben wilfführlid angenommen wird, 


19. Suchen wir nun ferner einen Kreis, welcher mit einer 
Curve von doppelter Krümmung, deren Gleichungen wieder " 


EX, y) — — Fix, s)= 0 


feyen, eine Berührung der zweiten Ordnung bat. Zur vollftän- 
digen Beſtimmung diefes Kreiſes ıft es nöthig, ſowohl die Lage 
feines Mittelpunfts im Raume, als auc) die Lage feiner Ebene, 
und die Größe feines Halbmeffers zu beftimmen. Man nennt’ 
diefen Kreis auch Hier den Kruͤmmungskreis, feinen Halh⸗ 
meſſer den Kruͤmmun gshalbmeſſer der gegebenen Curve für 
einen gegebenen Punkt derſelben, welcher immer (x, y, z), d. h. 
durch die Coordinaten x, y, z beſtimmt ſeyn mag. Wir wol- 
len den gefuchten Kreis als einen größten Kreis einer Kugel be— 
trachten, deren Gleichung 

(x —e)? 6—-4) + (-* 
ſey. y find die Coordinaten des, itielpunftg, E der 
Salbmeffer bicfe Kugel, alfo auch des gefuchten Kreifes. Die _ 
Gleichung einer beliebigen Ebene ift 

x +Ay+B’+C=0. “ 
Aus der Bedingung, daß diefe Ebene durch den Mittelpunkt der 
Kugel geht, ergiebt fich 
«a +AA+ Bry-+C=0. 

Folglich ift überhaupt 

xX—a+ Aly'—Py+B(z — *0 
die Gleichung einer durch den Mittelpunkt der Kugel gehenden 
Ebene. Fuͤr alle Punkte des geſuchten Kreifes m man aljo die 
beiden Gleichungen: 


(a)? + (y -4)2 Hr (!- =, 
x—a+Aly—P) +rBli-,)=0. 
Da man aus bdiefen beiden Gleichungen ſowohl y, als aud) 
z, eliminiren fann, fo ift klar, daß fowohl z, als aud) y, eine 
Function von x ift, nämlich für alle Punkte in dem gefuchten 
Kreife.  Differentürt man alfo diefe beiden Gleichungen ziveimal 
nad) x; fo erhält man: 


X +y-NDE+eN)E=0, 


dx’ 
Ay’ Oz’ 
1 + A, +B==0;» 
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m) 
1+ ”) +(& B+eähre = 
f a4 0. 


Da nun zivifchen dem gefuchten Kreife und der gegebenen dop« 
pelt gefrümmten Curve in dem Punfte (x, y, 2) ein Contact 
der zweiten Ordnung Statt finden foll; fo hat man nad) (17.) 
im Berührungspunfte 
— =y; mr; 
N - ey’ 61 or. 
ne ’ * — > 
- oõꝛy Orr  O?z 
OT rt — 


(x—e.)? + BE + Ge, 
x—. + $f) + B(z2—y) 2 


+ (y-MU + — =0, 


Alfo 


Oy 2 z\ 2 

14) 46) +6 —* ——0 

0° -Z . ne 

a5 * > m 
Die Differentiolquotienten werden, wie immer, aus den Glei— 
chungen der — doppelt gekruͤmmten Curve entwickelt. Aus 
dieſen ſechs Gleichungen muͤſſen nun die ſechs Größen &, ß, Y, 
‚A, B, welche Lage und Größe des Krümmungskreifes der 
gegebenen Eurve in dem Punfte (x, y, z) vollfommen beftimmen, . 
durch Elimination gefunden werden. Setzen wir der Kürze 


wegen 

Oy Ay __, 0?z 

* = m =Pyız eh 355273 
fo wird die vierte und die fechite Gleichung: 

1+Ap+Bqgq=0, App +Bf’=0. 
Folglich 


=» 


A= ——— Busch.” 
pg’—qgp'’ pq’—qp 

Aus der ziveiten und dritten Gleichung > man eben fo leicht: 

— B— — — 
‚-?- Ay— — a); = a); 1 

oder, wenn man bie gefundenen Werthe von A und B einführt: 
P-a(pg — gqp‘) _gtp(p7‘ —gp‘) 

— — ———— +47 en: 

Alſo, mittelſt der fünften Gleichung: 
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pP? +g? + (pl — gp)” 
ER, 19 2 Beau 0 
Pr +g?+(pg —qgp')? i 
— — 
 Proroip) 
Nun iſt aber 


(PP + gl)? + IP gl)? + Id’ tlg]? 
= (pP +aT)’+2lp—ap)’+pP?+g”?+(p? + g?)Cpg’—gp’)? 
= (pp +)? Hp’ —ap)’+P? +g?+(1+Pp? +?) (pg’—gp‘)? 
=p”+q’+(p+gq?)(p®+gQ?)+lt+pP +?) (pg’—gp’)? 

= (i+pP +? )IP? +? + —gp)}. 
Folglich mittelft der erften Gleichung: 
— (142442 
— Hp ge | 
Man fönnte die gefundenen Formeln auch auf ähnliche Art aus 
drücken, wie in (12,) die analogen Formeln für Curven von 
einfacher Krümmung. Da die Ausdrücke aber ziemlich weitläufig 


ausfallen, fo mögen diefelben der Kürze wegen hier übergangen 
werden. 


20. Bisher iſt x als conſtant betrachtet worden. Wird 
aber fein Differential als conftant betrachtet, d. h. werden x, 
y,2z als von irgend einer neuen veränderlichen Größe abhängend 
angefehen ; jo muß man, wie in (13.), für 

ey Öty, dr Air 
Ox’ Ox2’ox’ om? 
d. i. für p, P 5 q, q refpective 
Oy a?y _Oy Ox da 0?z O2 d?x 
OxX’ OxX? 0x 0x2’ Ox’Ox? oxox® 


feßen, | Dadurdy erhält man ° 


un Oyö?z - da0R 
pY—gp „arme, 
_. Ox2 +0y? + da? _ 08? 
u ad we Fi 
‚ R 2 O?z)Ox— (Ov? + 422 )02 
pt ELF 


(dx? + A?) O?y — (Oxd?x + 0z02)dy 


(dx? + Oy?)d?z — (Axd?x + dyd?y)odz 


P—q(pg —gp) = 


g+rppI—-p)= 
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pP? + gr + dp) = 
(Oxo?y— Ayö?x)? + (öxd?z— dad x)? + (Ayo? s-Asdty)e 
cix® 
„_. (ex? +0y?+93?) (08? +0?y —— —(Ox 0? x+oyA?y+dr0?z)? 
ux® 
((xꝰ + A?y? + 0%2?) ds? — (Oxd?’x + OyA?y+ Az 0?z)? 
a en: SAT EEE Tuer 
wo s den Bogen der gegebenen doppelt gekruͤmmten Linie bezeich- 
net. Es ift alfo 
— oz orx — Oxd?z „B— Oxo?y — Ayd’x 
oy0?z — 20°y Oyorz — daoy’ 
(õyꝛ + 02?) d?x—(Ayd?y + 020?z\Ox} ds? 
(0x 0?y—0y 0?x)?+(0x 0?2—02 0’x)?+(0y 0?2—020°y )? 
— (ox 4 02?)0?y — (Axd?x + dz6?z)Oy} os? 
— (ox 2y—Oy0?x)? + (Ox0?z - O7 0?x)?+(0y 0? 2—010?y)% 
Höx? + öy?) 9?2.— (Axd?x + Ayö?y)drlös: 


a—xX= 









ih (0x 0?y—oy 0?x)?+(0x0?2—020?x)? + (dy 0?2—02.0?y)? 
En Os? 
Fee — 6?x)?+(0x0?2—02 20?y)® 
oder auch 


f (öy? + 022) 0°x — (Oy O?y + Oz 0?z) Oxlds? 

(0’x? +0?y? + 0?z?) cos? — (Ox0?x + yo?y +02 
—* — (oxa + 622) 0ry - (OxÖ?x + d20?z) Oyloös? 

y-= (0?x? +0?°y? + 0?z?) os? — (OxO?x + 0y0?y + 02 0?z)? 
Gxꝰ + Ay?) d?z —(dx0?x + Ayd?y)dz1ds? 


ya ix: +o’y? +02) s: — (Ox0?x HOy0?y + 02.0°2)? 





ad—x — 





22)2 





er 0s3 | 
e ——— —— — —— —— —— ——— —— — — — 
Y(0?x? + 0?y? + 0?22 )0s? — (Ox0?x +0y0°y+ oz 27)2 
oder auch 


Haxd2y — Ay O?x)Ay + (Axd?z — Oz O?x) Az! ds? 
= ya RT UR Dada 
— — — 

Kor O?x — Ox 0?z2) Ox + (02 0?y — Öy Q?z) dy los- 
(dx 0?y— Iy 0®x)? + (Ox 0?z—07 0?x)?+(Oy 0%2— 202 





ı—y= 





y)?. 


Alle diefe Sormeln find wegen ihrer Symmetrie fehr merkwürdig 
und wichtig, - Weil ferner 


Ös2 = Ox® + Oy® + 028 
iſt; fo iſt 


Folglich 


Od dx + Oyd?y + O2ö?ı. 
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d#° Ki — Der ätx — OsJ 


— (Ayt 4 dar)örx — (Oyöry + Ardra)dx 


= = 082 0?y — Oy 0s0?s 


08° .07 


Os? 05 = Os? —* — 0205 oꝛs 
s 


— (dx: + Ay2)örz — (Oxötx + Aydey)da, 


woraus mittelft des Dbigen fogleich folgt: 


| au 0 
TKETT ara  02y2 + 022 085: 
— | 
PS By Hm Fiss 
au. 0 
ya ee 
s2 


‚a Yo?x: + 0?y? + 0?z2 — 025? u 


= (0x? + 022 )0?y — (Ox0®x + 02 0°z) Oy 
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4 
f 


Naͤhme man ds ale conftant an, und feßte folglich 0?s = 05 


fo würde man aus diefen Ausdrücen leicht erhalten: 


| Os? 0?x — 
— * 0x2 re 02y® ze 0?72 = 2 "Öse 
os? 0? y 0°y 
P—yY = 2x2 + ay2 Je 272 = g* "ds? 
— ‚os? 922 — 
3 Der 0?y? + * BP 


ee 
ee der ee 


IM. Krumme Flächen. 
21. Swen a 


f(xz,y2)=0, fir,y,’)=0 


die Gleichungen zweier beliebigen krummen Flächen, welche den 
Yunft (X, y, 2) mit einander gemein haben mögen, fo daß 


alfo in diefem Punfte 
mr, ymy,2=® 


iſt. Wir betrachten z und z als Zunctionen der veränderlichen. 
Größen x, y und x, y, welche als von einander ganz ur 


hängig anzufehen find. Verändern nun x—=xX,y=Y 
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reſpective um A und 4; fo giebt der Tahlor'ſche Lehrſatz für 
a veränderliche Größen: | ylorſche Lehrſatz fü 


_ar \ 0 „,„I9: . 0°z ‚. O%z 
m= dr Ad tr| Gast +2,44 — — —— 


— 07’ ‚)9°= 0%z’ 0?7’ 
dı = A dd 4 a4 |+ —8 


Der auf der Coordinate z=z genommene Abftand der beiden 
Flächen von einander it = Az — Az, Alſo, wenn wir diefen 
Abftand durch D bezeichnen: | 


02 Mad tif de\, 
>= (a-%) (#9) 


0?z d?z’ 0?z 022’ 0?z 0O%7 A 
er rt] 
A a re rec a ee ee x 
Fe mehr Glieder diefer Reihe vom Anfange an, unabhängig von 
befondern Werthen von I und 4, verſchwinden, defto inniger 
werden in der Nähe des Punktes (x, y, z)=(x,y,2) 
die beiden Flächen ſich offenbar“ an einander anfchließen, und 
man hat folglih für eine Berührung der erfien Drdnung der 
beiden. Flächen in dem in Rede ftehenden Punkte: 

ie ne. 0 De 
xx, —— öy  Yy’ 
“ für eine Berührung der zweiten Drdnung dagegen: 
ae re OR DE 
ν Aak AR ie 
or _O’ Or _ Oi Or _ 6% 
GT a ey Tray Ay Tage 
Wie man zu DBerährungen höherer Ordnung fortfchreiten muß, 
fällt fogleich in die Augen. | 
22. Sey jeßt die Öleihung einer Ebene zu finden, welche 
mit einer durch die Gleichung 
| w = f(x,y,z2)=0 | 
charafterifirten Fläche in dem Punfte (X, Y, 2) eine Berührung 
erſter Ordnung hat. Die gefuchte Gleichung fey ’ 
| z. = Ax’ + By’ + D*. | 
Da die Ebene, welcher diefe Gleichung entfpricht, durch den 
Punkt (x, y, 2) geben foll, fo üt 


= z=Ax+By+D; 
olgli 
fi g ch zZ — A(xX—x) + B(y-—y) ‚ 


and man hat demnad) bloß noch A, B zu beſtimmen. Nimme 
man die partiellen Differentiale von z ; fo erhält man — 


07 07 ’ 
mm 5*8 


— 
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rd > eine Berüfrung erſter Ordnung Statt finden fol, 
na , " = 


alfo aud) 


Folglich ift 
j ——* —9) 
EN oy 7 
die gefuchte Gleichung der berührenden Ebene, Der Berührungs- 
punft ift (X, y, z). Die Differentialquotienten find partielle 
Differentiale, wie ſich von felbft verfteht. Sind ferner 
y Ax 4 B, ⁊ Ax4 B | 
die Gleichungen ‚ver Normale der gegebenen -frummen Flaͤche in 
dem Punkte (x, y, z); fo iſt zunähft auch | 
| y=Ax+B,2=Ax+PB. 

Alſo 

A(x -xX), !-ı= A (x -x), 
und demnach bloß noch A, A’ zu beſtimmen. Bringen wir aber 
die Gleichung der berührenden Ebene auf die Form | 

, 08, 02,, er | 

RENT -ad-)=0; 
fo folgt aus befannten Elementarfägen der analytifchen Geos 
metrie auf der Stelle: | 
R i Ö 2 A . } 
y-ı= 7,6% —x), = ron, 
oder auch | 


⸗ 4 4 Ö * 
= - en, eb A IE 


x —ı + © (#—:) =0,y-y+ @-n) =0,; 
| Iſt (x., Yı, 2,) ein beliebiger Punkt der Normale; fo iſt 
Y(x,—x)? * (yı—y) + (2, — 2)? 
— 
— 


die Entfernung des Beruͤhrungspunktes von dieſem Punkte der 
Normale, Für z, S 0 if alſo 


O7 
N oy | 
die Entfernung des Berährungspunftes von dem Punkte, in wel⸗ 
hem die Normale die Ebene der xy fihneide. 


Supplem, zu Klügelö Wörterb, I. 


* 
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Die Gleichung der geraden Linie, in — die — 


Ebene die Ebene der xy EN ift 


—®- + wnte=0. 


Iſt z. B. die — krumme Flaͤche die — eints 
aliptihen Sobiroids deren Gleichung 


—— Re 
Een Hin yvytr-ı=0, 
ers 
Aı Yı4=1 


die Gleichung der —— Ebene in dem Punkte (x, y, z). 
Die Gleichungen der Normale find 


wu med=, y— -- Ha-y)=0. 


Set man 


iſt; fo ift 


folglich) 


d. i. 


(x, y2:)=5S=0; 
fo .ift befanntlic) nach der Theorie der Differentiation der Glei⸗ 
chungen: 


os , os õ. os 02 _ 
Kram Htan- es 
= 


dr = 
— 5 5 nn 
02 — 


Folglich nach * N die as der berührenden Ebene: 


—@ + 26 -)=0, 


eine Gleichung, welche wegen ihrer fommetrifchen Form viele 


Bann hat. — Gleichungen Normale I nd: 
36 36 -22) 30, 30 25a —-)=0; 


x — x zZ — 2 
ss” I! = alter ; 
öxX oy. 02 
23. Suchen wir jetzt ferner die Gleihung einer Kugel zu 
finden, welche mit der durch die — 
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ı ‚I y2)=9=0 
harafterifirten Fläche in dem Punkte (x, y, z) eine. Berührung 
der erften Ordnung hat. Die Gleichung diefer Kugel fey .. 

(Ka)? + (rue. 
Da biefelbe durch den Punft (x, y, z) geht; fo iſt auch 
(x—- 4) 6-4) + zZ? me. 
Ferner iſt 
A dr _ Y— 4 
ET NT Toy‘ 
Ufo, weil ein, Eontact der erften Ordnung Statt finden folf: 
BL .xX—a 0 PR 
| pen 
Folglich 


enl+ß)+(ö)]l=e- 
Hieraus ergiebt ſich Teiche: 





01 


x — 


Sea: ee 
d2\ 2 Oz\2 
fı+ (5) + (7) 
p bleibt, wie man fieht, unbeſtimmt. Durch Divifion erhält 
man leicht : 5 R 
ax 0 B-y__ ds, 
— 0 x’y—ı7 04’ -» 





a + Bun =0, 8-74 Fu-d=0. 


Vergleicht man diefe beiden Gleichungen mit den in (22,) ge- 
fundenen Gleichungen der dem Punkte (x, y, 2) entfpredyenden 
Normale der frummen Fläche; fo uͤberzeugt man ſich augenblicklich, 
daß die Mittelpunfte aller Kugeln, welche mit der frummen Flaͤche 
In dem Punkte (x, y, z) eine Berührung erfier Ordnung haben, 
in dieſer Normale liegen, der Halbmeffer derfelben aber völlig 
willkuͤhrlich iſt. Eine Kugel alfo, welche mit einer krummen 
Flaͤche in einem gegebenen Punkte einen Contact erfier Ordnung 
bat, ift nicht völlig beftimmt, Eine Kugel, welche mit einer 
krummen $läche in einem gegebenen Punfte einen volltändigen 
Contact ziveiter Ordnung hat, giebt es nicht. Rach (2L,) 
5 u i 92 
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müßte nämlich für einen Eontact ac Ordnung noch den drei 
Bedingungen 

0? _ Or Er _ ar Dr _ Mr 

ES = u Ooxoy öx’ oy e ay: y3 
genügt werden, welches im Allgemeinen unmöglich ift, da bloß 
noch die eine Größe E zu beftimmen übrig iſt. Eine eigentliche 
Krümmungsfugel, * uns hier dieſes ſonſt nicht gewoͤhnlichen 
Ausdrucks zu bedienen, giebt es alſo im Allgemeinen fuͤr krumme 
laͤchen nicht. Man kann bloß die Kruͤmmung aller der Curven 
eſtimmen, in welchen die krummen Flaͤche von beliebigen durch 
den auf ihr gegebenen Punkt (x, y, z) gelegten Ebenen ge= 
fchnitten wird, wozu mir jeßt übergehen tollen. 

24. Um jedoch diefe unlerſachuns in gehoͤriger Allgemein⸗ 
beit anftellen zu koͤnnen, iſt es n öthig, noc) einen Augenblick zu 
der Krümmung ebener Curven zurüczufehren. Die Gleihung 
der Normale einer ebenen Curve in dem in ihr gegebenen Punkte 


(X, Z ift nad) (6.) 
J Yı=-Se-n, 
oder, wenn wir 


ſetzen: 


y-‚-— Ir 25. 


Ver aͤndert ſich nun x um 4; f gehen nad) dem — 
Lehrſatze y und p —— in 


————— u... 


4? 
P+rT+v + ..... 


über. Die Gleichung der — fuͤr den der Abſciſſe x +4 
entfprechenden vn der Eurve ift alfo: 


4 1 , 
y-y-r? - Piz = —— -x—4) 


= - -5. 4 +... |(X-2-2), 


oder, wenn wir A fehr Flein annehmen, und die höhern vote 
zen von 4, von der zweiten an, S O feßen: 


y--M=-— (X -2) + ——e— + z 


E An A 
ya zen tpdr Gr @ ui EL 


% 
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Die Gleichung der dem Punkte (x, y) entfprechenden Normale 
war | 
* ——— 


Bezeichnen wir die Coordinaten des Durchſchnittspunktes beider 
Normalen durch a, 43; fo iſt 


—— rin nr f 
P—, = „(« ERBE EN ty 
Bm) | 
Ans diefen beiden Gleichungen muß man a, ß beſtimmen. Durch 
Subtraction erhält man auf der Stelle: 

= BI nr Pen 
0=p4+ ps (@ — MET Zi ro 
woraus ſogleich 

= LEN, REEL.) 3 


:p 
am FR, guys te. 


Die Entfernung des Punktes (a, A) von dem Punkte (x, y) 
fey = 0; fo ift 


co gr pie . 


Durch diefe Rechnung findet man alfo, wie aus (11.), für a, 8 
und E die Coordinaten des Mittelpunftes und den Halbmeffer 
des Krümmungsfreifes für den Punft (x, y) der gegebenen Curve, 
fo daß man alfo auch mittelſt der im Folgenden ausgefprochenen 
Methode Lage und Größe des Krümmungsfreifes einer ebenen 
Eurve in einem gegebenen Punkte derfelben beftimmen kann: 


Man laffe ſich die Coordinaten des gegebenen Punktes um 
beliebige einander entfprechende Incremente verändern, wodurch 
man einen neuen Punkt der gegebenen Cutve erhält, ſuche den 
Durchfchnittspunft der diefen beiden Punkten der Curve entfpre- 
chenden Normalen, indem man fämmelihe Glieder, welche in 
Bezug auf die in Rede flehenden Incremente von der ziveiten 
Drdnung find, vernachlaͤſſigt, und beftimme die Entfernung die- 
fe8 Durchſchnittspunktes von dem gegebenen Punkte, Letztere 
Entfernung ift der gefuchte Krüämmungshalbmefler für den gege- 
been Punkt der Curve, und der Durchfchnittspunft der Nora 
malen felbft der Mittelpunkt des Kruͤmmungskreiſes. 

Diefes Princip wollen wir nun fogleidy auf die in (23.) an— 
gedeutete Unterfuhung über die Krümmung der Flaͤchen an— 
wenden. | 


25. Die Gleichung der Fläche fey wie gewöhnlich) 
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(x, y,„s)=38=0, 
und (x, y, 2) fey der gegebene Punkt. Nimmt man diefen 


seh felbft ald Anfang eines neuen dem primitiven parallelen 


vordinatenfyftems an, und bezeichnet die Coordinaten in Bezug 
auf diefes neue Syitem durch t, wW, v'; fo ift 
At’ + Bu’ + Cr —=0 


die Gleichung einer jeden durch-den Punft (x, y, 2) gehenden 


Ebene. Man kann, ohne der Allgemeinheit zu fehaden, immer 
vorausfeßen, daß 


A2+B+C—1 


iſt, wie leicht auf folgende Art gezeigt werden kann. ft naͤm⸗ 


⁊ 


lich V der Winkel, unter welchem die in Rede ſtehende Ebene 
gegen die Ebene der FW geneigt iſt; fo iſt nach Principien der 
analytifchen Geometrie: ! 
- C 
cosV = 


Man beftimme nun a fo, daß «aC — cosV ift, wie offenbar. 


immer möglich, Weil die gegebene Gleichung der Ebene auf 
die Form | 


aAt’ + aBu’ + aoCv’’ =0, 
oder, der Kürze wegen, auf die Form 
j At 4 B'uſ 4 Cv0, 
fuͤr 
| eA=A,ceB—=PB,uCc—=C, 
gebracht werden kann, fo ift auch 
er 


ODE V zu mm ; 
x YA?+B2+C2 
Aber 
C=eC=coV. 
Alfo 


As + B?2 +C?=1. 
Dan kann folglic) immer annehmen, daß die Gleichung 
' A’ + Bu + (c’=0-. 
der gegebenen Ebene fhon auf die Form gebracht ift, für welche 
die Öleichung 
Statt findet. 


Sey nun (t, u, v) ein beliebiger Punkt der Curve, in 
welcher die gegebene frumme Zläche von der in Nede fichenden 
Ebene. gefchnitten wird; fo iſt 

At+Bu+Cv=0. 
t, u, v kann man offenbar als Veränderungen oder Incremente 


A® +B? +0: =1 


von X, y, z betrachten, fo daß alfo offenbar auch 


Er f(x+t,ytu,2rV)=0 
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feyn wird. Nach dem Taylorfchen Lehrfage geht 
$(x, y‚„,2)=9,°’ 
wenn x, y‚,zinx+t,y+tu,z+ v, übergehen, in 
0S 0:8 t2 
S + = 4 — 72 + u... 


0:5 v⸗ 
— —— 


über, ‘fo daß alſo, da S= 0 ift, nach dem Obigen, wenn wir. 
vorftehendes Aggregat, mit Weglaffung des erften Gliedes durch 
2 bezeichnen, zo j 


iſt. Wir haben alfo jeßt die beiden Gleichungen 
At+Bu+rGv=0, 2=0. 
Die Gleichung einer Ebene, melde die gegebene krumme Fläche 
in dem Punkte (x, y, 2) berührt, ift nad) (22,) 
S,, 08, j 
| | St + E u +2 v=0, 
weit offenbar das dortige 
x ı mtr, y—_J=u,r-ı=Vv 
it. Eben fo ift nach (22.) die Gleichung einer Ebene, welche 
die gegebene frumme Fläche in dem Punkte (t, u, v)- berührt, 
’ f} 1) ’ 
+ Bun Frn=0, 
weil für diefen Punkt die Gleichung 
2=0 
Statt findet. Aus den Gleichungen 
N , ’ 8 N " 
At’ + BU + CV’ =0, 2: + +7’ = 


erhält man leicht al8 Gleichungen des Durchſchnitts diefer beiden 
Ebenen: | Ä | 


S 
Bun Hm Ya 
Die Gleihung der gegebenen Ebene läßt fich offenbar auch auf 
die Form , — | 


— 
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At—t)+BlwW—uou)+ Cli-r)=0 
bringen. Verbindet man diefe Gleichung mit der obigen Glei— 
hung der die frumme Fläche in dem Punfte (t, u, v) berüh- 
venden Ebene; fo erhält man eben fo als Gleichungen des ge— 
meinfchaftlichen Durchfchnitts diefer beiden Ebenen: 


t—t u' — u ‚Vor 
7) At oh A 75 08 


Die beiden Durchfchnitte, deren Gleichungen fo eben beftimme 
worden find, find offenbar die Berührenden der Curve, in wel— 
her die krumme Fläche von der gegebenen Ebene gefchnitten wird, 
in den Punften (x, y, z) und (t,u, v). Um für diefelben Punkte 
die Normalen zu finden, lege man durd) diefe Punfte auf die Be— 
rührenden ein Paar fenfrechte Ebenen, und beftimme_deren Durd)- 
ſchnitte mit der gegebenen Ebene. Die Gleichungen diefer fenf- 
rechten Ebenen find nach Prineipien der analytifchen Geometrie, 
da diefelben durd) die Punfte (x, y, z) und (t, u, v),d. h. 
die erfte durch den Anfang der durch €, w, vw bezeichneten 
Coordinaten, gehen: | 


08 OS\, 0S oS\ , 08 eS\.._ 
Para) tler) 

AIR OR\, OR ,OR\,., I OA rn _ 
(B — 7, az JuW+(Az-B 7 \ )=0. 
Man müßte nun die Durchfchnitte der durch diefe Gleichungen 
charafterifirten Ebenen mit der gegebenen Ebene ſuchen, welches 
die gefuchten Normalen feyn würden. Da es nad) dem in (24.) 
aufgeftellten Princip aber bloß darauf anfommt, den Durdy- 
fehnittspunft der Normalen zu finden, welcher offenbar der ge— 
meinfchaftliche Durdyfchnittspunft der drei durch die beiden vor— 
hergehenden Gleichungen und die Gleichung 

At + Bi + CV’ =0, | 
charakterifirten Ebenen ift; fo kommt es jetzt bloß darauf an, 
aus den drei Gleichungen * 

At4 Bu' 4 Co 0, 

. 1.08 „esy. os O5 ö 
( a5): +(c% 4% +2 BE)" = 0, 

IR OR, LO. ON NL 
(2 rast — ZA HAT -BA)e -)=0 
durch Elimination €, w, v zu beftimmen, welches die Coordi— 
naten des gefüchten Durchfchnittspunftes der Beiden Normalen 
feyn werden. Führe man diefe Elimination wirflid) aus; fo fin= 
det man, da nac) dem Dbigen | 

Aꝛ 4 Be 4 02 1 
iſt, wenn der Kuͤrze wegen 


en Ei | ; J | 
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a. Ca -eH) 
M= + (Gt-Ar)®), N= +(c$-1%)5 n j 
+ — + (12-25 * 
geſezt wird: | — 
t* Min (| 5 5 
'=T ala 
erla- (arzt) 
Nadı den Obigen ift nun 


an _os ,jos 08 Ä 
neatrletten® Ha )+- 


02 02S 0?S 
— rt +! )+-: 


02 drs 03 
vr = + (mr tt 
Diefe Werthe von 
| an 02 00 
ot’ da’ ür 


müßte man in die obigen Ausdrüde von M und N einfüh- 
ten. Da e8 und bier aber bloß darauf anfommt, die Coordina- 
ten des Mittelpunfts des Krümmungsfreifes für den Punft (x, 
, 2) zu finden; fo fann man, da t, u, v offenbar ale In— 
eremente oder Veränderungen von X, IK z. zu betrachten find, 
ale Glieder, welche t, u, v in einer hoͤhern Dimenfion als der 
eften enthalten, vernachläffigen. Thut man dies fo erhält man, 


ſehr — 
| 08 os | 
= (Br Cu) „+(Gt— An 5* —— 


(BP) HE BEE) 


(6% = ol‘ —* ut ) 
(ee) 


025, RL „88 
Ce 2 a tar ;“) 


m. | 7 Berührung. 
Vernachlaͤſſigt man’ aber auch in der Gleichung Q 0 die Glie⸗ 


der, welche t, u, v. in einer.die erſte uͤberſteigenden Dimenfion 
enthalten; fo wird diefe Gleichung 


Aber 
At + Bu+Cr=0. 


Ylfo, wenn man immer eine der drei ee Größen 
eliminirt : 


t u v 
S S 8° 08 08: 
08 08 08 08 
2 aim, An 
Sa 5° — 78 — 
5 02 0 


Führt man nun dieſe Ausdrücke von u, v in den Bruch I Mein, 


und hebt t im Zähler und Nenner auf; fo ergiebt fh nach 
leichter Reduction, wenn der Werth dieſes Bruchs, welchen der= 


ſelbe auf dieſe Weiſe erhaͤlt, durch I —, bezeichnet wird: 
os ces 08 05 os os 
GE- 5) (oa) *(23 33 


| ir 


ST (SV ES, (BT 
(ra) re 
(2) 7 — 
ME 


Alfo, wenn jeßt die a des Wittelpunfte des Kruͤm⸗ 
mungsfreifes des Durchſchnitts der gegebenen Ebene mit der ge= 
gebenen krummen Fläche in dem Punfte (x, y, z), durch @’, 
ß, y bezeichnet werden, nad) dem Obigen: 


‚_M'108 08 , „08 38 
5 a = )| = 
M’(0S 08 08 
_M'(8 RK 
/=wja-c(A reuren)l- 
Diefe Coordinaten beziehen ſich auf das_fecundäre Sf. Be⸗ 


ziehen ſich a, 6, y auf das primitive Syftem; fo ift 
.e=ita,f=vtrPf,n=merY; 
| alfo 
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«=:+ 1715 -4(4% air )| | 
= str -s(itrerc)). 
y=2+ win ca Er HeH)]- 


Dezeichnet — e den Kruͤmmungshalbmeſſer; fo ift nad) 4) 
za? + 42 +7” 


=) +(3) +(&) 
attiar+Bi ren) 3) 


08 , 08, „08 
B-— 
-2(4% * öy * 05 ) 


=) a6 


’ 





) 
(‚+ +02 :) 
IRRE 
io 
= 21 B-2H: = 200. 


(re) 


ea) - a. Ä 
u 201 JE 
(8-5) +(c% —8 — ey 
Folglich 


os „AS\? 08,608 68 58v44* 
la) + (08) +85) ; 
oder nach dem Dbigen 


| e 


(ni: +(c545) +5 


Blase 
des 


0e=— 








(BE-C5) 

+15) + 
rt — ED) | 
TORE) + ld 


| .JE-(4% +25 —V 


08 98 Ö 


8 
ea 


und 


PpFyt 


7 ur ur 1:77 GERT — 
[E8-8) + (Bad) + GE) 


. TEH HM + Hr +OR 
Hierdurdy ift alfo Lage und Größe des — fuͤr 
den Punft (X, y, 2) der gegebenen krummen Flaͤche und die 
Curve beſtimmt, in welcher diefelbe von einer durch den Punft 
(x, y, 2) gelegten, und durch die Gleihung 
At! + Be + CV’ =0, 
oder | | 
A(xX—x) + Bliy—y) +C(—2)=0 

charakteriſirten Ebene geſchnitten wird, vorausgefeßt, daß diefe 
Gleichung auf eine ſolche Form gebracht worden: ift, daß 
’ — Aa + BC 
ift, welches nad) dem Obigen immer angenommen werden fann, 

%. Wir. haben die vorhergehende Rechnung abſichtlich ſo— 
‚gleich in größter Allgemeinheit geführt, und find dabei vorzuͤglich 
Getgonne in den Annales de Mathém. T. XXI. p. 217. 
gefolgt. Einfacher Fällt die Rechnung aus, wenn man annimmt, 
daß die Gleichung der frummen Flädye unter der Form 

| ' z=f(x,y) 

gegeben ift. Die diefem Falle entfprechenden Formeln ergeben fich 
aus den gefundenen allgemeinen Formeln leicht auf folgende Art. 
Man felze 


o ift A 
es’ __ Alx,y) _" © 
ab a u i 
0S — Of(x, y) _ 02 — 
Abel "aha San, 
08 .,;,. 
at 
as ___.öflx,y)_:_ Ar : 
= - na Bm 
0°S az, „JE du _ 
m werden: 
025 —— 
„ = 
0?S a2f(x,y) tz; \ 
xoy” ı0oy 7 Ox0y ' — 
025 o*f(x,y) 


x02 02x — 
01S __ o*flx,y) —— 
ya 37 Boy 00: 
Alſo, wenn wir jet der Kürze wegen für A, B, C die fleinen 
Buchſtaben a, b, c einführen, wo aber wieder 
a + br ct mi | 


it, nad) (23.): —— | 


Kb+ceg)! + (a+cp)? + (a — 
e = Tbreg)”p + — 6 cp)s 


en en 
a = X— ) 
Y(b+cg)? + (a+cp)? + (ag—bp)®, 
PER elg—b(ap +bg—c)| 
Yib+eg® + (atop”+ (ag bp) 
— ell+clap+bg—e)l 
Y(b+eg)® + (a+cp)? + (aq—bp)? 
Ganz vorzüglidy wichtig ift die Betrachtung der normalen Schnitte 
der krummen Fläche, d. i. der Curven, in welchen diefelbe von 
Ebenen gefchnitten wird, die durch die Normale der frummen 


Fläche in dem gegebenen Punkte gelegt find. Die — der 
ſchneidenden Ebene iſt nach dem Obigen 


a (x —x) + b(y—y) +c(?7—z)=0, 
und die Gleichungen der Normale find nach (22.) 
!— ı=— p(!—),y-y=- q(’—2). 
Folglich ift für jede durch die Normale gelegte Ebene 
—ap—bgq+rc=0, ap +rbg—c=0. 
Folglich für die normalen Schnitte, weil 
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6Peq) + (a 4 ep) 4 tag · p· 
(3 4 eq) + (a+cp)? + (ag—bp)* + (ap+bg—c)? 
= (a + b®°+e?)li +pP+Q)=1+p+q? 
iſt: 
—— (1+p® +4) 
= BreopF + (a+ cp)? q — 2b+eglarcp)s’ 
ep | 
 Nrpre' 
Bey, 
Yırp+g? 
e 
Yi+p+qg 


Man fann E aud) noch auf einen andern Ausdruc bringen, 
Nach dem Dbigen if naͤmlich 

u (b + cq)2 + (a+ cp)? + (ag — bp)? 
ET Rb+eg’’p+(arcp)’d—2(b+cg)(a+cp)s 
oder der Kürze wegen 
Ge e = Kfi+rp+q? 
Aber | 

(b+ceg)? + (a+ep)? + (aq— bp)? 
= (b+eg)? +(a+ep)’ + Ilatrcep)g— (b-++eg)p!® 
= (b+ eg (1+p?) —2(b+eg)(atcep)pg + (a+cp)?(t-+g?).. 


Alfo, wenn man Zähler und Nenner von K durch (b-+c 2° 
dividirt: 


a= 





‚y=z2+ 


Yı+pıra, 


+2 + (4 ter | 


ga th 
a 2 trier 














77 


„at x. 
Tb+reg 
x 1+p? + oo + (1 rg?) 
— pP +2X+ g’X? rn 
und | V 
——— e=KYı+p?+gqg?> | : 


a m 





1224 
oder auch “ 
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:  e=Kfi+p'+g 


a=x—Kp, ’ 
ß=y-—Kq, | 
y=ı-+K. 


- Sehte man, wie gewöhnlich gefchieht, 


fo wäre A u 
ERBEN. ı ENOR 
Yırpre 
EI — F 
IN TTeree ö | ' | a 
———— — 

Yi+p’+p? \ 


ax + 


y-= 


‚zu feßen, 

Wir wollen nun zunaͤchſt die vorher durch X bezeichnete 
Größe näher beftimmen, Nad) (25.) find die Gleichungen der 
Berührenden der Enrve, in welcher die krumme Flaͤche von der 
gegebenen Ebene gefshnitten wird, in dem Punkte (x, y, 2): 

t — W a: y’ 
b+cqg —cp—a —aqrbp’ 





d. i. 
her TEEN rec) SEEN ee 
b+cg a+cp ag—bp”’ 
Lu _&H+cp »_ iu _ag—bp, ._,. 
y-y- 6 x), zz = —— x). 


Die erfte diefer beiden Gleichungen ift die Gleichung der Pros 
jectiom der im Rede ſtehenden Berührenden auf der Ebene. der 
X y,d di. die Gleichung der Berührenden der Projection 
der Eurve, in welcher die frumme Fläche von der gegebenen 
Ehene geſchnitten wird, auf der Ebene der X y in dem Punfce 
(x, Y), tie leicht erhellen. wird. Denkt man fi) alfo dicfe 
Projection durch eine Gleichung charafterifirt, fo hänge y von x 
ab, und nach (3.) if Hin ß u 





__atecp _öy 
b+cqg 0x” 
Afo au 
_a, 
0x - 
Folglich 


‚ 2 
14 p° +29 + ar) 


p + 2,14 ( | 
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e=Klirprtp 
ae x — — — 
VIT p?+gq? 
B=y— — — 

71*p8*F 

= ————— 
8*t r 
Die Lage der Ebene, von welcher man ſich die krumme Flaͤche 
geſchnitten denkt, wird offenbar durch die Größe X beſtimmt. 
Wir wollen jet die normalen Schnitte fuchen, weldyen in dem 
Punkte (x, y, z) der größte und der Fleinfte Krümmungshalb- 


meffer entſpricht. Man nennt diefe Schnitte die Curven der 
größten und der Fleinften Krümmung im dem Punkt (x, y, z). 


277. Man fieht leicht, daß man, um die Curven der größ- 
ten und kleinſten Krümmung. zu finden, bloß | 
Ko 
oX — 
zu fegen braucht. Es ift nun 
K(p +2:X+gX?) = 1+pt +2pgX + (I+qP) X. 
Alfo, wenn man nad) X differentürt: | 


K(2s + 24’X) 
= 2 2(1 2)x 
+ (P +20 X") IR pg + 2(1i+qg?)X, 
und folglich, wenn man 
oK 
= 
ſetzt: 
Ks +2gX)=2pg +2 (I rg)X, 
woraus | £ 
a, s—p 
I) — > X = — 
oder 
X-IX 
HR A 


Man kann ſowohl den Werth von K, als aud) den Werth von 
X in die Gleichung 


X(P +2:X+gX?) = 1+ p? +2pgX + (1+g?)X? 
‘ einführen. Thut man das Erfte, fo erhält man die Gleichung: 
tarad)s— par IX? + fdl+ 2...) Zi. 

j — (1+p?)s + pgp’ | 
Thut man dagegen das Zweite, fo ergiebt fi: 
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60pꝰ -Xp) 4 -X — (pg—Kii+g?—Kgdy—= 0, 
(1+p®—Kpf){i+g?—Kg’) — (pg -K)o, 
(Pf —s?)K? — It +p’)g’ — 2pgs + ii, 20 
*14 442) 7 *7* 
Da nun 
— 
iſt; ſo wird | | 
EI) UHR) pg+t+P)PIli+p + Te * 
ir rd)”, 
Seßt man | Ä 
pi—"=ea, (i+rp)f—2pg + (!+qQ)P=P, 
FAR; itrP+r’=y’; | 
fo ift 
r «K? — 4 + YO : 
woraus fich leicht ergiebt: 
Ä Ko er FE, 
+ 4YB — dev 
my „ Fairen ? FR 
Da man hier zivei Werthe von o erhält, fo muß offenbar, da 
es immer nur ein Größtes und ein Kleinftes geben kann, der 
eine Werth einem Marimo, der andere einem Minimo des Kruͤm⸗ 
mungshalbmefjers entfprechen, X wird ebenfalls durd) eine qua— 
dratifche Gleihung beſtimmt, fo daß es alfo auch immer für X 
zwei Werthe giebt, welche den Curven der größten und fleinften 
Krümmung in dem Punkte. (x, y, zZ) der krummen Flaͤche ent: 
forechen. Laͤßt man, wie offenbar verftattet ift, die Ebene der 
xy mit der berührenden. Ebene in dem Punfte (x, y, z) zu⸗ 
fammenfallen, und nimmt diefen Punkt felbit als Anfang der 
Coordinaten anz fo ift | 
x=0, y=0,2=20, 
und die Normale fällt mit der Are der.z zufammen, Die Glei- 
Hungen der Normale find aber nach (22.) 


x — ı=— p(7—-2),y-J=—q(z—z). 


Alſo 
x — pp, y=—q. | 
Folglich, weil die Normale mit der Are der z oder z zufam- 
menfälft, offenbar auch - Ä 
P 80, g=0. 
Alfo in Bezug auf das neue Eoordinatenfyftem 
X + (pP—-g)X—-s=0, 


’ 


ee x 4 Pod _1=0. 
Ss 
Supplem. zu Klügels Wörterb, I. 3 ” 
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Bezeichnen X’ und X” die beiden Wurzeln diefer Gleichung, fo 
ift nach einer befannten Eigenfchaft der Gleichungen — 
Xx -, 1+ X m=0, -, 
Sind nun P und 9“ die Winfel, welche die Berührenden der 
Eurven der größten und fleiniten Krümmung mit der Are ber 
x einfchließen; fo ift nad) (26.) und (5.) | 

tang Y = X, tangp" = X”. 
Alfo | 


Aber bekanntlich 
cot W— y)= 


1 + tangy’ tangp” = 0. 


1 +tangy tangyp” 
tangg' — tanggy” i 


Folglich 


Hieraus ergiebt ſich das merkwuͤrdige Theorem, daß auf jeder 
krummen Flaͤche die Qurven der größten und klein— 
ſten Krümmung für einen beliebigen Punft der 
Flaͤche ſich rechtwinklig durhfchneiden oder auf ein 
ander ſenkrecht find, 
Hiernach ift es verftattet, die Berührenden der Curven der 
größten und Fleinften Krümmung in dem gegebenen Punkte der 
läche felbft als Aren der x, y, diefen Punkt ald Anfang der 
vordinaten, die Normale in demfelben als Are der z anzuneh⸗ 
men. Dann ift wie vorher | 
x=0, y=0, z=0, p=0,qg=0. 
Die eine der beiden Größen X’, X” ift unter diefer Voraus— 
ſetzung offenbar immer — 0, die andere unendlich, Aus der 
Gleichung | | 


ect(yP—p")=0, "= WM. 


| sX? + (P—-)X—ıs =0 — 
ergiebt fi augenblicklich s Z,O, wenn man X, welches uͤber— 
haupt die Werthe X’ und X repräfentirt, — O ſetzt. Bringt 
man die Gleihung, wenn X unendlich groß ift, auf die Form 
Fee: WE 
| u a ee ir | 
fo überzeugt man fich leicht, daß hieraus auch s—= 0 folgt. 
Denft man ſich nun eine beliebige Ebene, welche, durch die 
Normale gelegt, mit der Ebene der xz einen beliebigen Winfel 
V einfchließt, und bezeichnet den Kruͤmmungshalbmeſſer des von 
derfelben gebildeten Schnitts, «wie getwöhnlich, durch , den 
größten und Fleinften Krümmungshalbmefler aber durch E und 
e ; fo ift nad) dem Dbigen für die im Rede ſtehende Ebene 
X ztangV;. F 





alfo nad) (26,), weil B 
p=0, y=0, s=0 
iſtd 
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— 14 tang V⸗ EEE nr 
| Br Ar 
nt Bea V? > g’einV? 
Ä NINE IS 1 I 
bene p’cos V? + q’sinV? 
da unter den obigen: Vorausfegungen 1 

1i+ PP +? =1 Ä 

if, Nehmen wir num; an, daß die Are der x der Berührenden 
der Curve der größten Krümmung entſpricht; fo ift fir den 
größten — genemeiie v=0, für den kleinſten dage- 
gen VW Aloe F 2 


1 
e — Pr. 


— Eur Ar A de 
dolglich 

Da RER CE 5 
Fiss cin ar € cosV? + g’sinV? * | 
Nittelſt diefer uͤberaus merkwuͤrdigen Gleichung Ffaun @ jederzeit 
aus dem größten und kleinſten Kruͤmmungshalbmeſſer und dem 
Winkel V berechnet werden. | | 


Seht man 2 
cosV?’= —— sin V? — zen ; ° 
fo wird 


:20'6” 
e te" — (oe —e )cos2V " 
ko, der dem Winkel V + 47a entfprechende Krämmungshalb- 
mefler; fo ift | 


e = 


' 20eo” 
— — > ee 1 a WE, 
Pi et+te +(e—e )cos2V 


ieraus ergiebt ſich ſehr leicht die ebenfalls fehr: merkwürdige . 





lihung |: 


1 1 1 1 
Er ar dr } 


Sind r und r, die zwei andern beliebigen auf einander fenfrech- 

ten Ebenen entfprechenden Kruͤmmungshalbmeſſer; fo ift eben fo 
or Ve BE: ME | | 

7 — + a or . . ' 


Alſo ift immer 


wo E, E, zivei beliebigen auf einander fenfrechten, r und r, 

* andern beliebigen auf einander ſenkrechten Ebenen eut- 

prechen. | 
| | | 32 
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Fir vos — 
RER Zu 2 2 1,1 
— * e gt * BAER 4 | 
Sind R und R, die — — we men 


en, die auf beiden Seiten der Ebene der 
en dieſelbe unter den — Winkeln v geneigt gr 


fo ift 





— 200” 
erteilte —e” Tcosav ’ 
— 20’0” 
Tele et)eostl2u—V 
20’0” er 


+ — 

ich immer nr 
Folglich — | 
Die Ebenen, welche gegen die Ebene‘ der arößten Krümmung auf 
beiden Seiten unter‘ einem Winfel von 45° geneigt find, kanu 
man mitthere Kruͤmmungsebenen nennen. Sind R,®K 
die Krimmungshalbmeffer, welche zivei gegen eine mittlere Krüm- 
mungsebene anf beiden Seiten derfelben 'unter- den gleichen Win- 
fein V — Ebenen entſprechen; ſo iſt 


1 _ete” — (0 —e”) c0s2 (45° + V) 
KR” 


20.0” 
, ER et ET a 
e” 
1 _edere—(le—e” eat, 
RB’ 20 €” 
wer er iN.  . 
Alfo ei 
1 1 
R tr *57 +7 


Pan fehe.über diefe Relationen und überhaupt über die — 
der Flächen eine Abhandlung der ſcharfſinnigen Mademoiselle 
— Germain zu Paris in Crelles Journal B. VII. 


Einige Bemerkungen zu biefer Abhandlung f. m. im Bul- 
ie des seiences mathem. Janvier 1831, p. 17, 


Iſt, wie vorher, E der dem Minfel V, og, det dem Winkel 


V+37z entſprechende Fruͤmmungshalbmeffer ſo iſt nach dem 
Obigen 


4 ER De — IT. 


7 PT 
_eH+Ee + (e—e ")eosaV 
&ı 20e" 


— nun r einen andern beliebigen dem um v +V 
entiprechenden Kruͤmmungshalbmeſſer; ſo iſt 
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e-te' — 


dosa@V +V) 
Aus den beiden erſten Ausdruͤ | 


chen folgt: - 


1 1 1 X 
Te 
1 1 
| | raue Cu DIE 
und hieraus: | 
— 2oe, cos W 
— —W—— + (gr +e)dos2V ’ 
—W ‚20, cos2V 
Te te, te)cos2V’ 
— 402 0? cos 2V2 
eo. Teer la tele? | 
5 — 4600 (e —e)cos W — ee (e,—e) 
Ze Tee) — (0, te)? 00s2V2 pe, cos2V ’ 
— App, +e)tos2V? de (ite) 
—— (eg tre)?cos2V?T 0, 
Alſo | 


R | Zoo, cos?2V 
EHE — (ee Je FN) 

3. Wir wollen jeßt annehmen, daß die gegebene krumme 
läche von einer belicbigen durch ‚den Punft (x, y, z) gelegten 
bene gefchnitten werde. Der Kruͤmmungshalbmeſſer des Schnitte 

ſey = og. Man nehme die fchneidende Ebene als Ebene der x y' 
eines neuen Coordinatenſyſtems an, in Bezug auf welches wir 
die Eoordinaten des gegebenen Punftes durch t, u, v bezeichnen 
wollen. Der Neigungsiwinfel der gegebenen Ebene gegen die 
Ebene der xy ſey— G, ihr Durchfehnitt mit der. Ebene‘ der xy 
fey die Are der x, und zugleich wollen wir, welches „offenbar 
verftattet ift, ammehmen, daß die beiden Syſteme der x, y, zZ 
und X, y, z einerlei Aufangspunkt haben. - Der von der Are 
der x und der Are der x eingefchloffene Winkel ſey — . Uns 
ter diefen Vorausſetzungen ift nac) dem Artifel Coordinate (21.) 
i. d. 3., da das dortige @ hier offenbar =O, und auch y—0 
ju feßen ift, wenn man die poſitiven neuen Coorbinaten in Be- 
jug auf die primitiven fo nimmt, wie a. a. O. in IV: 

x =tcosyp — Hcos@ siny 

=tsiny + ucos® cosw 
z= usin®,. 


* 


— 


Alſo | = | ’ 
r Ox = cosydt — cos Osin ydu PR 

Ay =sinwdt + cos®cosydu 

dz = sin Ydu . 


Seßen wir nun wieder die partiellen Diffentiale 


* 
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02 . da ’ 
x = pP; dy =4; 
fo ift bekanntlich | 
02 = pdx + gdy. 
Folglich nad) gehoͤriger Subftitution' 3 
sin 6 Ouæ p (cos y dt— cos Osin ydu) +q (sin ydt+}+cos ® cos y Au) 


du _ pcosv+gsiny _ 
'öt ” sin® + pcosÖsiny — gcosGcosy;' 


NM) 
et, 
een 
‚der 


Man muß alfo noch en entiwickeln. Der Einfachheit ivegen 


wollen wir aber wieder die berührende Ebene dei frummen Fläche 
in dem gegebenen Punfte als Ebene der xy, den gegebenen Punkt 
felbft als Anfang“ der Eoordinaten, und die Ebenen der größten 
und kleinſten Krümmung in diefem Punkte als Ebenen der xz 
und yz annehmen, wie in (27.) ; fo ift | 
p=0, q=0, s=0.- 
Alfo für diefes Syſtem 


du 
dt = 0 . 
Entwiceln wir nun im Allgemeinen * ; fo ergiebt ſich leicht: 
(sin 8--p cos ® sin y—q cos 8 cos y) (cos ver + sin v3) 


Au u = (pcosy-+gsiny) (005 @sin ya — 0059 con „SH | 
FT ee ET Te. 


(sin® + pcos®siny — gcos ®cosy )? . 


Solglih in Bezug auf das neue Coordinatenfoftem, für welches 
740 if: | 
| Au . cos SR + einyST 

t? 2 zn6 | 

Op _ Op Ox _ Rz dx _ ‚Ak 

ax ma Pa 

dq _Og dy _O?z dy _ .dy 
AaA’Tama I 
und nad) dem Obigen, weil 


Aber 


du 
f öt = 0 
iſt: | 
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x j 
3* coy,i = siny . 


Solglid | 
j Op ⸗ dq . 
zo, m = (siny; 
O’u _ p’cosw? + g’siny? 
Kl = = ————— 
Alſo 


sin ® 
e=7 


Nach (27.) ift aber 


Alfo 
| Br ee sin © \ 
Ä = FT cosy2 + esinyp: " | 
Fur einen normalen Schnitt it @=90°%, y=V (27.). Alſo 
ee” | 

oe" cosV? + eo sinV2 ? 

ganz mie in (7.). Die obige allgemeine Formel fir o rührt 
nach Facroir (Traite du calcul diff. et du calcul int. T. L. 
Paris 1810, p. 530.) von Meusnier her. 


29. Zu den fchon oben und Thl. III. S. 400, angeführten 
Schriften fügen wir hier nur. noch die Lehrbücher "der analytifchen. 
Geometrie von Brandes (Leipzig. 1822.) und Littromw 
(Wien, 1923.), und Puissant Recueil de diverses propo- 
sitions de Geometrie. Paris. 1809. p. 365— 422. worin die 
Lehre von der Berührung und Krümmung fehr einfach und deut- 
lich) vorgetragen if. Cauchy Exercices de Mathematignes 
Livr. 5. (Sur un théoréême relatif au contact des ’courbes) 
und Livr. 7. (Sur les divers ordres de contact des lignes 
et des surfaces). In gewiſſer Verbindung mit gegemvärtigem 
Artikel ſteht auch der Artifel Cauſtiſche Flächen und Linien 
i. d. 3., auf den wir alfo hier verweifen. Eine artige Anıven- 
dung der Fehre von den Berührungen f. m. in dem Programm: 
De Horizontibus Spaeroidum (Lips. 1831.) von M. W. Dro⸗ 

biſch. | 

30, Ganz neue Anfichten über die Krümmung der Flächen 
enthält die wichtige Abhandlung. von Gauß: Bisquisitiones 
generales circa superficies curvas. Gotting. 4828, Einen 
Auszug aus \diefer Abhandlung hier in der Kürze zu geben, iſt 
nicht wohl möglich, fo viele intereffante Unterfuchungen diefelbe 
auch enthält, Alles folgt in derfelben aus zwei neuen von Gauß 
eingeführten Begriffen: der ganzen Krümmung und dem’ 
Maafe der Krümmung oder der fpecififhen Krüms 
mung einer frummen Fläche in einem beitimmten Punkte derfel- 


ur 
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ben. Am wichtigften ift der Anhalt diefer fchönen Abhandlung 
aber für Geodäfie und fphäroidifche Trigonometrie, fo daß es faſt 
ſcheint, daß Gauß?s große geodätifche Arbeiten derfelben dag 
Dafeyn gegeben haben. Der Berfaffer diefer Zufäge hat ihren 
ganzen Anhalt, mit Erläuterungen und Zufäßen, in feiner Sphae- 
roidischen Trigonometrie. Berlin. 1833. 4. wiederzugeben 
verfucht, auf welches Werf daher bier zu verweifen erlaubt feyn 
mag. Die Abhandlung von Gauß enthält auc) mehrere fehr ele= 
gante fpecielle Säge über die frummen Flächen, und ift ganz 
geeignet, die Genauigkeit geodätifcher Rechnungen zu erhöhen. 


Beitimmtes Integral, 


1. Wenn man das unbeftimmte integral JRaxı wo X 


eine beliebige, zwifchen den Gränzen x=a, x—=A fletige, Fun—⸗ 
ction von x bezeichnet, fo beitimmt, daß es für x=a verfhiwin- 
det, und dann xX— A feßt; fo nennt man den dadurch hervor— 
gehenden Werth des gegebenen unbeftimmten Integrals ein be= 
ſtimmtes Integral, und bezeichnet daffelbe durch | 


JS. "Xor. 
Indeß find auch 
A 
—⏑—— 


leicht verſtaͤndliche und in dieſem Woͤrterbuche zum Theil ſchon 
zuweilen angewandte Bezeichnungen. In dieſem Artikel ſoll die 
Bezeichnung durchgängig gebraucht werden. Man fagt auch, 
aß 


4 
Xox 


der zwiſchen den Graͤnzen x=a, x—=A genommene Werth des 
unbeftimmten Integrals Rx fey, ein Ausdruck, deſſen eigent« 
liche Bedeutung bald näher erhellen wird, 

2, Um alfo ein beliebiges unbeftimmtes Integral — 
zwiſchen den Graͤnzen x—=a, x=A zu nehmen, muß man nad) 
dem Vorhergehenden diefes Integral fo beftimmen, daß es für 
x=a verfchwindet, und dannx=A feßen. Nehmen wir hun 
aber an, dag f(x) die Function fey, welche man erhält, wenn 

> man /xox fo beftimmt, daß diefes Jutegral für x==a ver⸗ 
ſchwindet; fo ift nad) (1.) 
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xx =F(A). | 
Allgemein fr wenn C — beliebige Conſtante bezeichnet, 
xõx = +C. 
Solglich, wenn man XSû A ſetzt: 
— | 


und, wenn man x a ſetzt: 


Vxöx=fla)+ 6. 
(x=a). ‘© 


Wi — /xöx =f(A)— f(a). 

5 (x=A) / a2) 

Da aber nad) der Vorausfegung f(x) die Function ift, welche 
man erhält, wenn man das integral Rx fo beftimmt, daß 
es für xa verſchwindet; fo- ift @a)=0, und folglidy: 


fx x— [Xöx=f(A). 
(x=A) (x=a) 
=’ nad) dem Dbigen : 
N: Xöx = [Xox — 

(x=A) (x a) 

Man kann demnach das beftimmte integral 
Sr xx 

auch fo finden, daß man. in dem — Integral J: Xoõx 


zuerſt x—=A, dann x=a ſetzt, und den letztern Werth von 
dem erftern ſubtrahirt, welches in den meiften Bere leichter zum 
Zweck führt, als die Anwendung der erflern Methode, 


3. Nach (2.) if: 
JS» - — Xox 


x= (x=a) 


IR Xöox = [Xoöx — Xox. 
(x =a) (x=A) 

Folglich immer: 
Sf xX%x+ ei Xoõx 9. j 


pn=- fra. 


Alfo 


oder 
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4. Um Nichts unerläutert zu laffen, fchalten wir Bier fol. 
gende Bemerkung über die Summirung der pofitiven ganzen Po— 
— natuͤrlichen Zahlen ein. Nach dem binomiſchen Lehr: 
aße iſt: s 

(x + 1)rH — ara + Bert 4 Car-2 +... +Px+Q . | 
ne wenn man nad und nach x—1, 2, 3,4, 5, »... 
etzt; 


24 — IH A. I B. Iä + GC. +... +P.1+ 0 
IH — HH A. æ + B.2 4 0.2024 ..+P.2+0Q 
Ah — Br A. z 4 B. ar-i 4 0.82 +... + P.3 + Q 
(X A)rH — Hl = A. + Bert + wi 4... +P.x + Q 


Set man nun allgemein 
+ tr. „ron, 
und addirt auf beiden Seiten der Gleichheitszeichen; fo erhält man: 
G yTI — 1= AZ + BEx-ih ... + P3x+0Qx. 
Er dem binomifchen Lehrfaße ift aber befanntliy A=r-+1. 
1%) 


(er ERr—(X — 1 — BExtt— Ort, .— PSx— Ox. 
Folglich für r—=1: a. 
22x = (x+1)? —1 —: Qx. 
Nach dem binomifchen Lchrfage aber - Q—1. Alfo 
22x (x 4 1)) —1i—xı=x’ + x 
Sı =4x + (.)x, > 
wo (.) einen gewiſſen beftimmten Coefficienten bezeichnet, auf 
deſſen befondern Werth es jet weiter nicht anfommt. Für —2 
findet man leicht: 
3x? = (x+1) 1 (.)Ex — (.)x 
=x + (.)2 + (.)x 
x? = 4x’ + .(.)x? + (.)x. 
Geht man ‚fo weiter, fo findet man. allgemein: 
er zu ze + (.)x + am ‘+ + 23: Da 
5. Man nehme nun an, daß a<A, folglich immer A—a 
pofitiv fey, und fee A—a=ni—=a, wo wir. annehmen , daß 
n eine pofitive ganze Zahl fen, welche beliebig groß, i alfo, wel- 
ches ebenfalls pofitio ift, beliebig Flein genommen werden kann. 
Ferner ſey X=gY(x), und | | 


Y = [xöx = /stx).0x er 
Die Summe | 


yfa+i).ir gaFr2i).i+r gla+3i).i + ...+g(a+ni).i ! 


! 
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bezeichne man durch S, fo wie die Summe. | 
y(a).it+ gylari)i+ ar). i+. ge: Para-mn. i 
durch 8. 


Mittelft Entwickelung nach dem Loylorſchen Behrfaße ae 
man leicht: 
— MORE ee, - +. Fe; ve 
or pla).i + Be, 4 Er) = zn 
+ ce. i+ 80. T + un = = 
+ »(a). i+ er), 7 + Ente, | 
Oyla) i? _ O?py(a) 3 
= nn + Ant Tat nr 12 1.2 
| —* ja * 
— I. i —* + ..... | 


2.102 —— J 
— har + om + Gnf 


en — En AL Homo + on 








| = py(a).ni + 


=y(a) nit 90) l (miy? + C-Imi,i . i 


Tele 5 Hais + (mdt.i + niit — 


— oe (ai)? —* Jan. | —* —X 


— 
el. 
ww 


ie Ei 246 ei. 4 


>. 


o * —— + (.)adi+ (. Laer 173 





4 dual, at +(Jerit()orit + (ei? 
te ee a De ec 
Nach dem — iſt nun 


Alſo, wenn man 
Azx+ (A—x) 
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* nach dem Taylor'ſchen kehtſatze: 


eY — —A — 
— — et er —— ..... 
=Y+90).77 are Eee) dom 
+ .. 
Dip (a 
oxX? "1.2.3 


BR RER 22. ‚A— 2)? 
TEN 





| und folglich, wenn = x=a feßt: 


— und pa) (A—a)ı 
sera. + da + Frhr er er 





| 1.2.3 
J 
oo (a) ai REIT ad — 
IE — rent — 


Aber Y= — P(x).ax. Alſo nad) (2.). 
| A: A 
t — = = .OX . 
— — S. = S. e a | 
Folglich 
a? A’ (a a? 
N teste 


Denkt man ſich nun die oben gefindene Summe S nad) Poten- 
‚zen. von i entwickelt; fo erhält‘ man ſogleich: 


—— 6). %&+ Li+ Li? + Li’ + Lit + — 





*. Kr L - LAS 4 LuB 4 hier, 


wo die Coefficienten der Potenzen von i bloß von a und @ ab» 
hängen, 
Ganz auf ähnliche Weife findet man 








= yla.i | 
Be CEs — — 
+ p(e).i + (a) — — * — 
—— 128 2 „Te, > For 


.» vw  n oo 83 ee 83 8 #8 oe 


+gp().i+ ne, er + ne), — 
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— 


1 
Ppla) i® 





—3 -Ig23- air ..... | 
Aber nad) (4.) wer 
28-1 = LEN OR-Tr ++ IE-DHIEN), 
woraus, wenn man fich die Potenzen entwickelt denft, fogleich 
folgt, daß I(x— 1)" die Form ' * 


zw-=; Helen IT) 








hat, fo daß nämlich das fette Glied conftant iſt. Man hat alfo 


Opla) i? 
m, 


8 (a) · ni + = im + On+C)| 


+ 9, je + om+on+e| 


0%: 34 | 
— E Iinsom + ont on+ | 


+ ® 





woraus man ganz wie vorher | 
A 
Ss’ =/, p&).&x& + Li+ Li? + Li + Lit + ee. 
a — 
| | 
— X%x + Li+ Li? + Li? + Lit +... 


erhält. Die Eoefficienten der Potenzen von i hängen wieder bloß 
von a und a ab. 
Der Kürze wegen wollen wir 


A A. 
s=/ ar 2,s=f Xox+ 9 


a ’ 
fegen, mo 2 und 2 Functionen von i find, welde für i=0 
berſchwinden. Iſt nun X9 (x) eine ſtetige Function vonx, 


wenigſtens zwiſchen den Graͤnzen xXXa, A, welche alſo auch 


zwiſchen dieſen Graͤnzen nie unendlich wird; ſo kann man ſich die 
Werthe -von X zwiſchen dieſen Graͤnzen als die rechtwinklichen 
Ordinaten einer 5 — denken, deren Abſciſſen die entſprechenden 
Werthe von x ſind. Theilt man das Intervall A—ainn gleiche 


‚Theile, deren jeder A iſt, zieht durch jeden Theilpunkt eine Or⸗ 


dinate der Curve, und durch die Endpunfte aller Drdinaten Pa- 
ralfefen mit der Aofeiffenare bis zu den Drdinaten, welche der 
Drdinate, durch deren Endpunft die Parallele gezogen worden, 
zunächtt. liegen ;.fo erhält man. zwei Neihen von Rechtecken, deren 


Summen, wie leicht erhellt, =S und =. ſind. Die 


* 
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Summen diefer Rechtecke Ändern ſich aber, wie fogleicy im di 
Augen fällt, ftetig, wenn i ſich ftetig aͤndert; alfo werden am 
S und S ſich fletig aͤndern, wenn i fi fletig Andere. Si 


i=01I 


Sr +a= fx, 
Sa+r=[%. 


Laͤßt man nun i von Null.an ſich ſtetig aͤndern; ſo aͤndern fid 
wie wir ſo eben geſehen haben, | 


NN x0s + 0 m [xx +9 
P a a 


gleichfalls ftetig von N: Axor an, und es müffen ſich alfo au 


2 und 2 von Null an fletig dndern, wenn i von Null an fid 
ftetig Andert. Hieraus folge nun auch umgekehrt, daß i imme 
fo flein angenommen werden fann, daß 2 und 2’ der Null be 
liebig nahe fommen, oder daß, wenn man nur i flein genug an 


nimmt, S und S dem beftimmten Integral / "Xx beliebig nah 


obracht werden fönnen ‚ woraus ſich ferner das folgende für di 
heorie der beftimmten Integrale überaus wichtige Theorem er. 
giebt: 

Wenn a<A und die Function X zwiſchen den Gränzen 
x-a, s—A ſtetig / iſt; fo ift das beſtimmte Antegral gi Axaı 


die Summe der Producte, welche man erhält, wenn man zwi— 
fehen den gegebenen Gränzen in gleichen Intervallen die Werth: 
der Function X mit dem immer als pofitiv zu betrachtenden 
Merthe eines diefer Intervalle multiplicirt, mit defto größerer 
Genauigkeit, je fleiner die Intervalle genommen werden, und es 
fann die genannte Summe diefem beftimmten Antegrale beliebig 
nahe gebracht werden, wenn man nur die Intervalle flein genug 
nimmt. 

Das Tintegralzeihen, ald Summenzeichen, verdankt diefem 
Sate, welcher namentlich aud) für alle Anwendungen der Inte— 
gralrehnung "von großer Wichtigkeit ift, feine Entſtehung. Da 


nach (3.) 
| J% = — [ xor 


iftz fo ift das erflere Integral derfelben Summe gleih, wenn 
man. nur jeßt die Intervalle ald negativ betrachtet. ivie fogleich 
erhellen wird. Man fann alfo den obigen Lehrfag auch auf fol— 


genden allgemeinern Ausdruck bringen. 


J 
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Wenn die, Function X zwifchen den beliebigen Graͤrzen a, 
——A ſtetig ift; fo ift das beffimmte integral [ Xöx die Summe 
er Producte, welche man erhält, wenn man zivifchen den gege⸗ 
enen Orangen in gleichen Intervallen die Werthe der Function 
I mit multiplicirt, vorausgefeßt, daß n die Anzahl der 
Intervalle bezeichnet, mit defto mehr Genauigkeit, je größer n if, 
ind es kann die genannte Summe diefem beftimmten Integrale 
Jeliebig nahe gebracht iverben, wenn man nur m groß genug nimmt, 

Setzen wir alfo | A 

an era A=a-tni, 
und bezeicdnen die den MWerthen - 
la, a+i, a+2i, a+3i, ....a+toi 
entfprechenden Werthe der Function X der Reihe nach durch 
| 9 ee Pe A SE 





ſo iſt | | 
Sr» =i|x ER ALHT .. P + Xa-ı] i 
oder . . 


Sinn 4x, +%,+. + Xacı + Xa} 
a \ 2 
defto genauer, je feiner i, oder je größer n ift. 


6. Alles Bisherige gilt nur unter der Voraugfeßung, daß | 
die Function X zwifchen den Gränzen x=a, x=A ſtetig oder 
continuirlich ift. Um aber den im (5.) bewiefenen Sat aud) auf 
discontinuirliche Functionen, zu deren näherer Unterfuchung die 
Mathematiker feit einigen Jahren durch verfchiedene phyfifc) - ma- 
thematifche Fragen geführt worden find, ausdehnen zu fünnen, 
it es nöthig, den Begriff des beftimmten Integrals überhaupt zu 
erweitern (f. u. A. Cauchy Resume des Lecons donnees 
a l’ecole royale polytechnique sur le calcul infinitesimal. 
Th. I. Paris. 1823. p. 96.). Finden naͤmlich zwiſchen den 
Graͤnzen x=a, x=A für die Werthe a, &,r @,,'@,y 
20% Rn-ı Unterbrechungen der Continuität der Function X (So- 
lutions de continuite) Statt; fo ivollen wir mit Cauchy unter . 
dem ziwifchen den angegebenen Gränzen genommenen Integral 
von XGx die Gränze verſtehen, welcher. fid) die Größe 


are ©,+8 re | A J 
xo . x xõx 4.. x 
J “a are — a,te en + n—ıtre En 


die obern oder unterm Zeichen genommen, jenachdem a Fleiner 
oder größer ald A iſt, nähert, wenn e, das immer als pofitiv 


\ 
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angenommen wird, fih der Null nähert, oder unendlich klei 
wird. Unter diefer Vorausfegung gilt offenbar der in (5.) be 
twiefene Satz auch für discontmuirliche — ‚ und zugleid 
erbellet aus (5), daß jedes beitimmte Integral die Area eim 
gewiſſen Fläcye darftellt, man ſich alfo auch umgefehrt Fiir jede 
beftimmte integral die Area einer gewiffen Fläche gefegt denfen kam 

Jedes beftimmte Antegral läßt ſich auf zwei verfchieden 
Arten in andere beftimmte Integrale ald Theile zerlegen, welche 
oft von ganz befonderm Nutzen if. Kann man zuerft vd 
Function X in gewiſſe andere Functionen P(x), 9, (X), 9. (X 
P. (QR, ++... zerlegen, fo daß 

X=zy()+FY,() Fl) Fr) + ---- 

ift; fo ift auch _ 

Xıx=yß).x , (x) +p () · Ox . (x) Ar +... 
Denkt man ſich nun, daß x nach und nach alle Werthe vor 
x—a bis x=A durdlaufe; fo ergiebt fid) aus dem vorhergehen 
den Betrachtungen und aus (5.) augenblicklich, daß allgemein 


Ro = vw. RICH, U AKACE, our 
iſt 


Anſtatt die Function X in Theile zu zerlegen, kann man 
aber aud) das Intervall A— a in Theile zerlegen, zu welchem 
Ende wir und eine Reihe von a bis A fortwährend zu = ode 
abnehmender Größen 

a, GG, y Any een Any A, | 
in endlicher Anzahl denfen wollen, fo daß das Intervall A—a 
in die Theile 
0—a, 0, —a, 0, —@, 5 »- An—1—an-2, A—an-i; 
deren Anzahl = n +1 ift, getheilt wird. Theilt man num jedes 
diefer Intervalle wieder in unendlich fleine Elemente, und be 
zeichnet die Summen der mit dem Werthe eines ſolchen unendlich) 
fleinen Elements multiplicirten Werthe der Function X im den 
einzelnen Intervallen, d. i. die entfprechenden Flaͤchenraͤume, der 
Reihe nad) durch 
9, S,, $25 8, +... 84-1, Sa 5 
fo ift nad) dem Vorhergehenden 


Sf" xo=s 
a 


+ 
.a 8 8 8 FF HH ee 6 
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I) — Ent & 
Xxoõx = Sni 


a 
X0x = Sn . 


” En—i er 
Aber offenbar nad) dem Obigen ! 
N a=s+u. 4, 4 4.48. 
Alſo | 


A | a a, @, A 
/ Xox = X%x + JS. Xox + KoxH+..+ ir. 
a MB a Gr ni 


So ift 3. B. immer 


I x = "xox + [7 X0r x 

Ja J- 0 | 
SI; xos =/. xön+ [" xöx, 
7 —-n f u} 0 


oder überhaupt 


ar A @ A 
Sa = [ro + fx, 


wenn @ eine zivifchen a und A liegende Größe if. Es ift Mar, 
daß diefe Säge, welche in der Theorie der beftimmten Integrale 
fehr Häufig ihre Anwendung finden, fo wie der in (5.) bewieſene 
Satz, fowohl für continuirliche, als auch für discontinuirliche 
war gelten, unter Vorausſetzung des vorher eriveiterten 


egriffs des beftimmten Integrals. Der Kürze wegen wollen 


wir aber im Folgenden, wenn es nicht befonders erinnert wird, 
immer bloß continuirlihe Functionen betrachten. f 


Nachdem num die wichtigſten allgemeinen Eigenfchaften bes 


fimmter Integrale berviefen worden find, wollen wir verfuchen, 
im Folgenden einen Begriff von den verfchiedenen Methoden und 
Kunftgriffen zusgeben, welche zu der Entwickelung ihrer MWerthe 
angewandt worden find, wobei zugleich Die wichtigften- Nefultate 
angezeigt werden follen, zu denen man auf diefen verfchiedener 
Wegen gelangt ift. | | j 

7. Die erfte und allgemeinfte Methode zur Entivickelung 
der Werthe beftimmter Integrale iſt offenbar die in (1.) und 
(2.) angedeutete, nad) welcher man auf die dort angezeigte Art 
von dem allgemeinen Ausdrücden unbeftimmter Integrale zu den 
geſuchten beitimmten Werthen derfelben übergeht, wobei ſich jedod) 
oft Abkürzungen der Rechnung darbieten werden, ivenn man mur 
auf den Sur der allgemeinen integration ‚gehörig Rüdficht 
nimmt. ® So überzeugt man fich 3. B. leicht durch Differentia- 
ton von der Nichtigkeit der Gleichung : 

Supplem, zu Klügels Wörterb. 1. 


⸗ 


* 
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l 
Ent OR — — eo — 1 ınY1—x2 z 
Yin ıaH+rljyJ Yı-x n+i1 


Mittelft derfelben gelangt man, wie in dem Art. Integralfo 
(62. 63.) gezeigt worden iſt, leicht zu dem allgemeinen Aus 
drucke des unbeitimmten Integrale | 

xu-+i dx 


von welchem man dann nad) der in (1.) und (2.) gezeigte 
Methode zu beliebigen beftimmten Werthen übergehen fann. Di 
näherer Betrachtung obiger Gleichung erhellet aber. augenblicklich 
daß diefelbe zwiſchen den Gränzen O und 1 folgende einfache 
Geftalt annimmt: 














(u) Ixn--i Ox — xn x 
Vi at+rlj/o Nix 

Bekanntlich ift | 

ÖArcsinx = Or ‚ Arcsinx = — 

Yrıi—x? Yrı—x? 
Solglich Ä 
“ [ ı Ox_ — 
orı 2 


Seht man ferner 1— x? = 2°; fo iſt xox = — zdz.. Alle 
xöX = - [a =-: = — Y\i-x?, 


Yi—x? 





SL! xx 
= 0 — — 1 = 1 0} 
oe rı1—x? ) 
Aus diefen beiden beftimmten Integralen erhält man nun durd 
fucceffive Anwendung der obigen Relation leicht nad) und nad): 


1 xox 















































ı &_ 22 21 
oe Yi—x? 2 o ri1—x? J 
ıX0x _1.r LxIox _ : 
van /ya 
ıxtdx _ 1.3. ı xs0x _ 2.4 
ori: 2.4.2 Na 
ıxs0x 1.3.5.” 1 xToxX _ 2.4.6 
Ta 2682 /. yo 387 
w ff | u. ſ. f 
Alfo allgemein 
(2.) 1 x2n0x — — (2n —3 1) — 
orI 2.4.6.8...2n 2 
1 x2n-HiOx 2.4.6.8... 2n % 











\ 
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voraus ſogleich die merkwuͤrdige Relation folgt: 


(4.) 1 x’ndkx IxanHOx 1 * 
IK 0 Yıi-a +17’ 





der auch | 
5.) Ixantiöx Pixar 2 2.2.4.4.6.64...2n.2n 
IA rI» Jı Yin = 1.33.5.5.. (2-1) (2n-1) (Auf) 


8 Man fee jeßt ai — 1, fo daß a eine pofitive ganze 
Zahl iſt, und bezeichne die den Werthen | 
O, i, 3, 3i, ‚Mi, .... ai 


von x entſprechenden Werthe von 


x2n—1 
Yi—x 
tefpective durch | Zn 
Kos Kıy Kay X., Kay .. ... Xu 2 


ſo ift nach (5.): 
1 x2n—1 0x 


iꝛ. X. X X P.. MX.- 


deſto genauer, je kleiner i iſt. Da nun 





x2n x?2n—1 x2n--1 . xn—1 


ri 77 
it; fo find die den Werthen Ä 
| O0, i, 2i, Bi, Mi, cc, ei 
von x entfprechenden Werthe von 











x’n BE Se — 
ri» Yen 
tefpective: 
und j Ko; iX, ; 21iX,, 3iX,, ... aiXe ; 


Ko, 1?X,, (2i )2X., (3i)2X,, ... (ai)?Xa. 


D aber ai —1 iſt, und folglich die übrigen Bielfachen von i i 
— echte Bruͤche ſind; ſo iſt 


A, = X, X, = X, 
iX, <X, x, < iX, 
UÜiX, <X, (i)?X, 2i X., 
iX, X. (APR, <GX, 
ik = x. | (ei )? X, = aix. 


— weil x⸗ Be Se PR © — alle poſitiv 
82 


— 
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X, 4 iX. FAX, 4 8iX, +... aiXo 
CX.VX. FX. X., +. * X- 
X. TiX, FAR, 4 3iXx, +. Heide 
XiX ML. +’ X, + ..+ (ci)? X- 
d. i., wenn man nur im diefen beiden Vergleichungen auf beiden 
Seiten der Zeichen nody mit i multiplicirt, nad (9.) und dem 
Dbigen: 
1x20 0x 1x2n-10x 1 x2nOkx 1 x2n-Hi x 
I Ye Joti-e Joiim Soli 
Da nun nad) (7.) 
Ix2nHiOx, fixan-idx __ 2m 
oYi—J/oYi—x ati’ 





und 
| Ari Ar 
ift; fo ift ar, daß das Verhältniß 
1x2n-+H1 9x 1x2n—10x 
JS ie Jo Nix 








dem Berhältniß der Gleichheit beliebig nahe gebracht werben 


fann, wenn man nur n groß genug nimmt. Da aber, wie wir 
fo eben gefehen haben, | 





Be t x2ndx 
o Y1—x? 
zwiſchen den Gränzen 
) | 122n—10x ixꝰ2n-i qx 
| o Yi—x? ori—x? 
enthalten iſt; fo kann offenbar auch das Verhaͤltniß 
1x2n-k1 0x 1 x2ndx 


o Yi_x*: oYı—x? 
dem DVerhältniß der Gleichheit beliebig nahe gebracht werden, 
wenn man nur n groß geung nimmt. Alſo faun man n auch 
immer fo groß nehmen, daß die Gleichung 
— 2 2.2. 4. 4. 6.6 .....- 2n.?n 

— 5'1.3.3.5.5..(2n—1)(2n—1)(2n +1) 
ohne merflichen Fehler erfüllt wird, Demnad) fann man n aud 
immer fo groß nehmen, daß ohne merflichen Fehler en 
3 —I 2.2.4.4.6.6 ........ 2n.2n 

2 7 1.3.3.5.5.. (@2n—1)(2h—1)(2n+1) 





-ift, und der Fehler kann immer beliebig Flein gemacht werden, 


wenn man nur n groß genug nimmt... Dies, führt. auf den. be- 


kannten von Wallis gefundenen merfiwärdigen Ausdrud: - 


— 


’ 
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‚x _2,2.4.4.6.6.8.8.10.10..... 
2 1.3.3.5.5.7.7.9.9,11.00... e 


do bei aus dem Vorhergehenden zugleich mit völliger Deutlichkeit 
er eigentlidhe Sinn der unendlichen Factorenfolgen im Zähler 
nd Menner diefes Bruchs erhellet. 

9. Seht man x—=zr, Ox—=pzr'öz, fo wird. die in 
7.) bewiefene Relation (4.), weil z=0 fr x—=0, z=1 
uͤr x=1 il: 


(6) p Izanptp-1dz Plant _ 1 m 
o rı-:2 Jo Yi-za - A+ı'2 


oder, wenn — ap +p—1=q — — 
2n 1LMſetzen: 
Kaya Tu —— __ 1 1 E, 
ri-:» Jo Yi-ı p(q+1)'2 
woraus z. DB. für — p=2; q=0, p=3; q= 
ı=V, )>=> 
5 


pP=3; q=0, p=4; qg=2, p=4; 
q=1,p=95; — p=5; q=3,p= 


(8.) IK: rim, — 

3 
* — ri. — ER 

1 24 
*— * FR 0 = 
a Se —. Din 

1 6 
af, — — 

1 5 

nie IK —. ni 2 

6 
Sf 

1 7 
Se ) J. — — 
(1) Nee Sres 40 ? 
welche Säße, deren Zahl, ſich leicht vermehren ließe, gewiß alle 
Aufmerkſamkeit verdienen, 


10. Setzen wir in (2) x—=z 
=1— z; fo wird 

x?2n dx j zu02 

rin "Nm 











N 1 
>] 





Ia 8a Sa Sa SR oa Bla ola 











; 





1 
4 


wi | 
‚ (x =42 °02,1—xt 
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Folglich, weil z= 0 fürx—=0, z=1 für x=1 if: 


1 zul o _ 2 xꝛ?a dx 


oYz—z: — o Yi—x? : 











dv, i. 
zu O2 1.3.5.7... (in—1) 
6) Yu BO: ne DR 


11, &8 ift ferner 
zo _ N xtöx 


ri-® Jri- 
da 1—x=(1—x?) — Alſo nach dem binomiſchen 





aut ut, 




















Eehrſatze: 
mo 
— 
xu dx nt ox Santtdx 1. 
—— ri +73 3. i Yes 2.4 —— 
und folglich auch: 
ixxn qx 
— 
RL BE In 1.3 fimHöx 1.3.5 fixm4söx 
ori Jr "2aJoYim 24.6), Yıa 
Alfo nad) -(2.) und (3.): neun 
1 x?2a 0x gr 1.3.3...(2n —1 
u) (a =5]| — 
——— 5...(2n +1) 
"2.4.6...(2n+2) 
+ 1:3 1.3.5...(2n+3) » 
J 2.4 2.4.6...(2n +4) 
_ 1.3.5 1.3.5...(2n +5) 
2.4.6°2.4.6...(20+ 6) 
J 
A ee — 2.4.6. .(2n +2) 
ix  3.5.7...(20+1) 3.5.7..(2n +3) 
1.3 2.4.6..(2n +4) 
2.4°3.5.7..(2n +5) 
1.3:5 2.4.6..(2n +6) 
2.4.6 3.5.7..(2n +7) 
4 —— 


Jusbeſondere bemerken wir noch: 
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| 31.3 1.3.5 
— u * ana —— +. 
IE 


„32 — 
+ "u 
.6 
3.5.7 


u fer 








1 d. Art. Cyklometrie (30.) in diefen Zuſaͤtzen. 
12, Da 


— 4:1 1.1.3 
Y } 2 2-4 
. a mi 4 dat 2 zart gg 
it; ſo iſt 


S® Ya I = 





a3xd — .... . 





+ ia i xꝰ õx 1. 1, i xadx 
En 1—x? o Yi—x? u 5% Yi_x: \ 
1.1.3 1 x6 x j 
a3 - n 
rast Jo VI 


d, i. nach (2.) 
ae 11, 1.1 1.1.1335, 
(22) /. af a -7]1 + 552777 * 4220466" | 


13, Ferner us 


, 4x) Ze, 
— Yxı_-x \ 











d. i. 
1 x 
— 
i6x 1 xox — *8 1.3 ı 20x _ 
oYx_—_x? — — 2. 0 Yı— x 
ber nach (17.): 
1 0x 1.9 1.9.25 
— — — 


14, Eins der wichtigſten beſtimmten Integrale, welches 
Ms dm „bisherigen Sägen auch abgeleitet werden kann, ift 


"ob, Seht man nämlich. in der Öleihung (4.) 
x — e-at?, (21 4 ) =1; 


bftt=w für ls t=0 für x—=1, mie leidt er⸗ 
hellet. Ferner iſt 
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x’n == e+2ngt? — e-u-gpr ’ xrn emt? : | 
"dx = — 2gte. -?dt, za = — 2ge-tit,, . 
nd = — 2gte-(erVt?dt, 1x? = 1—e-2d?, 


Folglich nad) (4) 


Ag? ‚etitdt fPe-tammt?tdt _ gu 
| oYi-em/ „Ni —erm 7?’ 
oder | : | 
2 e-t? tot Ve-amtitdt m 
2gq | 2q 
Durch Entwickelung in eine Reihe erhält man: 


—— eat =t? — 2e* gt & — 22222 
27 1.2 77.8.3 


Denft man fih nun, daß. q fich fortwährend der Gränze Null 
‘nähert; fo nähert ſich diefe Neihe fortwährend der Gränje t?, 
Dbige Gleihung wird offenbar auch noch dann Statt finden, 
wenn man fich vorftellt, daß q die Gränze Null wirklich erreicht 
habe, fo daß alfo, wenn man q=O feßt: | 


0e-t2 tt 0 e⸗te t At rt 0 2 7 
= — —t? —— 
/. — S. t . a | ar 5 
00 ee) Jo 


woraus fogleid) folgt: 


JS. t=+4rn. 
00 


Da nun aber, wenn man õt poſitiv nimmt, e—t õt immer 
= 
pofitiv iſt; fo ift /. et? dt nad) dem in (G.) bewieſenen Satze 








pofitiv; alfo / e-t dt nach (3,) negativ, fo daß in der obi- 
gen Gleihung das untere Zeichen zu nehmen, d. i. | 


JS. =-ıYz, 


a) [ ra=ır | | Ze 
o 


zu feßen ift. Nimmt man t negativ, fo Ändert, At immer als 
| Ar — e—t?9t fein Zeichen nicht, und es iſt alſo 
nad) (5. 


folglich 


(25.) "et gt=ıYn 
-o© 


it. Aber nach (6.) 
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fo» 0 00 
— et e-t2 dt +), e-t2dt, 
00 - 0 * 
ifo nad) (24.) und (25.): 
(26.) e-tödt=yYn. 


Bir werden fpäterhin zu diefem merkwuͤrdigen beftimmten Inte⸗ 
xal noch auf andere Art gelangen, und wollen jetzt zunaͤchſt 
inige Folgerungen aus: demfelben ziehen. 

15. Vorher machen wir jedoch auf einen ſich uͤbrigens 


ehr leicht ergebenden. Sag aufmerkſam, welcher in der Sol 
gebraucht werden wird, & — — ö° nn 


A 
ST. Xox=B, 
und C eine conftante Größe; fo.ift 
| A CXöx — BC. 


a 


Denn es iſt befanntlich 


3% = GC xx. 
. | 
So = GC xax — cf xx 
a (<-A) 


(x a) 


Folglich 


=c}! de x | = c —*— 


(x=A) 9 (sz=a) 


16. Rach (14) if 
S.. e=-2? 92 = 7? A 
: co 
Seßen wir nun 


= (247). 02 — at, 

wobei wir annehmen, daß a pofitiv fey, damit z einen reellen 

Werth behalte; fo ale man fi) leicht, daß z = + « ill, 
o iſt 


wenn x — + » if. 


p? 
I. e⸗22 92 = — (rer), — n# B 
= 00 


CR A Eu =) %x= (= j 


Folglich nach (15. ), wenn man auf beiden Seiten mit 


* 
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multiplicirt: 
(28.) u terodr=(T) Par 


Sir b=c=0 wird, wenn man zugleich a? für a feßt: 


* - ax 6 
(29.) e = = 


= — a?2x2 — 
wS, uni tt. 


17. Auch die Entwicelung in Reihen führt häufig auf 
eine leichte Art zır den Werthen beftimmter Integrale, welches 
vorher fchon an ein Paar Beifpielen gezeigt worden ift, bier aber 
FT a Paar anderen merfwürdigen Fällen erläutert wer— 
den toll. 
| Durch Entwicelung in eine Reihe und dann durch Tinte 

Hration findet man leicht: 


xa-idx - 

aa Ox — zam-19x + xahin-i0k cn. 
xa—1 fx xa xa--n xa-+-ın xa-F-3n 

Er a arn a+!n atsn ’ 


woraus ſich fogleich für jedes a und n ergiebt: 
Ixa-10x 1 1 1 1 
ee = ——— — 
Es iſt alſo auch 
1xa⸗i0x _ 1 1 1 1 1 
Sa — 








Folglich 

| Fanta - sn nate 

- Seht man aber in dem Art, Cyklometrie in diefen Zufäßen (4.) 
x=, fo wird: | 2 

1 





, ar 
sin — 
I n 
n n n n n 
an + n—a)ı (n+a)a * (2n+a)n 
| — 
+ (3in—a)n 
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Tr 1 1 1 1 1 
— =— + — —— 4 4 22 
— a n—a n+a 2an—a 2n+a. j 
Te 1 1 1 1 1 
sinam a Pia Ida 2a 24a} 2 
jo nad) (6.) 


a, (FF - — 


1+x sin ar 
jerner ift, wenn man im Zähler und Nenner mit x” dividirt: 
xa-10x xa-n—10x 
Js Sl ar 1i+ — ? 
„it, wenn man im Obign a—n für a, —nfürn feßt: 
gwa—i Ox Rx gan xa—2ın + xa—3n . R 
NE an" a— m !a—in Ä 
It nun n tiv und > a; fo if biefe Reihe = (, für 
(=e, und 


1 1 
—— — — — — en tun 


er x—=1, Alſo, wenn n pofitiv und > a ift: 
xa-10x 1 1 1 1 
[7 1+x RL BL ul SZ nee 
Uber nad) (6.) 
” ga—l za-1x 1 xa⸗ i dx ® xa-1x 
FA Ir = [ir + i i+x. * 








m ya-idx 1 ı _-1 e* 1 2 1 
/ 14x—442——n — a—2n ' a+2n Fr 
1 1 1 1 
= It u aatar +a Te 


d. i. nach dem Vorhergehenden: F 
oo a—L 
ic ) J. —— = = - = —_ — 


nsin — 
n 


wenn m pofitiv und > a ift. Diefes merfivürdige Integral hat 
Eufer in den Inst. Calc. int. T. I. $. 351. auf andere Art 
bewieſen. Setzt man n=1, fo erhält man für jedes a <1; 


”xa-idx 
-(%.) /. 757 * = en i 
Die hier gezeigte Methode ift in vielen Faͤllen anwendbar. 
Wäre n poſitiv und =a; fo wäre, fuͤr x», offenbar 


ya—n xa—2n xa—3n 
= %, 


a — n a — 2n a — 3n 
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Alſo nach dem Obigen 


— EEE 
S. 1+rm a —— — gm —— 





x ga-1dx 1 1 1 41 
/. Irm — SET ae mat 
ls . am" 
nsın — 
2 


Unter der obigen Vorausſetzung, > welcher n pofitiv und 
—= a if, ift aber offenbar auch 


TE 





= oe, 


.« Are 
nsın — 
n 


& ga-1dx _ x 
% Er ee * 
und folglich auch, wenn n pofitiv und = a iſt, 
© ya—ı xa-1 0x ı m 
FE Ir a 
rn 

wodurch die Formel (35.) noch etwas eriveitert wird, Alſo iſt 
auch für a=1: 


© xa-1cdx — 
J. i+x sinan " 
Folglcch iſt, wenn n pofitiv und Sa iſt, 
xa ox — 
N ee 


nsin — 
n 


alfo 








und, wenn a Z1'if: 


© xa⸗æi x 
(36) JS. ix — sinan ' | | u 
Für a—1 ift z. B. | : 


a1 0 ö 
= = I = logn(1+x). 
Alfo in diefem Falle 
| \ xa-1dx 
7 u — 


uͤbereinſtimmend mit dem Obigen, da auch 








— 9 
sin an 


iſt, fuͤr a — 1. 
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Auch durch Reihen⸗Summirungen werden oft beſtimmte In⸗ 
tegrale vortheilhaft gefunden, wie an folgenden Beiſpielen gezeigt 
werden ſoll. Die gegebene Reihe ſey z. B. | 


da c082p + a cos Ipt.. 


Setzt man für die Cofinus der vielfachen Winkel ihre imaginären 
Ausdruͤcke, fo erhält man, fuͤr — —1: 

evi + e-pi n(n—1) . e?pi + e=2gi 

dazu Bars Jar © Back gr Top 

= ar + —eriz + PD eiz: + en ri de. | 





y_i1 + 200sp + 
ya 1+—2 


+ + — ir. 


2y = (14 zeri)a + (1 + ze-pi)a 
= (1 +zcosp+izsinp) + (1+zcosp—izsinp) . 
Fuͤr | | : 
14+2cosp = ycosy, zsinp = ysiny 
wird 
2y = y"(cosy + i sin )ä + ya(cosy — isiny)n 
= 7 (eniv 4 emniy) — 2ymcosny . 2 0% 
Aber | 


\ 


(1+z cosp)? + 2?sing? = 1+2% cosp + 2? = y? 


Alfo 
y=(1+2%2cop+ 22)? Sos nAretang oem 1 
Auf ganz aͤhnliche Weiſe ergiebt ſich, wenn wir 
— n(n—1) n (n—1) (n—?2) 
eh alas er 1.2.3 
feßen, die Summation 





2?sin?2p + 23 sindpt. 


y-(1+2% cosp-+- 2? )?sinn Arotang 7 _ . 
Aus beiden Reihen, wenn man die erſte mit cosap,. die zweite 
mie sin aꝙ multiplieirt, und dann addirt, folgt: 


iR u zsinp ) 

Fremgrs ) cos (ap — ern 

n(n—1) , 
3 zcos(e— pt... 





= .cosop + —ı eos (· — 1) 4 
Nun iſt allgemein | 
JS eyop = Zsinap i 


Folglich für jedes pofitive oder negative ganze @ , 
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7 J 
FA cosapdp =0, 
- -Jo 


wenn a niche felbft — 0 iſt. Kür a=0 wird 


s Serends = (ie = 9; 


ajfo | 
| Seren? =n. 
‚ $ | 


‘ Multiplieirt man nun, unter der VBorausfeßung, daß a ein 
poſitive ganze Zahl ift, die obige Reihe mit dp, und integrirt 
greifen den Graͤnzen g=0,g—=nr, fo erhält man fehr 
eicht a | | 
Sf" 2 217 —— zsinp 3 
ar 2c0sp + 2?) cos (ap n Arc ST} 2008 p 
_n(n—1)...(n—=a+1) 


1.2.3 ...4 — 


oder fir =: 


‚(35..) /. 18* 424x cos p-+x2)7 cos („9—n Arc tang Ben ) Op 


: m n(n—1)... (n—a-+1) 
Ze Saas 7% 7 ae 
wo, wie ſchon erinnert, @ immer eine pofitive ganze Zahl feyn 
muß.- 
Sey ferner | 
y=zcosp + +2?cos2p + 4z?cos3p + 4z2*cos4Ap + .... , 
fo erhält man leicht: 
2y=  1zepi 4 422 eꝛ2vi 4 Izepi -Lzteifi & .... 
+ ze-pi +42? e-2pi H i1z23 e-ipi -H iz ei L ... 
=— logn(1—zeri) — logn(1—z e-ri) , 
| y= — %logn(1—2zcosp+z?), 
und für z=1: 
cosp + Zcos2p + 3cos3p + 4cosdyp + .... 
= — #logn2 — zlogn(1—cosp) 
8 = — logn2 — lognsinsp , 
— lognsinp = logn?2 + cos?p + 4cos4p + 3cos6p + .... 


— J öptogn sing=plogn2 + 3ein2p + zsindp + Tssin6p + oe... 
—/ 99 JOplognsin = 4p?logn2— 4005 p— 4 cosdp — .... 


Iſt nun m) eine ganze pofitive oder negative Zahl, fo iſt für 
p= nn: ’ | 


nan=axa, 
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| | » f@plognsin p = — n?n?logn2, 
und fir g=0: 
o [Pplognsing = =0. 


— Op f Oylognsinp = — 4n?n?logn?2, 
0 


\ : — 
und ER Ä 


Jr olomsing= 9 Oplogn sing Jöp Oylognsing . 
\ 
Alfo | | f 
nn \ 
TS. YpOplognsinp = — 4n?n?logn?, — 
o } . - 
oder 
(36«=,) NK ore (sing)? = — n?n?logn?. 


M. f. über die beiden fetten Integrale einen Kl. von Claus» 
fen in Crelles Journal. B. VII. S. 3 Die Integrale 


elbft find von Hill gefunden, 


18, Eine andere ganz allgemeine und fehr fruchtbare Ne 
thode, beſtimmte Sintegrale zu finden, beruht auf Folgenden. 
Sey f(x, y) eine Function zweier von einander unabhängiger | 
veränderlicher Größen, von Denen man jedoch die eine, z. B. y, 
juerft als conftant betrachtet, und nun auf irgend einem Wege findet: 


— (x, y) ox — (5); 


fo iſt, wenn ſich jetzt y um 4)y ändert: 


af“ I = plyt Ay) —p(y) 


Alx,y)= f(x, y+.y) — "ex, y) 
Af ſx, y)-ox = f(x, y+ 4y).0x — f(x, y).ox 


So y).x = Stay ans 2 ALICE ILE 
So wie aber nad) der Vorausſetzung 
So yax=yply) 
it; fo iſt natürlich auch 
Se ytAy)oy=g(ytAy); 


wobei nur zu bemerken, daß immer Sy als conftant betrachtet 
wird. Alſo ift 


Aber 


160 u Beftimmtes Integral. 
SR les = rm — ey ß 
und folglich 


af“ f(x, y). — Aa), Ox . 


Nach dem Taylor'ſchen Lehrſatze ift aber: 


af" f(x; y)d= Ay uf. f(x, y)ox 


a 0 
+ 1.3 27 A f(x, * 


ef. ta, 130% 


+ a. 8 RL Tr Tr Te 


A of g dA 0? ’ 
di(x,y).ı«x= Pos x + 43: — 
I, — 
a ar 


I Af (x, y) · õx in pre, 
a 07 


Ay? fAOECK, y), 
+ as. —* * 


Ay? A0’f(x, 9) 
af, Zu 


Folgich mittelſt der oben bewieſenen Gleichung, da 4 ganz 
willkuͤhrlich iſt: 


Acdıf(x, y) on 
J. — — f(x, y)ox. 


Hat man alfo ein von mehrern allgemeinen Größen abhängendes 
beftimmtes Integral gefunden, fo fann man jede diefer Größen 
offenbar als veränderlic, betrachten, und nad) derfelben das ge= 
fundene beftimmte integral auf der einen, die Größe unter dem 
ntegralzeichen auf der andern Seite des Gleichheitszeichens wille 
führlic) oft nach einander Ddifferentüren. Jede Differentiation 
wird ein neues beſtimmtes Integral geben. Größerer — 
keit wegen wenden wir dieſe Methode auf das merkwuͤrdige be— 


ſtimmte Integral 
Na = —— 
0 2s 
in (30.) an, indem wir hier nur s für das dortige a feßen. 


Differentiirt man nad) 8, der linfen Seite unter dem In— 
tegralzeichen; fo wird: 
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Near an = Kr 
o 


25? °’ 


— =) = — a, 


z 
2 92—=32x28 — Yr 
% — * x Br Zu 


Differentürt man auf diefelbe Weife von Neuem; fo- wird: 
Se e-22x2 9x) = — | 


00 
af, xtems’ttor— — a ’ 


© ei gmtär2 dx = Ya 
* 93,85' 


Se es?’ dr) = — —— 
| 





zu. 
ER —V—— — In. 
, N e=s’x? dx — ur , 
fen 


5 = an. 3.5.7Yrn 
V xde-s’x’ox — — 
0 28 


Auf dieſe Art weiter gehend, uͤberzeugt man ſich leicht, daß 
allgemein: 


—2 | 1:35.84} 2 — 1 
nf, rm, 


(8) [ wnere? dr LI m “ 
0 ü Anti n-+-} 
Diefe Methode ift alfezeit anıvendbar, wenn außer der verduder- 
lien Größe, auf weldye ſich die Gränzen des gefundenen be- 
fimmten Integrals, von welchem man ausgeht, beziehen, noch) 
andere allgemeine Größen in demſelben vorfommen, 

Bir mwollen’jeßt nocy im Allgemeinen den Fall betrachten, 
wenn die eine Gränze A felbit veränderlich ift. Sey alfo Y eine 
beliebige Function von y, und Ä | 


YA Mıx=e(y); 


fo it 
Supplem, zu Kluͤgels Wörterb, 1. f 
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fin nam rt - rt. 
‚Aber, da Y in V4AV übergeht, wenn y fid) um Sy ändert: 
a, ray) = HlytAs); 


AG y+4y)öx - [ro y)ox 


, Y 
== af Hrn 
Man kann aber offenbar Ay immer fo (pofitiv oder negativ ) 


‚annehmen, daß AX pofitiv oder negativ, d. i. Y-+ IY> over 
"—< Y wird, jenachdem Y > oder <a ift, und kann demnad) 


immer fegen: 
3 Y-+-IY 
Ne stand 


= ia, y+Ay)öx 2 BC y+Ay)öx (GB.); 


alfo 


alfo x e 
f(x, y+Ay)Ox _ / f(x, y)ox 


= affıa y)dx - [es y+Ay)äx . 
a Y i 


Aber ferner: | 
| Af(x, y) = f(x, yt4fy) — f(x, y) 


| [so y).öx = “to, y+Ay)öx - [os yös. 
Folglich en | 
27 afto y)ox 


= [a y.% + Tr stanos. 
vw 


Nach dem Faylorfchen Lehrfage ift aber, wenn man bloß. Bis 
Auf die in die erfte Potenz von 4y multiplieirten Glieder geht: 


af ic, y)x= 2.,fe y)ox+ ... 


"a. EN... 
Auch iſt — 
f(x, y-+4y)0x 


144 4 14M Of(x, yY). . | 
N k(x, y)ox + 1 — a zu 
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und, wenns wir überhaupt 


| fe Y)x=y(z, y) 

feßen: u = | 

S: f(x, y)ox=y(Y+AY, y)—y(Y, y) 
- IX dulY,y) Ay aY Ayi 
— gr +... ur Bar 7° 


vy)ı | 
m — Oo DT Tert 
er 


a, t n= Mh 
alfo- = 
IX _ 4y oY 
Ta I(x, y)öx = hy, + —— 


und demnach, wenn man immer bloß Glieder beruͤckſichtigt, welche 


die erfte Potenz von Sy enthalten: . 
Io y+y)& = Fer, nn. — 
Afo nach der oben gefundenen Gleichung: 
we "165, y)öx +... 
= —V— + i(y, rn. — 


dolglich, mittelſt Vergleichung der einzelnen Glieder: 


x 
af. f(x, y)ox 


= "EG Dr + £(Y, 2. 
Deitere Unterfuchungen über diefen Gegenſtand mitzuteilen, ver⸗ 
bietet die Befchränftheit des Raumes, a 
19. Zumeilen laffen fid) auch mittelft diefer Methode Diffe- 
ntialgleichungen bilden, durch deren Integration die: gefuchten 
bfimmten Integrale erhalten werden. u 


Sey z. B. 
e⸗aꝛrxe cos xx Ox· ⸗ Y. j : 
: 
Ran differentiire nach r; fo wird nach (18.) 
— * ——— rxox = = . 


n 0 
Aber bekanntlich 
| 22 
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SF: xematx2sinrz dx 
= sin 2 Kai — r [osx Ox fe 0x . 


Sir — arx? = z ift — Yatxox 62. Alſo 
jen:%= zu fee =— ges » 


und folglich) 
li e-a?x?sinrxıox 


1 . 
— — zer sın IX 4 fe COsrıOx . 


Alfo, weil der von dem Integralzeichen befreite Theil zwiſchen 
den Grängen O und » offenbar verſchwindet: ; 3 iſch 


00 . r oo 
xem—a?x?sinrxOx = — e-aax2 cosrxöx 
* 2a? fo ’ 


oder nach dem Dbigen: 


dr 20 eTatx2 cos xx õx, 
di. J 

dy r oy rör 

an Tee ya) 


woraus durch Integration: 


r? 2 ⸗ 
ony=— at yse Wem, 


d. i. 
r2 


y= Ce “ar, 
Um die Conſtante zu beflimmen, fee man —E 0; fo wird 
EHER, ER RESTE 5. 
ef emi=ce=i (0. 
Folglich | | 


r2 
(39.) /. a er ER SON Mich £.. 
o 


2a r 


und, da cosıx = cos (—ıx) ift: 
. — — r2 
wo) grund = Ye, 


Da immer 
emat(-x)2 sin(—ıX)dx = — ema’x2sinrxöx 


ft; fo if Mar, daß 
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(41.) Ve e-a@x2 sin rx o&x — 0 
iſt. 
Differentiirt man in (39.) — r unter dem Integralzei⸗ 
chen; ſo wird: 


* Yı de %2 
Kemaix2sinrxöx = = —. 
J. Da Or ’ 


2 
00 92 —u 
TE e *a 
x’ ematx2cosıı = — Be . 
o 2a or? 


r2 


0 03 e 442 
‚x3 ematx?sinrxox = Bin 5 
S. inrxöx 2a. .08 
/ r2 
» Yn öte 442 \ 
4 a?x? rx —— — . 
J. x’ 0” cos x 2a — 


0 ö5e 112 
5 tx? ci — 
J x5 eaexe gin rx Ox = er — 


v 
r2 


© ’ Yı Öse 42 
x e-aexe cos xx ox = — *. 
/. —A 


u. ſ. f. u. ſ. f. 
Alſo allgemein: | 

YA ?n e=a2x® cosrxdı= (—1)n. —— — 
(42.) ra 
Yr Ö?n—ie a2 


N x2n—=1g=a2x2gjn rös= (I)... da —, on . 


20. Wir wollen jeßt der Kürze wegen, um nicht immer a? 
fhreiben zu müffen, annehmen, daß a pofitiv ſey. Geßen wir 
_— axm=z, — aox = 92; ſo ill 


Jr a=-7 —— — Res J 
a a 


a 


x 0O md x — ⸗ iſt unter der Vorausſetzung, daß a 
poſitiv iſt, reſpective: 


—* e-ax dx =-. 


Sehen wir s für a, wo alfo s auch pofitio ſeyn muß; fo if 


Alſo 


⸗ 


166 Beſtimmtes Integral. 


mass 


und folglich, wenn man nad) s unter dem Integralzeichen diffe⸗ 
rentirt: 





d. i. allgemein: 
(4. N xne=sı x — SINE A 


as) fi” xs ex dx = 1.2.3.4...n 
: 0 
21. Durch theilweife Integration findet man: 


fern axOx * 


un eh a f sinaxdx max de 


* *— e- ax cos ax — —V——— 


Ser ind: = 
e j | 
sin ax / e-rxöx — fı cosaxOx J emaxöx 


1 j a 
| — — zer + aferrenrnds . 
Solglich . 


je e=axsinax(x = — e⸗ ax cos ax, 


e⸗ ax cosaxOx— af emaxsinaxdx = e=-axsinax . 


ir > x=0 if: 
- ETRAXcosax = — fl, erixsinaz = 0; 
und für xmo; 
— e—ax cos ax — (0, eaxginex = 0, 


immer unter der Vorausſetzung, daß a pofitiv iſt. Alſo 


.“ 
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oo hi | o 
a V, e-ax cosaxdı + ef, e⸗ ax sin ax õ&x =1, 
20 0 


= Ak cos ax õx —- a in ucı=0. 
0 0 
Durch Auflöfung diefer Gleichungen erhält man: 


al P 
(47.) I: e-ax sin ax Ox 


Lacroix (Traité du Caloul diff. et da Caloul int. T. IL. 
p- 92.) fchließt hieraus für a —⸗ 0: 


. oo 
/. cos ax Ox — 0 
| o — 
© . 
V. sinaxox = F 
0 & 


Detrachtet man aber die Rechnung, durch weldye die ‚Gleis 
dungen (46.) und (47.) gefunden worden find, näher; fo fieht 
man leicht, daß u ihre Gültigkeit verliert, wenn a— 0 
iſt. Fuͤr a O iſten aͤmlich 


uxox = cosax [0x + fin woꝛ/ox 


= xcosex + « /xsinaxox , 


Ja == sin ax dx — Veuæxox für 


= xsinex — o | xcosaröx ‚ 
“ 


woraus erhellet, daß die obige Rechnung nun nicht weiter An- 
wendung m: Daber bedürfen auch die Formeln, welche 
!acroir a a. O. mittheilt, einer Berichtigung. Es 2 aber, 
wie man fogleic) findet: 


— = — sin ax +C, /suxx=— — cos ax + c f 


Hieraus ergiebt ſich fogleih, wenn x eine beliebige pofitiwe oder 
negative ganze Zahl bezeichnet: 


[ff ———— 


—— 
| 1 
cas ax dr = mt)", 
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zum 
* sinaxdx = 0 
0 


(2,1 ) 7 
a 


sinaxox — 


(49.) 


—— 


24l0 


— sin ax O0x = — 

Bloß dieſe Formeln, welche natuͤrlich gelten, wie groß man 
auch die ganze Zahl x annehmen mag, ſcheinen auf vollſtaͤndige 
Richtigkeit Anſpruch machen zu koͤnnen. Dan fieht hieraus auch, 
wie vorſichtig man bei Unterſuchungen uͤber beſtimmte Integrale 
zu Werke gehen muß. 


22. Bevor wir weiter gehen, beweiſen wir folgenden merk⸗ 
würdigen Ausdruck, Wenn 


———— 
F 

und x poſitiv iſt; fo iſt | 
Oxa —* (— ) . (x ya ytatn ’ 


wo der abfolute Werth von Arc tang- den vierten Theil der 
Peripherie nicht uͤberſteigt. Differentiirt man von Neuem; fo 
wird 





Or = (-1).- — — 
— (—1)" * +y: yratn+ı 
* er, at cos |(u+1) Arc tang | en 
(22 yꝛſt ar? — sin | (n+1) Arctang I — 
| * Yx2+y2 





Nach einfachen trigonometrifchen Gründen ift nun: 


Y 
sin (Arctang ) * Tao = — 


| I = ———- 
cos ( Arc tang -) Yır ey —— 
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wobei zu. bemerfen ift, daß. die Duadrativurzel pofitiv zu neh⸗ 


men ift, da der abfolute Werth von Arc tang- den vierten 


Theil der Peripherie nicht überfleigt, alfo der Coſinus, fo wie x, 
pofitiv ift, und das Zeichen des Sinus, fo wie dad der Tan- 
geute, von y abhängt, Setzt man dieſe a in obige Ölci- 
chung; fo ergiebt fich augenblicklich: 


e 1.2.. .«(n+1 ) cos $ (n+2) Arctang — 
in — * 1. | 2 N, 
(x? +y2y)3a+ ) 


fo daß alfo das Gefe für m +1 gilt, wenn eg für n gilt, und. 
demnad) bloß nod) für n — 1 beiviefen zu werden braucht. Dan 
erhält aber * — leicht: 


Du. an — 1 x? = | 
x” —— (x? Fr Fri PER 
* | (cosAretang 2) — (sin Arctang 2) 


1.cos2 Arc tang 





— 
— — 


= at —, 
ee 
fo daf atfe das Geſetz wirklich ‚fir r n=1 gilt, r —. 
allgemein iſt. 
Differentiirt man z "nah y; fo erhält manı 


— — — — 2⏑ — | 


öy — a ” x’. y? Yayy an 


= 777 Kerr .2sin Arc tang I. cos Arc tang I, 
d. i. 
* "sin 2 Arc tang- 
ac 


Entwickelt man ferner die zweiten Differentialquotienten von x 
in Bezug auf,x und auf y; fo erhält man: 


O?7 __ 2x(x"—3y?) O?z _ 2x(x?—3y?) 
m —— 
alſo PR 


=: = (— 1). za ’ 
und folglich nach dem Vorhergehenren: 
FEB 1.2c0s3Arctang 
- Ay = (—1)}. 
Bir wollen nun überhaupt 


EEE 
(xa yet 


+ 
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! cos] (n41) Aretang 21 


(x? + yıyta+D 





und 
i 
sin \a+1 Arctang Z| 
(x? + yo.iy 


nad) y differentiiren. Den erſten Differentialguotienten findet 
man 


nn sin —8 Arctang F FE = 
(x? + yı)?a+2) "> cos — 2* Are ins are 
e x? y: 


(n + 1)sin I(n 2) Arctang 2 


EP nn 
Der zweite Differentialquotient wird eben fo: 








141 cos — Are tang I & Po 
— — 7—— | xy? 
ey) en (nH) Arc ungt]. ry 
— x Y.x:+y? 
(n 4 1) cos 642 Are tang | 
J (x + yayrnt? 5 
Es ift folglich: 
| 2 1 ‚sin2 Arctang- 
eg 
oy ( ) | (x2.}y2)3040 . 
a N 1. 2 eos s Argtang I — 
I — (2.}y2)7r0 E 
Ds - 1.2.3sin4 Aretang I 
öy? * | (x? +y2)?0+D . 
FR 1.2:3.400s5 Arctang I 
öy* | (2.2 yay3rl' 
Er 1 ‚2.3.4.5 sin 6 Aretang >- 
(x? +y2j;6H) . 


— 
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962 1 :2.3.4.5.6c087 Aretang I 
ay! il (x? +y2)3(6+9 ” 
u. ſ. f. | uf f. 
Folglich allgemein: 
Pont 1.2.3..(2n—1) sin |zn Arc tang ie 
Ay = (-1P. ren en : 
A?az 1.2.3...2ncos |eo+naremg st 


ya = = (—, —8 er #y — 
Aus der Formel 


A omıx cos axöx = 47 (46.) n 


hält man nach dem ii wenn man — a diffe⸗ 
rentiirt: 


1.cos?Arc tang 
oo a 
F (424 —B 


1.2cos3 Arctang — 


20 
. x? e=ak cosax ÖX — — , 
0 (a? + Pe) 


* * 1.2.3 cosAArctang ei. 
J. x3 emaxcosaxdı = a 
° | (a?+ — 
| 1.2.3. 4.0085 Arc tang — 
FR x gmaX cosaxox = F 
0 (a + —8B 
u. f. f. u, f. f. 
Alſo allgemein; 
| 1.2.3..ncos (n+1) Arctang 
a Nee = | = | 
Die Formel 


— eoax sin ax õx = Se (47.) 
giebt auf Ähnliche Weile: 


(a?+ —B 


nes 1.sin?2 Arctang—- 
x e⸗x sin xx õ = ñ ⸗, 
0 (a?+ art!) 


! 
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x a 
— 1.2c083Arctang = 
V. xꝰ e⸗ ax sin ax o ⸗ ⸗ ⸗ 
0 u (at + aD 


0) | 1.2.3 sin 4 Arctang — 
IR xꝰ emax sin ax dk =m— ———— 5 
° (a?+ —B 


N 


e wo 1.2.3.4 cos5Arctang—- 
& 
/. mund ⸗ — S— 
o 4 


(a + at 
eo 1.2.3.4.5sin6Arctang— 
S. wsemaxsinaxdım | · |, 
o . (a? + a?)?rl) 
u f. f. u A f. 


Es iſt aber 


Arctang— = in — Arc tang— 5 

2 Arctang — — 1n— 2 Arctang — 

A Arctang . = u— 4Arotang ’ 
6Arc tang — = 3 — 6Aretang , 
8Arctang — —-4n — öArc tang — , 

% ſ. f. | Re A 

sin 2Arctang— = sin2 Arctang — . 
— = — sin 4 Arctang — ’ 


sin6Aretang — == sin 6Arc tang * 


‚sin8Arce tang— Sr sin8Arc tang — . 
u f f- u, f. f- 
3 Arctang — = nt in — 3Arctang—', 


5Arctang— = 2n + in * 5Arctang—, ‚ 
7Arctang — = 3n + in — 7 Arctang — s 


9Arctang = 4r + in — 9Arc tang— » 
ER — u J. 9 
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did are tant m cos (4m - 3Arctang “) i dr: 
c0s5Arctang—. = :i.c08 (3 — SAxstang“-) er 


3 
a 
cos7 Arc tang — = — cos (}r — 7Arctang—) ’ 
. I 
& 


ö c0s9 Ärctang = 008 (1* — 9Arctang“-) R N \ 
ET . — — 
vi . \ j 
cos3Ärctang = _ sin 3 Aretang — Wr z 
cos 5Arctang — =- " sin$Arc tangz 4 
c087 Arctang — = — sin 7 Arctang , uE ZU 
J 
cos 9 Arc tang— = sindArc tang— a 
u. ſ. . Pe 5 | 
Alſo | er 
u en 1.sin?’Arctang —- 
⸗ 1 
an 


| » -4,2sin® Arctang Rt 
© a —r 
J. Kt e⸗ax sin xx ). = mn ⸗ 
(a? + a2)? rl | 
- | 1:2,BsindArstang— | 
S. x3 ex sin ax 0x = 
o — 


J 


“ 
. sg 
. ” 

ri. 


co e 1.2.3.4sin5Arctang— 
a 
\ xt emaxsinaxox ⸗ — 
N (ar ray 
u. ſ. f. u. ſ. tr. 
und folglich allgemein: 


oo | 1.2.3..nsin |ut 1 Arotang<| 

($1.) V, zu e-axsinaxdx = i 
0 i ——— (a? year | 
Die beiden letzten aͤußerſt merkwürdigen beftimmten Antes 

grale Hat Euler gefunden. Die Richtigkeit derfelben blieb aber 

einigen Zweifeln unterworfen, da Euler ſich bei_der Entivides 

lung der imagindren Größen bedient hatte. Dadurch ward 

Poiffon veranlaßt, einen andern Beweis zu geben (ſ. Lacroix 
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Traite du cale. diff. et int. T. III. p. 490.) von welchem 
der obige, don mir hier geführte, ganz Serbleben iſt. 


22. Wir fügen hier noch den Beweis der folgenden be 
rg Antegrale bei. Durch partifulare — er⸗ 
Alt man; : 


| fe xa Ox=i sin vn fine Ox — (a — 1) fi sin xn=2 cosx * x õx 


= — ain xa-i cosx + (n—1) /sinxn—2cosx’ dx 


= — sinza-lcosx’+ (a1) sinan-2de— (01) [nz dx . 


n [üinsadz =— sinzu=lcosx 4 an finm-ar; ; 


folglich „ wenn man die Integrale zwiſchen den Graͤnzen O und 
n nimmt: 


I: sinxußx = md I made F 
0 


Iſt nun nm eine gerade Zahl, fo kommt man durch ſucceſſi ive 
Anwendung diefer Relation endlich auf 


” re a — (n—1)(n—3)... 3.1 4 
SR inuör = — 


d. i. 


an #+-1)(2n—3 
(52.) Jet = = aaa). nr. 4 


At n eine ungerade Zahl; fo ergiebt fih mittelft fncceffier 
Anwendung obiger Relation endlich: 


in 42* (n—1)(n—3).. a 
fe sinx x = = — 5 sinxox .’ 
Aber 

rien — c05X, sin x ⸗1. 


Alſo 


——— 8; 4.2 
fr sin x? ide = * ———— FE ee 





Auf Ähnliche Art in ‚ 


— xu qGx cos — ————— — ( — cos xn—2 inröe fe x 3x 


= cos zn sinx + (n — cos xu⸗2 sin x? re 


— cosxn-lsinx + (n— 1 ) cos n=2 dx (n— 1) feosse dx, 
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——— — (n = 1)’ cos kn! , 


a — ur A r 
Jo v n Jo u be," 


Iſt n gerade, fo fommt man endlich auf: 

In 09. — (n=-1){n-3)... 3.1. fr 

Nas nr |, a, 

in a3 (n—1)(2n—3)...5.3.1, 

"Te "Tec 3 wo 7 Fr zunse 
Iſt n ürgerade, fo kommt man endlich) auf 


— san = OD n-3)...4.2 frei | 
0 Q 


n(n—2)...7.5,3 

Aber er 

| N mh... 
e 

Alfo | 


47 1 2n(2n —2)...4.2 
nn ’ conratiöe = (2n +1)(2n--1)...5.3.1’ 


0 fi" sinxu dx Se cos an dx j TER 


Da ferner 

tang xn—? 

B: | cos? 
tangındı = tang ın-2Ötangx — tangan-20x _ 

iſt; ) fo iſt x 


er: = — — —— z 


Folglichh 


* N 
rein = — N "gende . 


Iſt n eine gerade Zahl; ; po erhält man hieraus — 


— rn 3-1 23 +} ; 8 
Aber 


. 1 — cosx? dx nr 
vi tang x? Ok =f Ox Tas — x tangx -x 


Jr tanga’I = 1 - in... 
a | 


Folglich, wenn n — ift: 





tang x? — tangımm?tangx? — — tangın-?, 


= 
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Traite du cale. diff. et int. T. II. p. 490,), von welchem 
der obige, don mir hier geführte, ganz — —— iſt. 


22. Wir ale 6 bier noch den Beweis der folgenden bes 
—— Integra bei. Durch partikulare — er⸗ 
t man; : 


nos sin xn—i ‚sinxöx — (n—1) / sinxn=?2cosx —* x Gx 


X 


= — ein xu-i cosx + (n—1) sin xncos xꝰ dx 
= — sinzn-Icosx’+ (n—1) einzn-2d2— (a1) Jainze dr Pr 
nfeinsnör =, a sinza—lcosx + an finm-ar, ; 


folglich „ wenn man die Integrale zwiſchen den Gränzen O und | 
+47 nimmt: 


TV. 1. sin ud ar) —E 
o 0 


Iſt nun m eine gerade Zahl, fo kommt man durch) fucceffive 
Anwendung diefer Relation endlich auf 


5 Ede ———— in 
S} sin xn öx — n(n—2) re Jo ox⸗ 
d. i. | | 
2n -1)(2n—3 
(52.) Jess — Immer ” . 4 


Iſten eine ungerade Zahl; fo ergiebt ſich mittelſt fuccff iver 
Anwendung obiger Relation eridlicht 


in um ——— .4.2 im ’ | 
: sine — ma. — sin x x. 





Aber 
re =. — cosx, fe sinxox =1. 


Alſo 


77 . 2n(2?n—2)... 6.4.2 
53.) I — ande = — Znt1)ln-1)...3.37° 





| Auf aͤhnliche Art if: - Br 3 n 
i Je xn x cos =; x 0x + (n — 9 cosxn-2sinx af cos x õx 
< =cosxu—-lsinx + (n— 1 ) f cosxü-25sinx? 0x | 


= cosxn-isinx + (n—1) cos an? Ix— (n— N feosse Ox, 


f . 
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u foosan@x * eos xn-i in x 4 (n = 1) cos kn Ar » 
— cosandx = I! LA PFORFEFy. Kal 
7/0 : n 0 — * 


Aftn gerade ‚vo fommt man endlich auf: 


In 0 (n-1){n—3)... 3.1. Hr 
S —— — ————66 ), a A 


in. (Mm—t)(m—3)...5.31," ° — 
—. — a Zn (2n—2)...0.4 


Sft n ungerade, fo kommt man endlich auf 


dr a2 — (n—1)(n—B3)...4.2 fin | 
R cosı Öx zer 1-15 or E 5 307 Al cos xdx 
Aber | | 
| cosıdı = sinz, J 1" coızör mtk,,: 
. 0 
Alfo — 


47 — 2n(2n — 2)...4 
, — Ha 


( 56.) 4. sinxn dx In cosın$k , — I‘. 


Da ferner 
_ = __ tangxın-? 
er tang x" 2tangx’ — — — tang xnc⸗, 
tang zuox = tang xn-2Ötangx — tangan-2 dx 
it; fo iſt * 





— = — — —2 J 
Folglich | | N 

I tangxın dx = = =, — — 

o n—1 0 
Iſt m eine gerade Zahl; fo erhält man Hieraus endlich: | 
2 — 4 1 2 pi 
Need = tt 3 [ ungxrös 
Aber | — 
1 — cosx? Öx | 
Jrens= — = — x —tangı—x 
| VASE =1—-in. 
0 - | 


Folglich, wenn n gerade ift: 
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Ir u‘ 1 1 — 2 
SE rer ds ur (or ur ae En ze 


2 \ 
d. i. — —3*3 . ne 23 
11 — z 
6) em nt. FiriENm. 


0 
At n ungerade; fo kommt man: endlich auf: 
Kar w Ä 


ey Age nee a 17 m ang x ox. 


* ige, x= 
2 


o 


Aber — u a RT 
EB Psin xOx cosX lo — 
Sleiuuf Bar >" αn ic 
.. = — zlogncosx? , 
N i gr tlg. "N 


Y.fo, wenn n ungerade iſt: 


wir 1 — 
F tans x &x æ .- 5 FAX Hong, 


EN = 


Auf —* Art iſt: 
ot xn⸗2 


cot xa — cotxn=2cotx? = ——— _ ——— ” 
-sinx? 


cotxa dx = — cotxa-2dcotx — cotxn-2 dx r 


cotxn-1 
Jr = — I 2 S osiun-2%x r 
Ds 


1 
I cotxadx = — ae i 
in 


zZ 
Da nun 


— 25 
Jr Pr _ paar sinx a — x — — eotx—x 
sinx? sinx? 
Ye a 
Ir eot xꝰ õ& = — In — (-1—in) =1—ın , 
cosxox _ Osinx j — 

cotxox = —= logn sinx = 4lognsins? , 

ST ein sinx ® 


| — — = — 3logn4 
2 Jr 


iſt; fo überzeugte man ſich leicht, daß allgemein 
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( 59.) Namen OR =” cotxn dx 
0 Ir . 


— 


wie übrigens auch leicht aus dem in (5.) bewieſenen Satze 


iſt 
gefchloffen werden fann. 


24. Zu einer neuen Methode sur Entwickelung der Werthe 


beflimmter Integrale führen folgende Betrachtungen. Nach (18.) 


iſt fuͤr n =1:;. 


s 


Adf(x,y) 0 fi 
N>a=2f I y) ir, 


A A 
af Damof f(x, y)Ox, 


IA y)ox = ff + Const , 


Setzen wir nun 


d 


fe y)ox = y(X,)3 
fo if 


"rc, y)ox=y(A,y)— v(a,y). 


ıyw(A, y) — y(a, y) = ff" 2 + Const 


‚und, ivenn wir 


Alfo 


f(x, y) — 
| u =op(x,y) 
chen: 
B A 
| J öf p(x, y)ox 
: b a 
= y(A,B)— Y(a, B)— v(A,b) + w(a, b). 
Aber | | 


dt (x, yd (x, y)öy, 
f(x, y) = fe y)oy» 


B E% 
f(x, B)— f(x, b) =/, (X, y)0y» 


B 
I(x, B) 0x — f(x,b)x = of, p(X, y)Oy» 


—J B)öx [a b)ox [af oo y)öy. 


derner nach dem Dbigen 
fi y)oıx=y(x, y); ‚ 


alſo | 
Supplem. zu Klügeld Wörterb, J. M 
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fe Bde = un, m, [ir mir = vi b), 
x Ex, B)öx= y(A,B)— y(a,B), 
JS b)öx = y(A,b) — u(a, 6), 
und folglich 


A B 
| FA af p(x, y)öy 
\ a b 


=y(A,B)— y(a,B)— y(A,b) + y(a,b). 


Sf, vs y)Oy = af oc, y)öx, 


welches man fürzer auch fo zu fchreiben pflegt: 


SS y)oxöy =/ Jos yJöyox. 


= Dieſes Satzes bedient man ſich oft mit Vortheil bei der 
Entwickelung der Werthe beſtimmter Integrale. So iſt z. B. 


x xa 1 1 
Je x. — y ui — —, 
: f o & 


Folglich 
SS, za-1 0x = /“ — lognao > 
0 — | 
J; WA xa-10x = logn - ; 


Aber. nach unſerm Satze: 


— xu-1 dx =/, fr 2100, 


und befanntlich 





—1 = a—1 — — wu 
⸗ 0a = fxe-1d(e—1) = — 
— — — — * 
logux 

Iixya—ı —— 

-1 
S. fr —— Tognx 
Alſo 
L ye—i art 2 I x m x’ OX 
) —J — lognx o logux 'x =togn& i 


Ferner iſt nach (43), wenn c poſitiv iſt 
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00 1 . 
V. a—ax ox =. f 
0 a J 


Alfo j 
Sell = f2 = logna z 
0 
VAL AR max x == logn— . 
- Aber : 
FR af e-ax x ⸗ af e=ax la s 
in ten, Mond = EZ, 


Folglich 
X g=müx _ g=ax 


(61.) 
Nach (46.) und (A7.) iſt 


“ F 
V EaX 908 axOx —— ara: , 
= : @ 

V e-ax sin ax ox —. ru Pi 


00 
* af ma cosurür fa ü 
u o a? + «@° 


. 00 
da e=äxsinaxox — OR _ . 
0 — a” re? 


Fuͤr a? La? —=z if Yada — 02; alfo 


acda 0 | 
JsFa =: = oma = Hop +), 


2a a acda il a? + «a? 
j er ol) 


a 
0x = logn— . 


. X 


Ferner iſt 
0 
acda 
f — — = Arc tang — . 
a? > As 
ee 14 +) | 
a a0a b x 
J. Zr = Aretng — Aretang, 


Ufo haben wir — ie 


* Ks, max cos eo = 'Hogn (# = ; 


. * 
— e=axsinaxox. = * tang — Arc tang — : 


M2 





180 — Beſtimmtes Integral. 


1 
emaxcosaxda = — e cos ax, 
— 1 . 
e-axsinaxda = — —e=xsinox , 
| a e-bx — e-ax 

emax cosaxla = ——— cosux , 

b. * 
a z e=-bx -— emax , 

emaxsinaxda = ——— sin ax .» 

b x 


Folglich, ganz wie vorher: 


o bx — 2 
ef. eos ax ox = Ho () > 


— DE e— 
ln = 2 in ex dx⸗are tant ——Aretang  . 








Sira=a,b=0 ehiält = aus den zwei leßten Nefultaten: 


nf” wat“, 
= wo) sine = 4m : 


ud fra=o, a=0 aus (61.) 


m) f Tue 


35, Wir wollen nad) Raplace * das doppelte Integral 


NS six ")ös0x 


betradhten, wobei wir annehmen, daß s poſitiv und n > 1 jey. 
Betrachten wir zuerft s als veränderlih, und fegen 

| — s(1+r)=z, 6 = — öor: (1 4x5); 
fo ift 


est. x") 5 = ſet oa er e=sl1+x") 


— — — — — — 
— — — — 


| 1rRt7 0 1r-mT ir? 
woraus fogleich folgt: | 


SL e six" los = — 1j-+xn ’ 


wenn man nur beobachtet ‚ daß s pofitiv if. Alfo nad) (35.) 


| NS£ ei are 


nsin— 
n » 


oder, nad) einer fürgern Art zu ſchreiben, auch: 
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J 00 00 a 
0 0 n sin — 


Man fehre nun die Ordnung der Integration um, fo daß man 
s als conſtant, x als veraͤnderlich betrachtet, und ſetze sa" — in, 


x— ts ã, 3x — ST "öt5 fo iſt 


. 1 | 1 
Jen = [ers Te-töt mens ferne j 


Folglich, weil t= 0, wen =0, t=o,wnx=e: 


Bo -1i no 
V. e=-slihx") Axzme=ss af. et” ot , 
0 o . 
| ’ | 
00 00 oo | — — [+] 
J. 05 [ emttrt) dx = e-ss n0s S. et’dt. 
o 0 o e 0 


Seßt man num ferner, welches offenbar verftattet if, st", 
1 " s 





ds — ntrtät,s "tm; fo wird 


il Kiki = * PR . 
7/0 Jo er 


Aber nad) (24.): 


/. — e *24)x ös = = 5 esta) ds 0x . 
af et" en—2 dt er dt. 
0 0 nsin — 


/ S e-tot 


offenbar eine conftante Größe iſt; fo laͤßt ſich diefe Gleichung 
auch fo fehreiben: 


(67.) (ST e⸗ DA et ndt) Wr 
n 


Sir n=?2 wird 
(/ ri )\W Akaı ot ) — * )= — 
o 0 oo. 2 sin yr 


d. i. 
nn 
J. e-tdt=}Yn, 
0 


wie fchon in (24.) auf anderem Wege gefunden worden if. 


Alfo 





Da nun 
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Setzt man zuerſt —— für n, dann tei für tz fo wird: 


— — ER ' 
n? = e-ti—i ot * et! yıı ot _ (r 1 > 7 M 
r 0 i (—) 
sın er TE 
00 v je») 
(68.) n? (/. e- qua te—2 ot WV, ee” "neröt)= — = 
0 ’ o sin (—) TE 


2%, Cauchy bat in feinen Exercices de Math&matiques, 
2"® Livraison. Paris, 1826, einen Saß bewieſen, welcher fei= 
ner Allgemeinheit wegen merkwuͤrdig ift, und ebenfallg häufig bei 
der Entwickelung beftimmter Integrale mit Bortheil angewandt 
wird. Diefer Sag ift folgender: 

Wenn f(x) eine beliebige Function von x, und das be— 
ſtimmte Integral 


+] 
An = xꝛn f(x2) õx, 


o 
ivo nm eine swillführliche ganze Zahl bezeichnet, befannt iſt; fo 
Laßt fi) immer das beftimmte Antegral 


| Bnmf zut \(» — z)|% 
finden, indem nämlic) i 
u (69.) Ban = 

(n+1)n ‚, (a+2) (n+1)n(n—1) 3 
A, + Frans — — Ah ten \ 


— — 2n—1 
..+ —— — — 4 — Azn—2 + Aꝛn 





ſt. | 
‘ Um dieg zu beweifen, feße man’ der Kürze wegen 
x— — yY. 


x 


Nun ift offenbar 
| : J 
Aan * xan f(x?)d x =/ yafly?)oy, 
: Jo o 


Ntdar = f" yettmör ; ; 


Ri a 
—J— = | yrtm)öy +f: y’afly?)oy, 
RR u: — | 


d. l. 
| Std = 2/ y’E(y?)0y., 
00 — 0 


Anm ff yaafly2)oy. 
Iſt x O, ſo iſt y — — *. füuxer iſt auch y — 
Alſo iſt | | 


N 
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Sara -f” («—2)" (14; 3): —* —J 
m A Las u 


Set man ferner 
Öx 


pri 
ſo ft zo fuͤr x— 0, z —=0 für xuo; alſo 


Ban EN a ie , le) 
=[-=)6-)]3= el RE, 
—— 
ey (er + ot) — 


Nun iſt aber, wie in dem Artikel Goniometrie in dieſen Zuſaͤtzen 
gezeigt werden wird: 


ze,1ı=—, oõs — — 


cos(2n.+1)0 = 
F (2n +2)2n . _, (2n+-4) (2n-H2) 2n ni), 
mol: wa er — sin © + Dora En Ur SE We nn er... 
und, wenn man — 
20 — x 


} 1 —————— I\ , 
e=4(xtz), ine = =) > 
“", z 1 

cos (?n+1)0 = J 4 Ze) 
(Cyklometrie in d. 3. 17.); alfo 


1 
zent — x2n-+i = 


1 (n+1)n (nF) (n+M)n(n-1) Ä 
+) 1.2 («- =) — — (x 3) +] 
Multiplicirt man nun auf beiden Seiten mit | 


1|(«-#) Ox 3 

x 

und infegrirt ziwifchen den Gränzen O und ©; fo erhält man 

mittelft des Obigen fogleidy die zu beweiſende Gleichung, er 

Goefficient von Az. in diefer Gleichung ift 

(n+m) (n+m—1)..(a—m+1) _ Qm+1) @m+2).. (atm) 

1.2.3...(2m) 1.2.3...(n—m) 

wie leicht erhellet, wenn man Aber Kreuz multiplicirt. 


ſetzt: 


I. 
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Sey z. B. 
f(x) e⸗⸗*, 
wo s poſitiv iſt; fo iſt nad) (30.) 
——— —— 
A* ex = 7 
und nad) (38.) 
Am = xaın gsx (x — 1.3,! 
0 21 


Ferner ift 
Bon f, ver auenf, 
Alſo nad) (69,): u 
f (70.) JS. xiu en (a4 





-23 Yyı n 2 
* I (Jr 
4964 

+ 2.4 


” ” . 


— 
eine ebenfalls ſehr merkwuͤrdige Formel, 


Für 
f(x?) = erste costx 
100 8 wieder pofitiv feyn muß, ift nach ( 


* + 
Azın . x2ın e-5x? costX,Ox=(—1) 
0 
Yı — 


= 
As =f, e=sx8 costx, dx = ay:° 
Ferner. it 
pe] ı\?2 
Ban =f x’n 63) cosı( — * 


oo 
= ee?’ x’n 


Folglich) nach) (69.): 
(6(71.) — — 


u GHz 


12 

12 —2 

A— 
* l 1.2 F 


(n+2)(n+1)n(n- 
+ 1.2.3.4 


(n+3)(n+?2)...(n 
er 1.2.3.4.5.1 
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Man überficht leicht, daß ir von Cauchy gefundene Sag 
eine neue reiche Duelle beftimmter Integrale ift, die auf anderen 
Wegen fih nicht fo leicht ergeben würden, Wir wollen nun 
einige befonders merkwuͤrdige und swichtige beſtimmte Sutegrale 
etwas ausführlicher betrachten. 


27. Zuerft befchäftigen wir ung mit den Integralen, — 
Legendre aus leicht zu begreifenden Gründen Euler'ſche Intes 
galt genannt hat. | 


Eulex'ſche Integrale der erfien Are nenne * 
gendre die in dem Ausdruck 


S. xp=1ox 

n Fri 

° Yıaanjazı 

N ‚pP, g ganze pofitive Zahlen bezeichnen, enthaltenen be⸗ 
mmten er * 


—— Integrale der zweiten Art beißen die in 
dem 


usdrud 
Fi (15) s 


wo 1 immer den natürlichen Logarithmus bezeichnen foll, und a 
als pofitiv angenommen wird, fonft jede rationale Größe be 
zeichnen kann, enthaltenen beftimmten Integrale. 


Euler und Legendre haben fir diefe Integrale ihrer 
Wichtigkeit wegen befondere Bezeichnungen eingeführt, Dem 
Letztern folgend fegen wir 


NL 


— 


W. Beide Arten von Integralen geſtatten eine Transfor⸗ 
mation. Setzen wir naͤmlich in den SIntegralen der erften Art 


| xu oz, nxn-i hx = dr, — 
ſo wird 


1 24 n fd 
xe-10x = 72* oõ2, YAa—x)a-ım (1—) ". 


Folglich, weil z= 0 frx=0, ze1lfierx=1 if: 


nn | 
— nant, 


oder, was daſſelbe it; 


er ——— fr "ran" 





* 
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Unter der Vorausſetzung, daß p und oſitiv, ſouſt beliebige 
rationale Groͤßen ſind, ſetz — J——— — — 
— — = (p, g); 

z | 


fo daß alfo in diefer und der in (27.) angegebenen Bezeichnun 


immer 
m (el 2) 


ift, die durch (2) bezeichneten beftimmten Integrale folglich im⸗ 
mer auf die durch (p, q) bezeichneten gebracht werden fönnen, 
Serner fege man in den Integralen der ziveiten Art 


142, sense, dx end; 
fo ift ae 

&(17) = — z -lemıöz, 
Fuͤr x=0 und x—l if reſpective ze, 2 = 0, 
Alfo if \ 


—D——— 


oder, was daſſelbe iſt: 


(74.) JS.) = Ak ei F(a). 


20. Beſonders merkwuͤrdig und wichtig iſt es, daß die 


| Eulerfcen Integrale der. erften Art, oder vielmehr die durch 


(pr, 9q) bezeichneten Größen, immer durch Eulerfche Integrale 
der ziveiten Art ausgedrückt werden fünnen, welches wir jet, 
nad) einigen nöthigen Vorbereitungen, zunächft beweifen‘ wollen, 
Setzen wir nämlich ER 

y=x (' =) ; 


| = (1) — ao 2: 
Folglich | 
false” 


Fuͤr x = 0 iſt aber y—=0, und auch, weil a pofitiv iſt, 
70oſfr —1. lſo 


LH 
FA (12) = f, (12). —— 


— 


fo it: 
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Died giebt in der eingeführten Bezeichnung die merkwuͤrdige und 
wichtige Relation 


(75.) I(a+i1)=arla). 
Fuͤr a=1ffTd)= = dx = 4, und man erhält alfo, 
wenn a eine ganze Zahl ift, durch mehrfache Anwendung worftes 
hender Relation fogleich den merfivürdigen Ausdrud: 
(76.) T(a)=1, 2.3.4. ..+(a—1). 
30. Wir wollen jett 
y= m(1—x)ıom 


ſetzen, und annehmen, daß q eine ganze Zahl ſey. Durch Diffe- 
tentiation erhält man: 


Yz pxr-i dx (1—x)ari - — (g—1)xr ox(1— x)? 
= pam1dx (1 —x)ot + (g—1)xemt dx —x)ent 
— (g—1)ar-1d9x(1 x) — (g1)arox (I R)ım2 
= (p+ g—1)xr1öx (dx) — (g-1)xP-10x (1 —x)ım2 
y=(p+rqg—1) / xp Ox (dx) (g—1) —J 


Fuͤr x0 it y=0, F auch für solity=0, weil 
g—1 pofitio if, Alfo ift 


0=(p+g4—1) IA v⸗ i ox (x) (g—1) N xp! dx (1—z)am2 


J ye- ox(d-x)It = re ? spiox (dx), 


Durch mehrfache Anwendung diefer Relation erhält man: 
J: en. — — 


F 
Aber — —— 2 Sa Alfo, weil p poſitiv ift, N: — 


Ben nad) der eingeführten Bezeichnung, wenn g eine ganze 
ahl ift; 





gm ti 
u PFI-NP+I—-I.. PN p ' 
gr 1—-x=z if x=1— 2, x=— 2. Alſo 


Jr au -ne = — emrösti-an- . 
Sie x—=0 it zei, frx=liftz=0, Ufo 
Jrru-an =- [ man Pi 
1 
oder, was daffelbe ift: 
er xrtöx (1 x)! /, x) Rune . 
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Iſt nun p eine ganze Zahl; ſo iſt nach 
IA xt-1%x(l— x) -1— — 
Jo (p+rg—1)(p+ 
Alfo, wenn p eine ganze Zahl ift: 

= (p—I)(p- 

ü (m) la ıEm (ptrg—i)(p+g 
Daß die beiden in (77.) und (78.) ge 
ander gleich find, erhellet leicht, wenn 


plicirt. 

Iſt q eine ganze Zahl, fo folgt auı 
Tp+g)=(p+g—1)(p+g—2; 
und nach (76.) iſt TOZI. 2.3...(9 
Tr) ____(g-1)(g—2) 
| T(p+qg) P+rg—-NPp+rg—? 
Folglich überhaupt, ivenn eine der beide 

ganze Zahl ift: 

—_ T(p)T(g) 

(79.) (pP; g)= I(p-+g) — 
Nun iſt aber nach dem binomiſchen Lehr] 
xr-1dx (1 —x)0-1 


ei dr Im, Alam? 


Folglich, da p eine poſitive Größe ift: 


/. Ox(1 —x)ı- 
o 


1 gi 1_ (Na 1 


— — — “ 


TA 1,2 57275 
4 





eine Reihe, welche in's Unendliche fortlaͤu 
Zahl iſt. In dieſe Reihe muß fid) alfo ı 
T(p)T(g) 
T’e+g ’ 
wo wir und unter den mit I’ bezeichnete 
mein die entfprechenden Euler'ſchen Inte 
denfen, entiwideln laffen, wenn z. B.] 
Denfen wir und aber nun die Entwickeln 
ä T(p)T(g) 
f(p+g 
für jedes p und q ganz allgemein ausgefuͤ 
fo lange p und q ganz allgemeine Sym 
Entwickelung in diefer Ruͤckſicht ganz’ a 
wird, die Form der allgemeinen Reihe 
der Keihe für einen beſondern Fall verf 
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fange naͤmlich, welches wiederholt erinnert werden muß, p oh 

ganz allgemeine Symbole bleiben, audy in dem im. Dede ſte⸗ 
* beſondern * Man ſieht alſo, daß auch fuͤr jedes 
oſitive p und q ſich 
. : a T(p) T(g) 

"T(ep+g. 

in die obige Reihe entwickeln laſſen a und daß folglich die 
allgemeinen Entivickelungen von 


N midi) (p, gq) 
o 


für jedes pofitive p und q, und 

T(p)T(g) 

I(p+Y 
zu denfelben Reihen führen müflen, welches ung — fuͤr 
jedes poſitive p und q zu ſetzen: 
T(p)T(g 
a 

Mittelft diefer Relation kann alfo immer dad mit (p, q) be- 
zeichnete beftimmte Integral durch Euler'ſche Integrale der zwei⸗ 
ten Art ausgedrückt werden. uch laſſen fih die Euler’fchen 
Integrale der erjten Art fogleid) auf nn Integrale der 
zweiten Art bringen, da aus (73.) und (80.) folgt: 


9 
rl) 
Die Entwickelung der Eigenfchaften der Eulerrfhen Integrale 


kommt alfo lediglich auf die nähere Betrachtung der Euler'ſchen 
Integrale der zweiten Art zuruͤck. 


31. Man kann aber auch umgefehrt die Euler’fchen Inte⸗ 
grale der zweiten Art durch Eulerriche Integrale der erften Art 
ausdrücen. Aus (81.) erhält man nämlich): 


—, 





(4) = ——iiii 
ı = 2) 

1 2 
H)= Gr j 


. hr 3 hr Tr a a 2 


Br. | 
I WE a 
Bi 190 Veflimmtes Integtal. 


V 





ee AI): 
EHER He 


Multiplicirt man bie erften a —1 Glieder in einander; fo. er- 


hält man: 

—— IN_ Ir)‘ 
MHHAH .... ) ” wr(®) ’ 
Io. 


BER 
HH ..4 ( ) 


a—i 


woraus; 


(82.) 16) * 





Multiplicirt man alle Glieder obiger Reihe in einander; ſo er— 
haͤlt man, weil nach (20.) 36) = T(1)=1 if: 


IN) n 
HIN «en (u) = Fo 


(83. ) r(-) = any — — .... — 
Folglich nach (82.): 


—U ———— Cl 
CHICPIE TEN EEN AED Due 


= j 
Die Eulerfchen Integrale beider Arten laſſen ſich alfo wechſel⸗ 
feitig auf einander reduciven, —* 


32. Auch das Integral 
* xn⸗i dx * 


kann immer durch bloße Eulerfche Integrale der zweiten Art 
ausgedrückt werden, Durch partifuläre Integration erhält man 


$ \ 


naͤmlich 
Ser)" = = (14)* -H = xın—10x (1) . | 


Folglich, wenn nur nm pofitiv iſt: 


(84.) r(2) = 
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LE fiel)”. 
Iſt nun n eine anze Zahl; fo erhält man durch mehrfache An« 
wendung diefer Nelation: 
Re 1N2 _n(n—1)(n—?2)...2.1 
OR EN ED ELLE BERG 


mn-—i 


Iſt aber n feine ganze Zahl, fo feße man "= z, mxm-19x 
= 62. Alſo 


—— * o (i = md (1t)": 
Yı 


Folglich, weil z= 0 für x — O, wenn nur m pofitiv if, 
= e x= HE: . 


— I\n 1 ! 1\n 

(8) T. zutös (12) sam, (1 )", 
fo daß es alfo auch hier nur auf die Betrachtung der Euler’fchen 
Integrale der zweiten Art anfommt. | 22 

33, Die Eulerfchen Integrale der zweiten Art haben meh- 
tere merkwürdige Eigenfchaften, von denen wir jetzt die wichtige 
— wollen, Fuͤr a ¶ 1 ſetze man p=a, qei—a; 
ſo i | 
ld (x) m gatdx (ix), 








1 xa⸗i qx 
(a, 1—a) = o (da ' 
Sey nun 
1-ı=-—, 2 75 =: : et 
pitz=0 füry=0,z=«e fürx=1, Alſo 
Ig-1dr ſP za-idz 


Aber nad) (35.), da a<{1 if: “ 
“za m 
V. 1+2z ° sinan " 


(97.) (a, 1-24) = 
Da nun nad) (80.) 


(a,1—a) = 


Alfo 





sin ar " 


T(a)T(ii—a) _ 
— gay = TGa)T(li-a) 


iſtz ſo iſt für jedes pofitive a, welches < 1 it: 
(8) I) TU) 
Setzt man at, fo iſt 


sinar 


a Br 
— * 
an dr 2, 


44 


R | 


’ 


* 
2 
—X 
5 


” 


(89.) Ir]: = ey) 


‚oder 


(90.) Tı)=Yr, 


da T(#) offenbar pofitio ift, 


Nach (75.) if 


rumurn —— 


TE EA EEE 5 Pag eh 


>, 


2 
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Me 


a EN iv 
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Beweis der fi 


— 

S 

= u 
ae, 
>. = 
zZ 

zu fl 
55“ u 
EEI«@ 
o.| % 
E>% 
u=3 

3 Si 
s5sE.» 
2534 8 
ag 
25 
= 
un 
29 = 
5 _® 
o 
88 
58 
o_3 
. 
53 
wo 


— — 
ge — — — 
—e — X 

—— 


a ——— 
a EN Pr. 
— - — — ur > u w 

— ee 


Be eg En 


ars: 


ie 


2 


x’n e⸗sx⸗ x u xan-i, 
h Ei 
-wel,t=oi,ı=( 


Aber 


Yan. 


2n-ki 


1 
s 





— — 


* 


er 


— — — — — — 
ax > er Ze ect va nn 
— en Ben Be m ze = 


= 0, wobei 


0. 


2 





Si: 


0: 


2 





1 


— 


rx=0ifz=1, für x — *— dagegen iſt z 


x’n e=sxt ds 


u 
wir voransferen, daß s pofitiv fey. Alſo ift 


3 


— 4 
0 ” ’ 
— aA 


00 
xꝰne⸗ sx (x 
o 


>» 


——— ———— — 
— ——— e 
— — — 

U ARE 





4 
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d. i. nad) der eingeführten Bezeichnung: ' 
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_1.3.5.:..(20—1) 
— — — Vn (9.) 


übereinftimmend mit (38.). Für n — O wird 


Sa ir en (re (0), 


und für s=1: 
[07 
\. e’öox—=AiYn, 
o 


übereinftimmend mit (24.). 
34. Nach (88.) ift: 


a@)r()= * 
0 —— * 
F& a = * 








Alſo durch Multiplication: 
KOROL OK) u — 


Nach dem Coteſiſchen Lehrſatze (ſ. auch d. Art. Goniometrie in 
dieſen Zuſaͤtzen) iſt nun, wenn n eine gerade Zahl iſt: 
m—an = (x? EEE 7 a’) 

(* — ax cost + a") 


(33 -2ax eoa ð + a: ) 





(x? —2ax cos Zar + a? 


Alfo, wenn man mit x? — a’ dividirt: 
Suppiem, zu Kluͤgels Wörterb, hi ; N 
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xn—2' 4 xnesg?2 >... + xtant Lam? 


= (* — co⸗ 4 a? )(v- 2207 + “) 
(*-2% cos 0" + = 
| („-2u« dr dr F ) 
Folglich, fuͤr . —a=i1: 
a * ar en „(1-002Z=7) » 
oder, wenn wir — n —=2« feßen: | 
ae = 2-(1 — 5. — co). XFæ — cs eZer) 
ante) (tl 
Ya 2%-ı sin ( 7), (el) — 


Aber allgemein. 


a x. nr x TE — en inf. * 
er” = in (2-7).0(4-3 = un . 7 7 


Alſo 











231 „ (e—-1)r 
sin — sin — sin —'... In ——— 
@ @ 2 


= 2e-1sin RB. A — | sin er 

— @ * 2 . sın 7— [2 2 * @ * 2 .. & 2 2 

> si — sin — sin — sin 2 
sın & I 5) Pr * 2 * & . 2 ”» 2) 














== NDa—l, —— — me. 2 
2ra—1) 2a—i 





i “ r() (a) r(® er aut, 
(9.) 6 1 6 2% = — | 





—F 
+ 
= 
Il 








2 

* 
je 

.s|l+ 5 
= 
— 
1 


ug 
—ñeNñ* 
8 
+ * 
En — 
Il 
=|o 28 s|-- 
ve 


2 
ö. ⸗ 
=| 
— 


\ 
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re). 
ee 
er. 
d. i. nad) (9.): 


we, 


oder, wie Lacroir (Trait& du Cale. diff, et int. T. = 
p. 480.) die nad) feiner Angabe von Euler gefundene Formel 
darftellt: 


(9.) J: Kir yf es! 5 x( — 
_ 1.2.0) ya 
nn—i1 n 














35. Bevor wir zu andern merkwuͤrdigen Relationen über« 
gehen, wollen wir, um den Zuſammenhang der Darftellung nicht 
durch Hinweiſung auf andere Artikel dieſes Woͤrterbuchs zu uns 
terbrechen, einige Säge aus der Integralrechnung furz erläutern, 
Zunächft bemerken wir, daß, wenn die endlichen Integrale, wie 
gewöhnlich, durch I bezeichnet werden, immer 


3% _ 92 
d. g? * I ein Werth von S = it, Es ift nämlidy nach dem Tay⸗ 


lor ſchen ae 
d2y _ A?Zy — O°2y Ar? 
45* — or 'ı 4 1.2 2 + .o.r® ? 


und eben fo: 
0Zy Ax ,„ O?rF dx? 
d2y= x 7 4 J, 1. 1.2 + “rn. 3 





— | 
woraus durch no fi 
0AdZy . ?E O3ZEy Axt 
eeatreiete 
Alſo 


OE HAz 

BE 50 22 
Aber nad; dem befannten Begriffe eines endlichen Integrals 

d2y=y. fo 

ae _ dry 
— zo 
und folglid) : Ä 
N2 
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027 _ 5% 
dx Tun’ 
oder allgemeiner: a 
y__02y 
a a 


Da nun befanntlic) 
öyh , Ayh? , Ayt he 
= 37T +anmatmiast" 
ft „, wenn wir dx=h Ieten; 10 ift 
h 23 hs zer 4 
87* rastet 
und folglich für 
| 2 * = ‚y= Jıx: 


„02 h3 — 
—J—— +75 2 2, r173:mt+t 


ZAı= nf — ehr. — fh? 25 — zit. 


— wir die numeriſchen Coefficienten der Kuͤrze wegen — 

„S, Yr ô, +... bezeichnen, und die Beifuͤgung einer Cou— 
ante ; welche fidy von fe!bft- verftehe, unterlaffen. Durch Diffe- 
rentiafion diefer Reihen erhält man mittelft des oben beiviefenen 


Satzes: 
zu, E «h2 3 — phr 2 — — 
2 = an — ph? 2 ge — = 
nn = — ch2— Anz — — yh3 25% — — 


uff uff 
Durch Subftitution in obige Reihe ergiebt ſich hieraus eine 
Reihe von — Form: 
28 2öx + An BE rt — +. 


wo A, B, C, D, .... gewiffe numerifche Coefficienten be- 
zeichnen f die fich auf folgende Art beftimmen laffen, Da nämlich 
fe =e, * = ex 
iſt; fo ift 
u Zex = Lex + Aer + Bhex + Chtec + Dhrer + .... 
Aber auch 


di 
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wovon man fi leicht. überzeugt, wenn man die. Differenz 
nimmt, da 


zuanr || Baal ya Belege" ve a 
it. Da nun bee Ausdrüde von Te* in allen Glievern ex 
enthalten, * beide Aüsdruͤcke für ee — O verſchwinden; ſo iſt 


= ie + Aex + Bhexz + Ch?ex + Dhꝰ ex + ... 


indem die ei ek ap Eonftante in dieſem Falle = 0 iſt. Alfo 
— 2 +A+Bh+Ch? 4 Dit + ....,. 


fo daß man folglich die numeriſchen Coefficienten a B, 6 
rer. exhaͤ lt, wenn man bie Function (ee— 1)! nad) Po 
tenzen von h in eine Reihe entiwicelt. Diefe ‚Entwidelung ift 
aber in dem Art. Bernoullifche Zahlen (6,) i. d. 3. gegeben, 
und das Geſetz der Coefficienten iſt dort allgemein beſtimmt 
worden. Setzen wir nun, wie a. a. O., 
=. + A, + A,h + A,h2 + A,lbs + A,ht +. 


ſo iſt a. a. O. — ) gezeigt worden, — 
und folglich Se = 
— * 44. iS. 


, 
* 


.* 


ift. Vergleicht man aber den a. a. D. in (6.) gefundenen Aus⸗ 
druck mit dem allgemeinen Ausdruck der nten Bernoulliſchen 


Zahl B in (O.); fo findet man leicht: 


1.2..2n—1)(2?n—1)2?0 An _ _ 2a t)B 


—— —J 


Am = An ‘ Ä 
A, ift, wie man leicht findet, = — +. Aus allem Bisheri- 
gen une ſich: 
A=A —5— 


B 

B = A, = 1.2 

B 
Dea- 1.2.3.4 
E=A = 0 j 2 

B 

ee Fu 1.2.3.4.5.6 
G=A, = 
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Alſo —— 
1 j B, 0 B 0% 
m=yjfa—nt Tr Isa 


5 
B 052 
4 12.3.8 | 
Iſt nun z=P(x) das allgemeine Glied einer Reihe, deren 
Summe in Bezug auf ihre x erſten Glieder wie durch Sx be— 
zeichnen wollen; fo ift | J 
s. —(0) 4* 0) - () + * 6-) 46), 
S-i —60) - 6) HIN) tr. 46-1), 
s — 12465. | Ä 
Solglich, wenn wir I. = f(x) fegen, fr h=1: 
As = Aa) = (41) - I ex — amp), 
und umgefehrt 
Sx-ı = Zp(x) + Const , 
Sc = Zp(x) + px) + Const , 
= 2z + z+ Cons. 


Alſo, Sx = Sz gefeßt: 


— * * 


3 
— d B 02 B oz 
Sam froh geh ge IRB 
5 ? 
B 05% 
ME Per 20 Pre " 
Die beizufuͤgende Conftante ift ſchon in f z0x begriffen. 
36, Fuͤr z= 1x if: | j 
07 nm 1 0?7 1 Oo’ — 1. 
Kr’ Teen 
o*z 1.2.3 0% 1.23.4 
er Ge Basen Ta 7:77 Sale 7 Das I, ſef 





——— 
Alſo 


Ssk=-U+R+B+M4H+r..+% 
08 B B B 
=G+xk2—-x7r 5 Be 7 u 7 + 5 FB — 


Zur Beſtimmung der Conſtante gelangt man auf folgende Art. 
Nach (8.) ift — 
2.2.4. 4. 6. 6. 8. 8 .... (2x -2)2 


— — —— — —— — — — — — 


— 1.3.3.5.5.7.7.9..(2x—1)(2x—1) 
deſto genauer, je groͤßer x iſt. Alſo 


Beftimmtes Integral. 199 
212 + 214 + 216 +... 4 2x2) + 1% 
- 1 — 23 28 — 47 — 2. — 21(%x— 1) 
defto genauer, je ‚größer x if, voͤllig genau, fi x» Für 
x—» ift aber nad) dem Dbigen: 


Sk=C—-x+ (x+4)k, | 
Sax = C— %x + (ıx+;)x, 


Ir — 12 = 


wo nämlich) 
‚sSıx=-l+R+13+1l + ...+ 1% 
if. Auch ift h 2 
R+FU+IEH+BH+..+1%x 
=U+R+BHUH.I+ IK + 12 
* — Sk + xl. | 
501g * Sax =C— 2x(24)12x 
1 +B+5+17+..+ 1&ıx—1) 
+2? +4 +16 +18... + 1% 
=U+B+B+ ../+ 1@2x—1) + Six + zl2 
=141+3+3+17 +... + lin—1) 
+C—x+ (XAMx + xl2 
u 413 +15 +17+..+10x-1) 
= — x + xx + (x+})l2 
212 +14 +26 +... + 21(2x—2) + 212x 
— uU — 3 — 235 — 37 — .. — 1(22—1) 
Be 20 — 2x + (x+1)i + xl + %x 
— — %ılx — (2x+1)12 ! 
= %C+lce—12. 


Alfo, wenn man auf beiden Seiten 12x abzicht , nad) dem Vor⸗ 
hergehenden 


Ir -_R=2:C+ik— RR — 1%x 
=2C +lk — RR — ık — RR = 20 — 282 


= 4a +R) = Mr = r2r . 


Folglich 
U +R+B3+la +. + ls 
3 
— If2n + xix — x + 4x + —— go. 
| B 
— 12m + (x+3)Ix — x * u +... 
1 3 


B B 
= ılk + +1(2nx) — X 4- it tt ... 


37. Nach (76.) ift 


\ 
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7TC(XC-1) 1. 2. 3,4.....x 
Ir(xyp1)=1 + RR +B ... + 
1 3 
P al lm) rt et 
Setzen wir 
! BB, 8 
EHRT ET tn | 
fo ift klar, daß I(1 +8) fih der Null, d. i. ⸗ fih der Null 
defto mehr nähert, je größer x if. Es ift folglich 
Ir(X+1) = xx + Ian)? + Hex Iire) 
= Et? 4 1022)F + lex + I(1+e) 
eltern], 
oder 
TH) = (An)txtte=x(1-+e) en 
wo e eine Größe iſt, die fih ber Null deſto mehr nähert, je 
größer x iſt. Da nad) (75.) 
I(x) = —* 
iſt; ſo iſt 
I(x)= (21 xFe-x(1+e) R 
‚eine Gleichung, melde zuerft von Laplace gefunden morden 
iſt. Diefe Gleichung ift hier allerdings nur für den Fall bewie- 
“ fen worden, wenn x eine ganze Zahl if. Da aber die Function 
auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens eine ftetige Function 
von x iſt; fo erhellet leicht die Richtigkeit obiger Gleihung für 
alle Werthe von x. Wir haben alfo für jedes pofitive x; 
T(x)=(Anjixmters(i+e), 
T(x+1)= (Uohtem(1ir4e), 
Auch Legendre hat diefe Formeln bewieſen, in den Exer- 
cices de calcul int&gral. T. I. p. 290, 


‚3% Aus diefen Formeln läßt ſich nun noch eine fehr merf- 
würdige Eigenfchaft der Euler'ſchen Integrale der zweiten Art 
ableiten. - Es ift nämlich immer Ä 


nx Ruhe Che BA are "GG +) j 5+ ) i nz +) 2 ME ‚ 


(95.) 





n 


(96.) I(nx) = 
rare) re 
Nach (75.) if | 
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— 


| ish vi r(2+x+1): tt) 
era Tatil 
u tr) rate) 
(nxn—1)(nx+n—2). mx (nx) | 


— (4). Am 

ee I'(nx) R 
fo daß fi ch alfo diefe leßtere Function nicht Aidert,. wenn man 
x+1 für x feßt, und daher überhaupt ungeändert bleibt, wie 
fehr man auch x wachfen laffen mag. Kann man alfo den 


Werth biefer Function für x= © beftimmen, fo wird ihr Werth 
überhaupt beftimmt feyn, Für x — ift aber &=0 in (9.), 
Alſo frx=e»; 








I(X) — — 


rar(a+x)r(e4+ 2). +r) 
’ 4 


2 nl 
. ı x a sh—1 — u ——l 
= N "a er) — ) u! 


Folglich 





n 
\ nl 
— »-(-4+-4- Ba re 


F F ee 
4 ur. BR er; —— 
— a RE ya 
; . se ar — 
— I(n)= (2m R nnx—} yax—y ex 
— — | IE nn 
— (2n)tn nx I 2 tz 3 Bar + n : 
weil 


an + (+7 - *6 +7 -}) 
mt’ =m-r 
it. Folglich, wenn man die einzelnen Factoren durch einander 


dividirt; | 
„TOrG+) r(-+2)... +) F 
— 77.575) 


n—1 nt 1 . : nt | 

— 1 — — — — 2 4 * x ur 9 
=(@n)'ne (+5) (145) (1) e 
Setzt man der Kürze wegen 
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fo ift: = ’ 
0 = (G+3-)1(1+5) 
— ——— 
+ (+2-3)1(14;,) 
+ (ty) 
ei 
Ele) 
+ " +1) +3) | 


. 02 0 2.2080 08 8 rer ha he 


EEE 


——— man wirklich; ſo erhaͤlt man einen Ausdruck von 
— — 


Q=— + + — 4 
— — x ⸗0 if: 














n—1 





C 
—+24+5+5+ 





We4titztr.4t=', 
Baar, u 


n—1 n—1 , Fr 2 j 
fo, wile’.e * —=1 if, für x—v, d. i. nach dem 
Obigen fuͤr jedes x: 


r(x)r(-+x) r(2 +x).. T(— 
es I'(nx) 


u. DD. m Legendre bat a. a. O. T. II. p. 23. dieſe merf- 
— Formel auf ganz anderm Wege bewieſen. Der obige 
ſinnreiche Beweis iſt von Cauchy entlehnt aus deſſen Exerci- 
ces de Mathematiques. 15”° Livraison. Paris. 1827. p. 91.92. 
Man vergleiche hier die Formel (92.), welche auf ganz andere 
Weiſe gefunden worden ift. Die bisher bewieſenen Formeln ent— 


n—1 





4) 0 =, 
)_ (?r) "nr, 


⸗ 


J 
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haften die wichtigften und merfwürbigften Eigenſchaften der Eu— 
lerfchen Integrale der zweiten Art. 

39. Die Theorie der Eulerrfhen Integrale der erſten Art 
if, wie wir oben gefehen, haben, in der Theorie der Eulerfchen 
Antegrale der ziveiten Art enthalten, und es wird daher hin— 
reichend: feyn,. in. Bezug auf jene hier nur: einige Relationen 
aufzuftellen. Nach (80.) ift Ä mn 

i T(p)E(g), 


IE Tr: | 
Da fich in dem zweiten Theile diefer Gleichung die Buchſtaben 
verfegen laſſen; $ erhält man: a | | 
(7) (BD P)- 


J 


Nach (73.) iſt — 
—DM— — 
OX,— 
Folglich nach (.): ee BEL | 
Pr hi - 
u (3) * — 
Ferner iſt nach (89.): | 
_Tep+pDTG) 
-(pt+9 = r(prgtr) . 

Tolglic durch Multiplication : 

9, (p, dE+ruH Nenn. 


Alſo, weil indem zweiten Theile diefer Gleichung. die Buchftaben 
ſich verfegen laſſen: | 
100) HN EFHN=ER NEIL N=(ur)\gtrsp). 

Aber nad) (73.): z 


Q. 
—A— 
. IE 


Alfo nad) (100.): 


> JE)-CH- GH) 
q a 2 m r pP 
Nach (75.) il: Eh | | 
. Tip)=(p-1)Tlp-1), 
Tp+g) =(p+rg—-N)Tep+tg-—N),‘ 
T(p)Tlg) __Pt Tip—Tia) 
T(p+g) " ptrg-—1 Tip+qg-—1) 
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* 


102.) em 1,9); (0) 


(3 4)= le IE 


d. i., wenn man nur. noch auf beiden Seiten mit * multipli— 
cirt, nach (73.):° 


1. TER ei fi Sen. 
(2) el q 
Für n iff nad) (27.) 


EA WR PT BB. 
(*) Nas 














Alfo 
| (104.) (2 =>. 
Nach (87.) if 
| a) 


db. i. nach (73.), wenn wir ein für alle Mal In —= © feßen: 


| eu, (2) a 
Mittelft der beiden legten Formeln erhält man den genauen Werth 
von (9) in allen den Faͤllen, wo eine der beiden Groͤßen p, q, 


“oder deren Summe = n if. Man hat — nur noch zu 
merken, daß nach (98.) und (104.) 


——— 


Wir wollen jetzt einmal vorausſetzen, daß der Werth von 
auch in allen den Faͤllen bekannt ſey, wptg=n—1 


it; fo ergeben fi) neue merkwürdige Neductionsformeln, wobei 
wir der Kürze wegen 





ift. 


fetsen wollen, wie auch Legendre thut. Es ift alfo 


Sue 
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u n—5 4 
7 )= — == A, A, 
u ſ. f. u. ſ. f. 
d. i. allgemein: 
Ar = A—-. 


Die Anzahl der Werthe | der durdy A, bezeichneten Größen it 
alſo = —— oder = „ jenachdem m gerade oder ungerade 


if. Fuͤr 19 z. B. find — Groͤßen: 





—8 


an der Zahl — 4. Fuͤr n = 10 find dieſelben: 


A,=(3)=(}), 


A,=(1)=(}), 
A=(!)=(})r 
f A,=(j)=(}), 


an der Zahl ebenfalld — 4, £ 
Sey nun zunäht p+qg<n. Nah (101.) iſt 


=)E)-E)E 


d. i. na ( 98.) — —— 


J = m oO 
er - "sna® ’ 


— „sina® 
(107.) (> — a: en) A,sina 


sin © 
oder, wenn man a fir n—a —1 feßt: 


a An—aAsin(n—a—1) 8 
0) (+) = sin © 
Aber nach) dem DObigen 


An-a=1 = Aa ’ 
und, wel 0 — In iſt: 











sin(n—a—1)08 = DIET = sin(a+1@ J 
Alſo 
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(109. (+ ) = Alina ne. 


Algemein ift nad) (101.) i 


(==) (7) = (>=) (= ). 


d. i. nad) (107.) 
(=>): A, sin&—1)® _ Ant. ein (a4“ - 1) © (+) 





a sin © sin © a 
n—a—x\ _ Anti sin (a4+«—1) © n—a—x-+1 
\ a —  Arısin(&—1)O a ö 


Durch ſucceſſive ——— dieſer Relation ergiebt ſich 
(* ) A- : * sin rn S 9..sin(a+1) 0 (==) j 
a 


——— nn 
” * 


(=): = A, 
Alſo 


a) — —— ‚in O.. inlatr—n) @ 








A,A,A, «.. Arcı sinOsin2® ... sin«—1,@ 
Mittelſt diefer merfiwhrbigen;, r von Legendre gefundenen, Ölei- 
| hung laͤßt ſich alfo der Werth von (*) ‚wumptqg<n 


ift, immer mittelft der durch Aa bezeichneten Größen darſtellen. 
Sey ferner p+qg>n. Nach (101.) ift 


n—a+rx n+x»\ _ (/n—a+t« n—a+rx+1 


Nach (103.), (109.), (107.) iſt aber: 


n+x\ _ x x 

1 =-(7) ’ 
* _ Axsin (x +1)® 

1 sin O i 


(3 = Aa—»— sin ——— 
1 


sin 

















Died giebt: 
n—a+x+1\ _ x A,sin(x«+1)® n—a+x 
a —#+1 Am-ısinla—x—1)0' a x 


Da nım nach (101.), (105.), (106.), (107.) 


IE -A). 
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— =" 


n—a _ Anzı An-ı sin (a — 1) © [2] 
— um6 








iſt; fo iſt 
— = sin ® 
A,-ı sina®sin(a—1)@ ' 


Durdy_fucceffive Anwendung der vorher gefundenen Relation er« 
giebt ſich aber: 


n—a+x+1 = :—1..—?2 Ir 
u er ne Do . 


Ax Axı Ar ... A, 
Auı-i1 Aa—ı—2 ... Aa—3 Aa? 


sin(x« + 1)®sinx®...sin2® Yn—a+1 
sin (—x—1)Osin (dk—x—2)9.. sin (a—2)0 ' a ” 


Alſo | x 
(111.) (Et) = | 


1 . A,A,...Ar ®sin.Osin2@...sin(x +1) © 
x +1 Aaı Aao2., Aaoaı sinaßsin(a—1)9...sinla—x—1)0 ’ 


oder 
n—athx\ _ 
(112.) (>) = 


a A A,... A— @ sin Osin 20...sinz® 
5 Aaräandiac Aa Bin a@sin(a—1)0&...sin(a—x) © ! 


> 


eine Formel, durch welche (?) unter denfelben Vorausſetzun⸗ 


gen, wie vorher, gefunden werden fann, wenn p + q >.n if, 
Auch diefe Formel hat Legendre gefunden, ie erechnung 


der durch (2 ) bezeichneten beftimmten Integrale iſt alſo ledig⸗ 


lich auf die Berechnung der durch A a bezeichneten Größen zu⸗ 
ruͤckgefuͤhrt. Legendre hat in ſeinen "Exercices de calcul in- 
tegral. T. 1. P 231. nod) verfcdyiedene andere merkwuͤrdige 
Unterfuchungen über. diefe- Größen mitgetheilt. Da es aber doch 
vorzüglicdy auf die Werthe der Euler'ſchen Integrale der ziveiten 
Urt ankommt; fo wollen wir lieber der Berechnung dicfer letz⸗ 
tern einen größern Theil des ung zu Gebote ftchenden Raums 
widmen, und ung rücjichtlih der Eulerfchen Antegrale der 
erften Urt mit nod) ein Paar einfachen Relationen begnügen, 
Es ift nämlicdy nach der Gleichung (101.), welche als, die Haupt- 
gleichung bei dieſen Unterfuchungen zu betradyten iſt: 
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AI 


folglich durch Multiplication: 


VE AT 


Aber * (98.), (105.), (104.): 
=) (33) 
n—p— „+1.) * rn j 
CH (=) — 
(BE) 


(=) > —— * — 


| P\(2-P) ___ene+9e _, 
(2 Ye) — (a—p—g)sinpdsing® " 
Sit alfo eins der beiden beſtimmten Integrale (2): (= R 
welche man Complemente von einander nennen fann, befannt; fo 
ift es auch das andere, Fuͤr p=q=a erhält man: 


am, (+) (2=}) 238. 
Kennt man alfo (*) für die Werthe von a, welche nicht 
> }n find; fo fennt man (#) auch für die Fälle, wo a>;n 
iſt. 
































Alſo 








Es iſt 





() - N — 
Yan 
Man feße 
1-0 "=4+tıfli— m, 
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vo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ift Jena dem 
a > oder <H if. — findet man leicht: * 
dx I zn—i 0z 
= — Yıi-a’ 
— — zne1 0z 
— — 
— ana = — — 
4 2 na 
xa—i1 x A = za 107 
sn. me om 
Yıı — xe)n—a 


rue 0, — 


‚1 ift refpective z—= 0, 2 1, 
z2=0, Alſo mit Berichfichtigung der obigen Beſtimmung ivegen 
der Zeichen: 


he re za — 
ES re A 
Y(ı-xo)n-a 


xa-1dx — — * za-1 07 
n . FE TEN 1 





yıYa am 
Bekanntlich ift aber 


— ÿ—i (x 4 / xa⸗i x N. za-10x. 
0 Yazaımı ’ Ya Yan 


° Ya 











za-107 ee 7 
ı Yı-aın eo fi— mn 
Alſo ift 
22 1 —1 
(115.) (# ) —2 fe j 


da es offenbar verftatter iſt, x für z zu ſchreiben. 
Set man n—a für a; 1 wird 


— + Igxn—a—10x 








o Yıza 


Folglich nach 


1 ——e—— ox Ixn-a—10x 20cot aoꝰ 
un | TE — Vie nt 








!egendre fett *) — M.. Da man a niht > #n 


iu nehmen braucht ; fo hat man nad) (110.): | 
Supplem, zu Klügels Wörterb, J. 
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; An Aatı » Anzacı sin(a+ 1)@...sin(n—a—1)® 
(118.) Mu = RT: 7 Fr EEE —  VEREEREE? Te - Wa 
A. An-2a—ı sin Osin2® ... sin(n—2a—1) © 
Wegen 
An—-ı = Ar , 
sin(n—x)® = sin (n—x6) = sinx® 
erhält man aus (118.) leicht: 
_ Aa Aa+te» Ara—ı sin(a+ 1) Osinca +2) 9..sin2aQ 
(119) M= A,A, Ast sin Osin29...sina®. : 


40. Was nun die Berechnung des beftimmten Jutegrals 
T (a) betrifft; fo ift zuerft zu bemerfen, daß man die Werth: 
deffelben im verfchiedene Perioden für a — 0 bis a— 1, fü 
a—_ibe a — 2, fuͤr a— 2 bis ad, uf. f. theilen fan, 
und daß man dieſe Werthe bloß in der ganzen Ausdehnung einer 
dieſer Perioden zu fennen braucht, um fie in jeder andern Pe: 
riode zu kennen. Man erhält naͤmlich leicht nach (75.): 
T(ate+x) = 
—=(at+a—1+x)T(ate—1+x) 
— (ate—i+x)(a+@—2+x) Tlata—?2+x) 


= (atfe—1+x)(a+ra—2+x)...(a+x)Tla+x); 


T(a-e+r)= 
— T{a—ce+1+x) 
— a — px 


— T(a—a+2+x) 
' — fa—ae+z)(a—ce+1+x). 
— T(a—a+3+x) 
* (a—c+x)(a—a+i+x)(a—c+?+ x) 
— T(a+x) 
— (a-a+x)(a—e+1ir+x)...e.a—1i+x) ” 
fo daß alfo die Function T’ für die Perioden at, ato+i 
und a—a, a—a +1 befannt if, wenn fie für die ganze 
Ausdehnung der Periode a, a+1 bekannt if. Sind z. B. die 
Merthe von I’ für die zweite Periode a—=1, a — 2 bekannt; 
fo erhält man mittelft der obigen allgemeinen Formeln fir die 
erfte und vierte Periode leicht: 
| T(4)=374),1734)=$-;TG).- 
Aus der Gleichung | 


T(a)T(1—a)= 


i 





FX an (88. ) 


erhellet aber ferner, daß die Function IT’ bloß für die ganze Aus— 
dehnung der Hälfte einer beliebigen Periode von a bis a+tr 
befannt zu feyn braucht, weil die Werthe von I’ für die ander 
xanhr der Periode mittelſt obiger Gleichung leicht gefunden wer— 
en koͤnnen. 
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Man fann die Gleichung (88.) auch fo ausdruͤcken: | 
T4-a) 44a) = =. 


Ferner iſt nad) (76.) 
T(3—a)=(4-a)T(}-a), 
T(3+a)=(4+ta)T(}+a). 

Alfo 





T3-a)T(3ta)= = (4a). 


Auf Ähnliche Weife ift: 
T—ıa)=(3—-a)T(}—a), 
Täta)=(3+ta)T(3+a), 


T(#—a)T($+a) = (4—a?)(3—a?). —— 


cosan " 


casarı ' 





Es iſt alfo: 
T(4+-a)T(}+a)= 55 
— ——— Sue) 

(1%.) e 
4a Tdta) = da) ga zu 
To-a)T(;+a) = da) gar) (Far). — 

uff. u. ſ. f. 


Wir wollen nun noch zeigen, daß es bloß noͤthig iſt, die 
Function T(a) für a=0 bi a=4+ zu kennen, indem wir 
der Kürze wegen II’(a) = nr feßen, und eine Größe, die 
als gegeben oder befannt betradytet werden kann, überhaupt durch 
G bezeichnen wollen. Nach (88.) und (96.) ift: 

[a]l+[i-a]l= I ; 
[a] + [4 ra] — [2a] = H1(27) + (42a), 
oder 
[a] + [I-—.ı]=G 
[a] + [++2]1—- [a]l=G. 
Denft man ſich aber für [++a] feinen * aus (ei) ger 
fegt ; fo wird die zweite Gleichung: 
la]—[i-a] - [al=€. 

Setzt man in diefer Gleihung a=4++ «, und benft fi zu— 
gleich für [4 — a] feinen, Werth aus (88.) eingeführt ; fo wird 
ISTG«AI I[à4]1I -[14a42] 2 6. 

Setzt man aber a—= 2, und führt ſtatt [4 — 2a] feinen Werth 

aus (88.) ein; fo wird 
[ee] + [+2] — I4] 32 6. 
22 


iſt: 
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An der Gleichung 
[a] + [!-a]=G 


ſetze man ferner a=3+ 0; fo ift 


[te] + [l3—-e]=G. 

Mir haben alfo folgende Gleichungen : 
[$+e] + [3+e]J—- [4+2]=G, 
' [2] —[%]+[ıt21]=G, 
- I[44*41 — [4241 2 6, 

durch deren Addition man erhaͤlt: 

[4+e] — [4—e] + I21- I“v1 2 6, 
IJ.AII4-AIICAI-I[23I4 6. 


Iſt nun a Dre; fo iſt 12 <1, 16a 146, datt ea, 


und es ift alfo [4 + &] durch andere Zunctionen ähnlicher Art 
ausgedrückt, wo a<++eaifl. re=Hh ff rat, 
und nad) den Gleichungen 

j .- [a]+ BD-a]=G 
la] + [4+a] - [2a2]=G 


IIX IlI1I 6, I3I1I4 I[I21- [1126, 


woraus: 
14124141* 6. 


Giebt man alſo dem a alle Werthe von O bis „5 fo kann man 


alle Werthe von [a] von a=4 bi a — 4 finden. Man muf 
nun bloß nod [a] von a=+ big a=H+ finden. Aus den 
mehrmals angewandten zwei Gleichungen erhält man, a für a 
gefeßt, durch Subtraction: 

- Dee] — [140] + [a]=G. 
Denft man fih aber für [1—a] und [4 + a] ihre Werthe 
aus (88,) eingeführt; fo wird 

— [Te] + [l3—e]+[2%] +G 
KH-el=[el—-[%]+G. 

Giebt man nun dem a alle Werthe von + bie O; fo erhält man 
nady dem Dbigen mittelft diefer Gleihung alle Werthe von [a] 
von a= + bi a=+, wie verlangt wurde. Man fieht alfo, 
daß zur Kenntniß aller Werthe von I’(a) nur die Kenntniß aller 
Werthe diefer Function von a=0 big a—4 erforderlich ift. 
Man fönnte den Theil der erften Periode, für welchen die Function 
T(a) befannt feyn muß, noch kleiner machen als +, welches 
uns bier aber zu weit führen würde, und in Legendre Exer- 
—— de calcul integral. T. II. p. W. nachgeſehen werden 
muß. . 
4. Es kommt nun.noc auf bie Entwidelung einer Kor- 
mel zur annähernden Berechnung von T(x) an, wenn x flein 
ift, da man, wie wir vorher ‚gefehen haben, x nicht > 4 au- 
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ısnehmen braucht. Zu_diefer Formel gelangt egendre a, a. 
D. auf folgende Art. Man feße 


1 
1 1 1 1 
year tirstire tr 
'o iſt für jedes pofitive ganze x 


KR) +e@)Sitttritritrike., 
d. i. 
I(xX) 6* () 3 05 
Ivo 
iſt C=1+4+4+ri+r}+t:.... h) 
tfi, 


Fuͤr z=— erhält man aus (35.) 


1 B,B B 
I(x)=C + Ix a — „ng 


— Formel, welche, wenn man (x) als die Summe der 
eihe 


144 tritt | 
deren allgemeines Glied Z ift, betrachtet, natürlich bloß gilt, 


wenn x eine pofitive ganze Zahl iſt. Abftrahirt man aber von 
diefer Vorausſetzung, und denft fidy f(x) als eine ftetige Function 
von x; fo ift flar, daß diefe Function auch für alle andere 
pofitiven Werthe von x, welche feine ganzen Zahlen find, durch 
die oben aus (35.) hergeleitete*Reihe ausgedrüct merden muß, 
re nun ꝙ (x) in eine Reihe nad) Potenzen von x; 
o wird 


y)= 1rfrsritrrte 
1 1 1 1 
2:94 #44 | 
Hrlagtgtter | 


-Pit4gtgtette | 


oder, wenn wir die Summe der nten 'reciprofen Potenzen der 
natürlichen Zahlen überhaupt durch Sn bezeichnen: | 


y(x)=C—S;x + S, x — Sr? + St — u... 
fr)=C— plx) 


= S,x — S,x? + S,x3 — St + IR — u. 


Nach (95.) ift aber 


Alſo 
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Ir(x) = 41(2r) # (x—4)k—x + Ki+e) 
= 41(2) + (x—ı)k—x 


B B RB B 
— + as — 


alſo 


1 
Je _ 1 B 
——* 


d. i. nach dem Obigen 


AT(x) __ 1 ’ 
. ua; ee | — 7 * f(x) —_ C ’ 
oder 
eolr 
— =- ö S 50 4 Se Shen, 


woraus durd integration: 
(121.) Ir@)=— C’x—Ix + 35,22 — 15,0 +15, — .... 
Eine Eonftante ift nicht beizufügen, indem nämlich, weil 
T(i1+x) =xT(x) if (75.), 
=. +x)=1x + Il(x) 
| a —— 
iſt, wenn man 
Ir(kx)=C"— Cx—ik+ 48,0 — 480 £. 
fest. Fuͤr x = 0 iſt aber 
 IWUi+)=Irt)=1=0. 
Alfo c' —=(, Zugleich erhellet Hieraus, daß 
(22) Ir +x) =— Cx+4S;x2 — 45,2! + 4S,x —..... 
if, Nach (121.) ift 
IAAMAùC) = — Cldi+r) — 1i+R) +4S,(I+R — 
Ird—x) = — C’(1—x) — 11x) + 48,1— N)? — ...., 
fo daf ee IT(1—x) aus IT(1+x) entfpringe, wenn man 
— x für x feßt. Dies giebt nad) (122.) 
(1233.) If1—x) = C’x+3S,x? + 43,x3 -1S,r? +... 


Pad) (75.) uud (88.) ift: 
T(1+x)=ı[T(x), T(x)T{1—x)= 





sin ıx 
Alfo durch Multiplication auf beiden Seiten der Gleichheite: 
zeichen: - 

AX 
—E 


J T(1i+x)IT(1i—x)= ’ 
woraus fogleich: 
—— = 1r(14x) + Ir(1—x) 


sin nx 
= S,x? + 15,x? 4 15,26 $ S, xe Lo 





# 
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U ifo — (122.) und (123.): 





x e 

(124.) Ir(1 +x) = + Fe X u Cx anf 45,x3 — ⸗ 18,x* — 8— 
| 

(135) IIU—) = 15* x + S, x⸗ + 4525 + u... 


Sett man in (125.) x—4; ſo wird, weil nad (90.) I’(4) 
= rn if: N 
16.) "= 12 — 45,.3— 45-17 47 ed nor: 


Dieſe Formel dient zur Beſtimmung der Conftante. Die 
Summen der reciprofen Potenzen laffen fid) mittelft der .allgemei- 
nen Summenformel in (35.) finden, worüber Euleri Inst. 
Calc. ditf. T. II. 8. 147. nadjgefeben werden koͤnnen. Legen— 
dre hat diefe Summen a. a. D. T. II. p. 65. bis zur Zöften 
auf 16 Decimalen berechnet. Ihres Häufige 
will ich diefelben hier mittheilen: 

8, = 1,64493 40668 482264 
S, = 1,20205 69031 395943 
Ss, = 1,08232 32337 111382 
Ss, = 1,03692. 77551 433700 
S, = 1,01734 30619 844491 
S, = 1,00834 92773 819227 
S, = 1,00407 73561 9743 
$, == 1,00200 83923 260822 
'$,0 =. 1,00099 45751 278180 
S,, = 1,00099 41886 041194 
S,. = 1,00024 60865 533080 
S,,; = 1,0012. 27133 475785 
S,, = 1,00006 12481 350587 
S,; = 1,00003 05882 363070 

5. 86 S,. = 1,0001 52822 594086 


S,, = 1,00000 76371 976379 

S,; = 1,00000 38172 932650 

S,,; = 1,00000 19082 127166 

S,o = 1,00000 09539 620339 

S,, = 1,00000 04769 329868 ’ 
S,, = 1,00000 02384 505027 
$,, = 1,00000 01192 199260 

8,, = 1,00000 00596 081891 
".S,s = 1,00000 00298 035035 

S,. = 1,00000 00149 015548 
. S,, = 1,00000 00074 507118 

S,, = 1,00000 00037 253340 

S,, = 1,00000 00018 626597 


\ 


n ‚Gebrauchs wegen 
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S. = 1,00000 00009 313274 
> .8,, = 1,00000 00004 656629 
S,, = 1,00000 00002 328312 
S,, = 1,00000 00001 164155 
S,4 = 1,00000 00000 582077, + 
S,; = 1,0000 00000 291038 . 

Man kann der Sormel fir ITA+X) auch noch eine andere 
Geftalt ‚geben. Es ift nämlich befanntlic) 
li+4+x)= x — 422 + 4x? —4rt + 40... 
Ii—ı)=—x— 4x2 — 4x2 Int 18... 

1+x 
11 = x + 42? 4 4x5 £ 4x7 4 sen 
Alfo nad) (124.) | 


(127.) .Ir(1+x) = 31% _.,]ı+* 


sin nx 2*5 








+ 4-0), — s-)5- 1), 
Iſt M der Modulus der vulgaͤren Logarithmen, fo feße man: 
M(i1-C)=E, SO -N=E, 1) = E,, 
‚Dies giebt: 

(128) logT(1+z) = + log — — Hos t= 

+ Ex — E,x? — E,x® — E,xꝰ — cu... 

Setzt man in (127.) x—=1; fo wird, weil T(2) = 1.T(1) 
= 1 if: | 





0= 41 — 10 — 22 + 410 
+1—-C'— (5, —1).+—(8,—1).4+—($8,—1).+ +... 


129) 1-44, -D+IE NH Nr... 


Sebt man dagegen in. (127.) x—= 4; fo wird, weil T’(1+4) 
=}l(4) = 4ra if: 

13 +1 =4l + 41m — 413 

+ 41-0)4- G. 1.4.38: 47 — 
(130.)1 - C=3 +4, - Dr: Nat Sl: 
Legendre findet: | 
C = 0,57721 56649 01532 8606 . 

Er giebt a, a. O. T. II. p. 85. eine Tafel der Logarithmen 
von T’(a) für die zweite Periode von a—=1 bie a=2 in 
jwölf Decimalen, weldye in vielen Fällen von Nutzen feyn kann. 

8 find diefer Tafel die erften, zweiten und dritten Differenzen 
beigefügt, Aus den Euler’fchen Integralen der zweiten Art laffen 


fih, wie befannt, immer die Eulerfchen Integrale der eriten 
Art finden, 
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42. Mit den Eulerfchen Integralen hängen. fehr viele 
andere Integrale zufammen. Der Raum verbietet ung aber, 
weitere Unterfuchungen über diefen wichtigen Gegenftand beizu— 
bringen. Nur folgendes Theorem darf feiner befondern Merks 


würdigfeit und Wichtigkeit wegen hier nicht fehlen. Es ift nim- 


li) immer: 


De 
an, TE N af ehe 
rosa . — 


Euler hat in den Inst. Calc. int. T. IV. p. 166. folgen: 
den Beweis diefer merfiwärdigen Gleichung gegeben. 


Nach (103.) ift, wenn man p n für p feßt: 


Fr: 
7) 


_2+9 
P 

_ Pp+gp+gtn ER (3) 
P 

273% 





d. i. 





prn 


p+tqg+tn Euer =) 
pP ptn " p+a 
_ P+tgp+tgtn prgr?n bkgie 
p ' ptn '" pt " p+t3n "0? 
oder, wenn wir der Kürze wegen 
SE 
— —— 
— xa)n—q 
ſetzen: 
gm Btgp+gtn pr re p+gtsn 
p  p+n. ptzu “ p+3n 


Nimmt man ‚auf beiden Seiten die natürlichen Logarithmen, und 
differentiirt nad) p; fo wird 


2. (> _B\,( 88 2.) + (2 ' 
zZ \Äp+tqg p ptgtn p+rn — nis 


ne DRS Pe 











wi 
Sen jetzt 
» = yr vr+1 * vprn vr+g+n 
v=— — — | 
‚ pP ptg”" p+n  p+gtn 
vr+n vp *142 


— 
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fo iſt offenben A: — 


Differentiirt man aber in der Gleichung 
N 2 — — xp! 

— 
unter dem Integralzeichen nach p; ſo wird: 

x = S: w-1dx x 

= —— — N 

r ’ Yan 
oder 
3Z zp-1dx = 
Z=- = 
. Y(1—xa)n-4 
Folglich 


ıp xt dr 
us, —— = y(l). 


Y(1—xa)a-1 

Aber nad) dem Dbigen 
vp—i 4 vrhn-i . vPrn-l rs vPriu-i .. 
op (v) * a)” vertrat — vptaita-t — verrrrin — .... 


d. i., wenn man dieſe Reihen fummirk: 


a) = Te 


— 5 * 
pr) = Pr — — dr ’ 
wenn man bdiefes integral fo nimmt, daß es für v=0 ver- 
ſchwindet. Segt man danı v=1; fo wird 


1 vi rta— 
yw=f” = öv,, 


1i— im, 
oder , was daſſelbe ift: 
zr— — 4¶ 
20) * = I — 


1 i en = E 
zZ or Dr 0x, 
(i1— 


Sr 


It — rn 
* —— — Ox ) 
a —W 


—: 


Y; 





Alſo 


xr⸗ i dx * 


JS; 
* 
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Ä 1 

ı reidrl— ft mm1ox Int xPHimt, 
Ey Eng ze 
“Fit —xe)ag Yı—aa)a-q 
43. Man feße 


Serum (es 


fo ift, wenn man die erfte Formel nad) p bifferentürt: 
Dy af, xp=1öx (1 —x)1-1lz 


= -f! s=idx( t-ajmilt. 


Folglich nad) (131.) für n=1: 
? 3 = 2 — 2 
5p = — 2 yop B ® = = 
Aber nad) (80.) 


„ergo 
‚=P,.d=T7org 


y=Ir(p)+ ——— ee ‚ 
Ay _AT(p) _ AT(p+4) 
> Pop ölp+g) ’ 
d. i. nad) dem Obigen: 
Ar(p) _ ArT(p+g) _ txp=1ldx(1—xT) 
Op olp+g) =. 1—x 
oder, wenn man p+ qg=T fett: 
1/sp—xr 
(132.) an) _ A) er - [7 )Ox 


o x(1—z) ’ 
\_ Arlt+n Re Ip —xr)öx 
a ee ee a — 


Dies find auch zwei merkwuͤrdige Gleichungen, die oͤfters Aus 
wendung finden. Nach (122.) iſt aber 


au u + 8,p — S,p? + 5,P3 — 11. « 
Folglich fürp=0: | 
un = — C = — 0,5772156649 ... 


Alfo, wenn wir in (133,) r—=a, p=O feßen: 
i — Ka x 
(134.) —e—— ds +. (Moa)or 


ix. 





Da 
iſt; fo ift 


T(iFa)=aT[(a) 
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Ir(1-+ra) = la + DA) = = — 4 BO r 
fo 
| (135.) Dee u Arne aa, r 
Nach (88.) iſt 


() + Ira — In — lsinan . 
Alfo, wenn man nad) a differentürt: 
elf(a) elr(1—a) 
| — — Dies = — ncotar. 
Aber nad) (132.) 
olf(a) _ Arli—a) 1(yiea — xa)Ox 
da o(1—a) = /. x(1i—x) 


( 136.) — a cot an. 


x(1—x); 
Nach (86.) iſt 
| T(a)T(+4a) = T(2a).(Im)t2i7®, 
Ir(a) + 1r(4+a) — 17(2a) = Yl(2r) + (4-W)l2, 
olf(a) , Olf(4+a) 2017 (2a) 


Fra) Ta) MM 
Aber nach) ( 132.) 
ara} olT(2a) _ f(x — x) dx 


Fa) SF... 3(i-s) ® 
elT@+a) OHIT(2a) _ (za _xThR)dr 
Otte) (2a) =/, (1m) 
Folglich | | 


(+ ir _ (uhr arre)or _ 
aa) ag — 


Auf aͤhnliche Weife hat man nad) (96.) 
Irca) + Ir +a) + Ir-+ a) — Ira) = 1(2r) + (4—3a)13 


Olf(a) , Alf(y+a) , Oll($+a) _ 3lrT(da) _ 
a + Fate) + adre) — 0 =w. 
Aber nad) ( 132.) 


ll (a) _ AT(3a) _ (3a ya)dx 

0a IRA) = o ıl-x) ’ 
Ar(4+a) are) 1x ta) dx Ä 
0@+ a) DR) =/. ix) 


Alr(j+a) _ AlT(3a) _ 1x ——— 
064 +.) 0) So (ix) 
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Alfo | | 


x(i—x) 


Wie man auf diefe Art weiter gehen kann, fällt ſogleich in die 
Augen. Man kann diefe Formeln, wie leicht erhellet, auch fo 


(138.) Ss. (za 4. HR ad Ita) Öx = 313 
— 


darſtellen: 
ı 1+x— 2r?e 
ee =, 
N } = 
(139.) F. zent gu LEE — 13 j 

o 1—x 

° 1—xı 

uff. uff 


oder, wenn man nad) und nach in bdiefen Formeln a für 2a, 
da, 4a, 2... feßt: ’ | 


Na — = 12 . 
7/0 


1—x? 


1 ?_ 24 
(140.) V. tg (rt oh =, 
7o j 


ı_ 3a 
ea = 14 
o 





i—ı? 
| uff u. ſ. f. 
Da 
⸗ 1 a ... pmi= li 


iſt; ſo findet man leicht: 
ixa⸗i qx nxna⸗i x 
! 141. ey — m | = In “ 


44, Es ift 








1 a 
Bl ae u A ae 


Entwicelt man aber x“ nad) Potenzen von a; fo ift befanntlich 


xnfa-10x — tg] 4 J + (is)? 
+ 22.3) 


EN 
= vio ſi 254 4 * (12) = (4) Hl. 
Folglich 
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Es xm-tu=1x fe — — ——— 


+ al) 





Durch Vergleichung beider Reihen elle man angenblictlid: 


ST. xu=-10x — 
n 


1 
———— — — 
x n?® 


142, 
( ) V: und (1 ri 
o x n 


Fe ee A 
3 /. xu⸗ i x (1) * * 
ne Sept man in dem beftimmten Integral 
® xa-idx 
o (+ 
x — 4 — 13 ſo erhält man, a — — 1 fuͤr x — O, z=0 
fuͤr — 3 


© xa- i qx 
Gr) = ν 
= (md = (r—a,a). 
0 
Aber nad) (80.) 


(r-a,a) = F(a)T(r—a) : 





alfı Ei 

o 

| (143.) [5 we 
(FR Ir) 


a und r fönnen hier alle pofitiven Größen bezeichnen, wenn nur 
a<r if. 
Iſt reine ganze Zahl und a<{ 15 fo ift nad) (75.), (76.) 
und (88.) 
T(e)T(r—a) BIUIEHIC EINE . (1—a)T(a)T(1—a) 
760) 2. CEST | 
— 
— 723.4.. — "sinam ' 
Alſo, wenn r eine ganze = ud a<1 if: 
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(144.) — RXIo⸗ (1—a)(2—a) 


..(r—1-—.a) 
(IFx) = 1.2.3.4..(r—1) 
Setzt man in (143.) xx fir x; fo wird: 


y-idr _ T(a)T(r—a) 
cs) /, (ifax,r Se 7 75 


I(r) 
46. Betrachten wir jeßt das beftimmte Integral 
P yo za) (t a) 0x Ox 


o 1—xı 


7 
"sinanr " 


14 
Differentüirt man nad) a; fo wird 


Oy Lxa⸗i (1 A J 
Bl — 1—x 
Nach (133.) ift aber 


Iya—i a1 —an)dx — xxv) dx I (xa—1 — xa+n—!) 
— A rue 1—x = Ka a 1—xı — Te 
_ MAT(a+n) 


olf(a) _AlT(a+n) Ar(a) 
Folglich 


a 


a 


Oy=öOll(a+n) — Olf(a) 
y=If(fa+n) — 1If(a) + Const . 
gir a1 verſchwindet y, und T’(a) wird = 1, Ir) =(, 


0O=Ir(1+n) + Const, Const = 
Folglich 


— 1/(1+n). 
Id — ai) (dan). 6x = T(a+n) 
as, VE — "I" —— 


x 
Set man a+ m für a; fo wird: 


(eu) x | _Tlatm+n) 
/. 1—xı eu 


LE F(iatm)T(t+n)’ 
x 


woraus, wenn man von biefer Gleichung die Gleichung (146. ) 
fubtrabirt: 
(147,) La (dam) (1-2) (1-2) zartor 


21 "I(a)T(a-m+n) 
1—x Fr T(a+m)T(a-+n) 
x 
Fuͤr a S iſt: 
Tliirm+n) 
— ee ge — J08 
x 
I meh(t—an-t) dx _ T(m+n—1) 
near) 


IT my) ' 
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Srra=4—p,n= pa=pmp<it, erhält man 
aus (147.): 


_ fia—am str: TG-P)TaHR) 
/. — ⏑ 


d. i, nach (120.) und (90.): 


ee 2 
a - Su EDER 


1—x 





[= Fo 9x3 +„ıtrtr dx 
0 


— 7; > leospr , 


Fuͤr r *P iſt <i1, 8 5* Alſo kann man fuͤr p 
ſetzen. Dies — 


2 +2 
Fi rt ar dx pr 
J. — — 55* loos * 
Fuͤr — O, Xx11 iſt x⸗0, x —1, Man kann alfo 
x” für x fegen. Dies giebt: 
(150.) a —⸗ — Ox DE 1loosP® — 


1-— x’r "xx 2r 
wenn r>p. if. Daß man p aud) negativ nehmen kann, wenn 
nur der abfolute Werth von p<{r ift, fällt fogleidy in die 
Augen, Setzt man x — q für p, wog pofitiv und <2r feyn 
muß; fo wird 


z1— 2x + warm x2r-q Ox 
(151.) MR — — lin : 


wenn q poſitiv und < 2r iſt. Die beiden legten Formeln hat 
Euler gefunden. 
Nach (86.) iſt 
Te—H)T(r) = Plr—1).(2r)? 3° = (Or —1).nt 220-8 
T(r)T(r—}) —— 
T(+) T(2r—1) : 
Setzt man nun in (147.) a=4, m-r—1, n=r—}; 
fo erhält man: 
S. Ve 1 — 1202 — (tr 2)l2 , 
o i j 


1—x ıt 
oder, wenn man x? für x, und r—=1+ za fett: 
(152) er % —_,n . 
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Da; m=r--1 pofitio, alfo.r > 1 feyn muß; fo muß au 
1+4a>1,4a>0 0,a — 0O, d. i. a pofitiv: -feyn, Difre 
rentiirt man die Gleihung (152.) nad) a; fo wird: 


- (133,) \; xuöx a) =u. 
Diefelbe Formel haben wir fchon oben (140.) auf anderem Wege 
gefunden, 
47, Ein anderes fehr merkwuͤrdiges beſtimmtes cr iſt 


IK(x—1)0x , 
— 

—— 
—E 


ſo erhaͤlt man durch Differentlation nach n: _ 


af 


=, y=ln4n), | 


wobei zu bemerken, daß eine Conſtante nicht beäufügen if, weil 
y offenbar für n= 0 verſchwindet. Es ift a Ifo 


(154. ) IE = l(n+1). 
Hieraus ergiebt ſich leicht 


— E— 
Sn lx 


' Set man naͤmlich x—2, — * =a;fo wird 


jr: = SEE = Ka+1), 


(155.) L#:- (ur 


Hat man im Allgemeinen. das Polynom 
X = Axa + Bxn-i 4. Cxn-2 4 ,.., 
welches für x —1 verfhmwindet; ſo iſt auch: 
| X = A(m—1) + Bem-1—1) + Cam —1) + ..,,, 


"Man feße 


alfo | 
(156.) NE Alln +1) + Bun + Cln-N) +... 
Nach (155.) iſt 


SCH) mn Im , 


Supplem. zu Klügels Wörter, lL. P 
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ſo daß man alſo dieſe Formel auch fo ſchreiben kann: 


ar) Sl) Jade = am). 
Setzen tir jetzt 


— 
8. az ir; 
m = ef, (OE )rmta- 21m 4 20) — 2m4n). cis7) 


[®% =ılk — * = ı(k—1). 
Folglich, für 


a-bxımz, = 


 Jete+m = = 1 fon = = — 


= 5" )Ka+ br) * 





Alſo 
y=(m+2%) [1m +20) — 1] = 20 wiic —R& + Const, 


wo die Conftante fo zu beftimmen iſt, daß y=O für n—=0, 
Naͤmlich 
0=m(lm—ı) — 2m(lIm—1) + Const 
Const = m(lm—1). 
Dies giebt: 
y=(m+2n)l(m+?2n) — 2(m+n)l(m+n) + mim, 


d. i. R 

(158.) SER) wı0r = 42: (mim), 
wie leicht erhellet, wenn man die jiveite Differenz u von — ent · 
wickelt, indem man m um n zunehmen läßt, 

Auf Ähnliche Art ſey jetzt 


y = f! (a) öx 
Ef nn 


= 3(m + 3n)1(m + 3n) —6(m TIERE ETIRR VE SAUREN 


. Aber 
—J == 4x2lx — + xöx = 2x2 ¶x -), 
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Serwartin)=z 20212 | 


= as bar rt. 

Alfo 

y = 3(m+3n)?}I(m+3n)— 4] — 4(m+ 2n)? lm +20) — 2} 
r4m+n)tlem+n)—4} + Const. 

Beſtimmt man die Eonftante wie oben; fo erhält man 


Const = — 4m?(iIm—1). 
Folglich 
ſcm + 3n)?l(m+3n)? — 3(m +2n)?](m+ 2n) 
II + 3(m+ mn) I(m+n) — m?im » 
d. i. 





I ,xa —- 18* 1 
159. m—10x 42 (mꝰ Im). 
IK αα = 24 (m Im) 


Man überfieht hier fchon das allgemeine Geſetz. Der allgemeine 
Beweis deffelben unterliegt feiner Schwierigkeit, wenn man fid) 
die folgenden zivei allgemeinen Formeln merkt. Es ift 


⸗ Onlı = „guet — Fe xa dx 


= et ("- 4) 








oder 
a = - - 
Ser Oxl(a-+bx) = arme * y Ita ———— 


und 
0= (mt — (mt HN may 


* 
2 a(a—1)(@— 2) 


1.2.3 
Die Reihe. auf der rechten Seite des Gleichheitgzeicheng ift naͤm— 
lich offenbar die ate Differenz der Reihe 
me-1, (m+nje-i, (m + n)e-i, ... (m+an)e-i , 
welche eine arithmetifhe Reihe der (a —1)ten Ordnung iſt 
(Thl. I. ©. 209.). Daher ift die (x — I)te Differenz conftant, 
die ate Differenz; = 0. Es ift alfo allgemein 


I yxa_— 1\e 1 
ae, V. (% Samt dr on met im), 
eine zuerft von Euler (Inst. Calc. int. T. IV. .p. 271.) für 
einige befondere Fälle bewieſene Gleichung. 


48. Gehen wir nun zu einigen beſtimmten Integralen über, 
welche trigonometrifche Größen involoiren. | . 


Sey, um 


(m+(e—3)n)—t + ,.... 





»2 
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\ Öx cos ax 
Jo 1+x° 


ju-finden, x*x eine beiiehige  ganje Zahl, und 


« ———— = 
* Eur m 


Folglich, weil die Gränge & —, wenn man nad a’ differentürt, 
felbft veränderlid) ift, nad) (18.) 
Ir 2er 
Oz a xoxsinax c05 2x 7T 
de DT I 1+x? — 


1 4 —2 SZ 





— — Fe 2er 
= 0 ir Tat 4er? s 
27 sin Zu o. * 


0’z . “ u Dee u 

dar ya 1+x? 1+ +) * 
dxan 

(a? + Mt ar)a 


« — Ox cos A EN dran 
. rn Fig 


* 


Alſo 


* 
oz _ " Deo * xa t 
ef RT GE Beine? 


d. i. nad) (48.) 


—— dran 
I: = - (ram 


Für «= oo ift aber der Bruch auf der rechten Seite des Gleich⸗ 
heitszeichens —= 0, Alfe, wenn wir 


” Öx cosax 
o Ir" 


fegen: 


J- = =0. 
So findet — vi diefe Oleihung in den,Exercices de cal- 
eul integral ?acroir in dem Traite du oale. 
diff. et du calc. int; T. II. p. 493. fchließt auf folgende Art. 
Man fege für ein pofitiveg a: 
“© Axcosax 


— 1+x?: ’ 
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ſo ift, wenn man nad) a differentiirt: 
Oy.; x xöxsinax 

5* > 1+x2 
a _ x⸗ dx cos ax (1 4x? —1) dx cos ax 
da? * * 1 + x = N; 4 +x° ⸗ 

en I Oxcosax + Je F * 
© Öxcos ax 
= J. Irx? + x? =); 


D-y=0: 


oo 
J. Oxcosax = 0. 
o 


gefeßt; Gegen diefes beftimmte Integral fi nd aber ſchon in (21.) 
—— gemacht worden, und Legendre?s, wenn auch 
weitlaͤufigere, Beweisart verdient daher jeden Falls den Vorzug. 
Die gefundene Differentialgleichung zu integriren, ſetze man 
y=A-+Ba + Ca? + De’ + Est + ....; 


Hierbei ift 


fo iſt R 
= B + 2Ca + 3De? + 4Ea? +... , 
I =ı. 2C + 2.3D« + 3.4Ea? + . 


Alſo nad) obiger Gleichung: 
0=1.2C—A + (2.3D—B)a + (3.4E—C)a? 
+ (4,.5F—D)a! + 2...;5 





woraus _ N 
ee 5 
B B 
* 2.3 1.2.3 
C A f 
E18538 wann 
ER 
4,571... 
E A 
32353275 
ſ.f uff 
Folglich 


a? et 
rt 


— — —— — — se | 


Aber ed, 
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d. ie, wenn wir Y— 1 i feßen: 
' y=Acos(ae) — iBsin(ei).. 


s 4 ee ea —_ or 


cos(ei) = — -—, sin (ai) = 


; zi 
Folglich 





= 4064 4 B)e-4 (A -B)e⸗, 
d. i. 
y — Ce⸗es + Cem, 


wo C,c - willführliche Conftanten find. Für a —=0 ify 
= C+C, und nah dem Dbigen, unter derfelben Borant 


=f ae). 


CıCz=%n, 


Es ift aber, wie groß man auch a annehmen mag, toie leicht 
erhellet, der abfolute Werth von 


© Axcosax , © 0x 
/, 1+x° inmer < // 1+x2? 


d. i. auh fra: 


SFR <H 
für a=» wäre aber, wenn C nicht = 0 wäre, der re 


Werth von Cer + Ce unendlidy groß, fo daß alfo C=(, 
C=4n, und folglid 


(161.) NE —— = Ae-⸗ 
Setzt man — für, x und aa für a; fo wird 
Oxcosax _ m Ben 
(162.) N em. 
Differentürt man nah a; fo wird 


© xOxsinax 
a) f. — ⸗ Zee 


Differeutiirt man dieſe beiden Formeln nach a; ſo erhaͤlt man 
nach und nach: 


feßung: 


Alfo 
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N er rle + —J 





» Axcosax = 1\ ne-anfa? 3a ,.d 
a), Betreten 
© Oxcosax er 1 nemanf a’ 6a? 15« , 15 
J. are Ta ar la +tatat | 
u, ſ. f. u. * f. 
© xÖOssinex _ , nee a 
T. (at x2)2 —— — 
xx sin ax 1 nemala? ah,” 
(165.) /. 5 ma 3 
xGox sin æ«x 1 merajat | Bat , I 
S. @af32)3 7 1.2.3° 2% Jar tat 2; | 
Put u. ſ. f. 
d. i., wenn wir allgemein | 
z—i — 1) at-?. (st) (1) — 2) at} 
um=zrt Sat em 


— ——— 
2.4.6 ar 
feßen : 
© Axcosax _ AH) ne-«a 
R @rteP# 1.2.3.0) 2 
® xoxsinax _ - Al) nae—aa 
 o Fr r23..RN) m 


Laplace hat das Integral (161.) mittelft doppelter Inte⸗ 
gration auf folgende Art gefunden (Bulletin de la. Societe 
philomatique. ‚Avril. 1811.). Es it befanntlic) 


> 00 
/. /, 2ye-y?i+x?) 0osaxdxdy 
Jo Jo 
ES > 
= 2 f cos af ye-y2U-4x2)dy 
o o 
© oo 
= ef —2 e-227? cosuxckx . 
0 Jo 


(166.) 


Sey 
24+x)= 2, y0 RR. BERN 
y ’ 5 y _ 2(1+x?) ’ 
alfo u 
Rei et een 
ii I= irn).  zuFrr)’ 
und nad) (39.) ’ 
ei cosuxrdx = — 
40 u 
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Folglid) ne 
“N Bay —X — 
U A Pl 


rg wir num in (70.) xF für x, alfo 4xx für öx; fo 
wiid 
en 


(167,) SS ® ed j 
— „EN, € jr erngpae (& +. | 


d. i. frn=0: 


(168.) N — = uyZ 


E8 verdient bier beiläufig bemerft ju. werden, daß bie 
Formel (167.) auch gilt, wenn n negaffo if, wovon man fich 
auf folgende Art überzeugen Fand; Es ift 


T. x 


An—1 


Br — =, fl 


Um den erſten Theil des Integrals zu — ſetze man x = — 


pftz= »,=1,vnmx—=0, — 1i Alſo iſt d 
fi De x ’ ft. fo ift der 


— — — Aa PR a: * —— 
Folglich 

















am „ eH), 
Ks 





ar 


Alſo, wenn man in diefer Gleichung — 1 
welches offenbar verftattet ift: Sung (n+1) fürn ſetzt, 


ER la; 


= 


TER 


Folglidy, wenn wir der Kürze wegen 


at Salx 
N ? e x — 
0 
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ſetzen: | 
Yy(an)=gy(—n—1), 
oder, was baffelbe ift: 
g(n-1)=g(—n). 
Alfo nach (167.) 
(169.) g(—n) 
= rel at -1) (nenn &y FR 


u = h 4 Sue ee 2.) PM 


fo daf — (167.) auch gilt, wenn m negativ iſt. Setzt 
man s =; fo ergeben fich leicht folgende Integrale; 


14x32 
un) fi te um Ya, 


its 
am) [ te 2 m (ihe)e” — | 


—* ——— 2 
117.) N te re Arien, 
Er 14x? 


(173.) — xig im «= Ad+z)e = — | 


Die beiden . Integrale hat Euler gefunden (Inst. Calo. 


int. T. IV. p. 415.). Bezeichnet man die elben vefpective d 
—— u : * 


A: B=1:1+x». 
Euler giebt dieſes Verhältniß a. a. O. fehlerhaft an, 
Fuͤr 


=, , α-— 


2y0y 
i 3 
erhält man nad) (168,): 


= a 
und, wehn man s = — feßt: 


42 
= ne — —— 


o . 
Alfo | - 
f” Oxcosax _ — 
41* x⸗ — 


wie vorher. 
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49. Wir betrachten nım dag merkwürdige beftimmte In⸗ 


tegral 
ö YA x Ox sin 2ax 
o a’ px? 1—2rcoslax+r? ? 
wo man immer annehmen fann, daß r fleiner als die Einheit 


ift,, weil im: entgegengefegten Falle = wo og <.1, für r ges 
ſetzt werden könnte, wodurch das Integral auf ein Integral der- 
felben Form gebracht werden wirde, in welchem. nun o<1. 
Durch Entiwicelung, in eine Reihe nad) Potenzen von r findet 
man leicht, wenn wir das obige beftimmte Jutegral der Kürze 
wegen = X feßen: 


= a a ne + ); 
=/ = u... )5 
folglidy nad) (163. ) 


X = Z(e-tan + re-’an + rꝰ e-5aa + r3 e=Saa 4 .... ) u 


d. i. 
© xx sin 2ax #8 
1200) F a? +x?'1—2rcos 2ax tr? — eur?’ 





(175.) ®© xox ‚sin 2ux ge 
* V. „a’px? 1 + 2rcoslax+r?  elaarr 2 
Alſo für r= 1: Ma 
e © xöxcötax 7 
( 176.) JS, — — 


© xox tang xx m 
(177.) V _— —* 


a? Eu x? 
Durdy Addition der Gleichungen (174.) und (175.) erhält man: 
J © xx sinlox _  netea 
2(1 +r Ss a: + x2 (1 +r?)? — 4r? cos Jax? 5 eiaa__r: ? 


alfo, wenn man 
feßt: 
© xex sin 2ax _.4m e?· · 
a? -x?'1— 2r? cos4dax+r? " T— 
und r für r?, 6 für 2a gefeßt: 
28 © xox sin ax _ 4m 0m 
(178.) % a? +x? I1—2rooslax+r? 1+r'ewa_—r * 


Alſo fürr = 1: 


cos2ax? — 4 + 4cosdex 


© xox 1 ‚nes 
um) |, Fee a 


Aus (174.) folgt: 
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© xx sin ax a’ me 
Sf Fremen], —— 


Aber | 
"fa roa = a re-2aana 2 «cu 
A A 
wenn wir 
fegen. Alfo 


«e roa — I 1— re-2aa 
o ewm—r 2a i-r 


Ferner ift befanntlic 
a © xörxr sin 2ax o. Ax a xodasin?ax 
Je: Sf a?+x2' — =/. ef, 1-2rcos2axtr? 
@ 9 
=/ a?’ + nf. Arz ’ 


— — 42 22 


1—re-ia — u 


wenn wir 
fegen. Alſo 
| ®© x‘ sin 2ax 
. — 1—2rcoslax tr? 
j! — Ircos?2ax + r? 
*5. 0 m (1—r)? 


und folglidy nady dem Dbigen 


© x j1—?reos2ax$r? _ m 1—renter 
o a’ + (1-r)? a 1 





d. i. 
— I1—2roos2ex + r?} — aan." Pop 7) 
= Me 10) f 


Aber nad en. für a0: 


2 = nn =;, aan.) = Zn 
Folglich | 
(180.) V. Eredar +) = Z 11 re-20) 
und, wenn man — r für r feßt: | 
(181.) I Fl + 2rebslex tn) = Z1(i+ vemten) . 
Für r=1 wir: 
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182 “TE enter ltt 2ua) 
( f, arzt 12 20m a —  |4- , 


18.) [FL U2+200020) = Tllipene 
( fs. rem) a DEE Yo. 
Aber 2— 2cos2ax — 4sinax?; alfo 
on x ; a; 
—I(1— =2/ pteinextm. [ 55* 
00 
= \, lines Zn (162.) . R 
re „1 — e=?taa 


” x ; 
( 184.) ve Tr 7 3 
Set man 





2+2cos2ax —= 4cosax? ; 
fo erhält man ganz eben fo aus (183.): 


— ... ze, jr ee 
(185.) S, sry ;r1oosex *551 5) . 


Subtrahirt man (185.) von (184.); fo erhält man: 
( 186.) A Ox ltangax = ES (zent. 
o f 


a’ tx? 2a elwanf 


Differentürt man (180.) und (181.) nad) r; fo wird: 


(187.) YA Ox r — cos 2ax w — 1 
o 





a?+x2'1—2rcos2ex+r? "etea—r 


(188.) T Öx r+ cos2lex ” ge 1 
0 


a? +x?’1 + 2rcos2ax + r? 2a'ewatr z 


Mehrere der hier mitgetheilten beftimmten Integrale hat Bidone 
gefunden in den Mem. de l!’Academie de Turin. 1812, 


50, Größere Ausführlichkeit in der Entwidelung der Werthe 
beftimmter Integrale geftattet hier der Raum nit, weil wir 
denfelben noch befonders einer wichtigen hiermit in Verbindung 
ftehenden allgemeinen Unterfuchung widmen müflen. Zur Ver— 
vollftändigung diefed Artikels dient vorzüglich der Artikel Ellip- 
tifche Functionen. ‚Außerdem f. m. vorzüglid Euleri Inst. 

- eale. int. T. I. Cap. VIII. IX. T. IV. Abhandlungen von 
Euler in den Nov. Comm. Petrop. T. XVI, XIX. Le- 
gendre Exercices de calcul integral. T. IVIII. Paris. 
1811— 1816, ein Werk, welches faft ganz den beftimmten In— 

- tegralen gewidmet if, Mehrere Abhandlungen von Cauchy in 
den Annales de Mathem. T. XVI. p. 97. T. XVII. p. 84., 
dem Journal de l’ecole polytechn. Cap. XIX, dem Bulletin 
de la Societe philomatique, 1814. 1817. 1818. 1822., dem 
Bulletin des sciences. Avril. 1825. Resume des lecons 


J 
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donnees a l’ecole polytechn. par Cauchy. T.I. Paris. 1823. 
Lecon 21—25. 32—35. Memoire sur les integrales defi- 
nies prises entre des limites imaginaires par Cauchy. 
Paris. 1825. Cauchy Exercioes de Mäthematiques an vie— 
len Orten. Abhandlungen von zen fon im dem Journal de 
l’ecole polytechn. Cah. XVL XVII’ XVIIL, Bulletin dela 
Societe philomatique. 1815, den Memoires de la classe des 
sciences math&matiques de l’Institut. 1811. 2° partie, imd 
den Memoires de l’Academie des sciences. 1816., von Bis 
done und Plana in den Memoires de FAcad. de Turin. 
T. XXIII 1812., einen Auffaß von Dirichlet in Crelles 
Journal. B. IV. S. 94., und von dem Verfaſſer diefer Zuſaͤtze 
in demfelben Zournal B. VIII. 8.146. Außerdem gehören hier— 
her alle Schriften, welche Anwendungen der Integralrechnung 
auf Wahrfcheinlichfeitsrehnung und die Naturmiffenfchaften ent» 
halten, von denen wir bier nur unter vielen andern, als vorzig- 
lich viele beftimmte Integrale enthaltend, Kramp Analyse des 
refractions astronomiques. Leips. -1798., Laplace Theorie 
analytique des Probabilites. Trois. &d. Paris. 1820., Fou- 
rier Theorie de la chaleur. Paris. 1822. erwähnen wollen, | 


51. Mit der Theorie der beftimmten Integrale fteht die all— 
gemeine Theorie der Entwickelung einer jeden Function in eine 
nad) den Sinuffen und Cofinuffen der Vielfachen ihrer verinder- 
lichen Größe fortfchreitende Reihe, womit fid) namentlich in neues 
rer Zeit die Mathematifer vielfach) befhäftigt haben, in unmit= 
telbarer Verbindung. Man gelangt zu diefer Entwickelung ge= 
wöhnlich auf folgende Art, wobei wir von der Entivicelung eis 
niger beftimmten Integrale. ausgehen muͤſſen. Es it nämlich, 
wenn 7 eine pofitive oder negative ganze Zahl bezeichnet, die nicht 


Je =— zeosor, |" sinexön =0; 
Jerrös = eines, M cosaxöa ==0. 
— _r 


Nur, wenn a—=0 ift, wird: 


Jer' == x, [" oosaxöx = 28. 
- rn 


Serner ift 
— sin(m+n)x * sinfm—n)x 


sin mx sin nx — cos(m—n)x — cos{m+n)x : 


— — ——— + cos{m—n)x 


Alfo, wenn m nit — +.n ift, nad) dem Vorhergehenden: 
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/ sinmıcosuıcx = 0, 
-_:n 


" ein mmsinnzdkx =0, 


JE emz oo nıdı =D. 
in 


Für m= +n aber erhält man: 






(189.) 


sinmxsinnıdx=+n, 
— * 


(190.) 
ST ermzeornzös zn. 


Iſt endlich m—=n=0; fo wird 


(191.) / cos mx cosnxdx = 2. 


Sey nun für die beliebige Function ꝙ (x): 
p(x)=A, + A,cosx + A,cos?z + A, cos 33 + .... 
+ B,sinx + B,sin?s + B,sin3x + ...., 
fo iſt 
‚p(x)Ox A, õx + A, cosxdx + A,cos2zdx + .... 
"+ B,sinzöx + B,sin2zöx + ...., 


/ p(x)öx = 2A,n, A, =. / y(z)ox. 


Multiplicirt man auf beiden Seiten obiger Gleihung zuerft mit 
COSNXAX, dann mit sinnxAx, und nimmt die Integrale zwi— 
fhen den Gränzen — rs und + 77; fo erhält man leicht nach deu 
-vorher beiwiefenen Formeln: _ | 


VARICE = Ann, An = 4. p(X) cos nx õx; 


— 2 — * 


/ p(x)sinnxöx = Bur, Ban = N, p@sinnz dr “ 


Alfo, wenn man zugleih unter dem Integralzeichen & für x 
ſchreibt: 
(192.) (x) = 


cosx / p(a)cos adat-cos 2x + (s)cos2« de 
+ v2... 


Gegen die hier gegebene Entwickelung diefer merkwuͤrdigen Reihe 
wuͤrden ſich jedoch verſchiedene Einwendungen machen laſſen, da 


— — 
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Mon die willkuͤhrliche Annahme der Form der in Rede ſtehenden 
Reihe Zweifeln genug Raum giebt; Wir geben daher bier noch 
einen directen Beweis dieſer wichtigen Reihe, indem wir dabei 
vorzuͤglich Heren Lejeune-Dirichlet in Crelles Journal d. 
r. u.a. M. B. IV. S. 157. folgen. 


52. Es kommt dabei zunaͤchſt auf eine nähere Betrachtung 
des beſtimmten Integrale v. an 


h siniß 
N sn 


an, rüdfihtlid der Gränze, welcher ſich diefes Integral nähert, 
wenn i, welches ſtets als pofitiv angenommen werden foll, währt. : 
Wir fegen hierbei voraus, daß hpofitiv und nicht größer als 
+ 2 fey, und daß die Zunction f(8) zwifchen den Gränzen 8=0, 
B=h fiets continuirlid) bleibe, d. h. daß diefe Function für 
jeden Werth von 8 zwifchen den angegebenen Gränzen einen eud« 
lichen beftimmten Werth habe, und daß die Differenz f(® +) 
— f($) fid der —— Null fortwaͤhrend nähere, wenu & ab» 
nimmt, und diefer Gränze beliebig nahe fommen fünne, wenn 
nur 8 klein genug genommen wird, Es müjlen nun folgende 
Fälle unterfchieden werden. 7 


L Die Function f(4) bleibe zwiſchen den Seinen p=0, 
8= h flets pofitio, und nchme von $=Obie 8 = fortwaͤh⸗ 
rend ab, fo daß alfo f(p)— fig) und -p—q immer entge- 
gengeſetzte Zeichen haben, wenn p und q ziwifchen den angegebes 


nen Gränzen liegen, Sey _ das größte in h enthaltene Vielfache 
von z, fo daß alſo Gr>n iſt. Nach (6.) iſt 

fh sin iß — T ein iß 
Nwa-. [tm 


In 


Hf, yo > 


sin f 





T 
— 





hsiniß 
sin ß f(B)oR 


rm 
— 
s 


=L +, +, +... 4mıt+h. 





Pr 
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Die Glieder diefer Reihe find. abwechfelnd pofitiv und negativ. Es 
ift naͤmlich allgemein, wenn wir der Kürze wegen im, Folgenden 
immer — = 7 fegen: 


 ftr siniß | 
In . cœyẽ⸗ 


(2n+2) * sin i⸗ 
I * — OB. 
| — n41) * sind IR 
Da nun nad) der Vorausfeßung ziwifchen den Gränzen, zwiſchen 
welchen die Integrale genommen werden, f() und sin & ſtets 
pofitiv find; fo iſt aud) „(e } zwifchen diefen Gränzen ſtets pofi- 
tiv. An den Äußerften Gränzen der beiden obigen Jutegrale if 
aber refpective 
‚siniß —= sin inir’ = sin2nr ,, 
BEE siniß = sin (2n +1) ir’ = sin (2n-H 1) ; 
| ; und 





siniß = sin (in+ 1) in’ = sin(2n +1)r , 
siniß? = sin (2n+2)in’ = sin (!n+-2)n . 
Alfo ift offenbar 
sin iß 
sin ß f(ß) 
zwiſchen den Gränzen # = nr’, B= (in +1) immer p0- 
ſitiv, zwiſchen den Graͤnzen #—= (2n+1) und # = (2n+2) 
dagegen ſtets negativ, Folglich ift nach (5.) Im pofitiv, I 
dagegen negativ. 
Ferner läßt ſich auch leicht zeigen, daß, ohne Ruͤckſicht auf 
das Zeichen, immer In-ı > In ift.- Es ift nämlich 


na siniß 








he) AN a1 LE 
ri ft? = sin iß 
I = * sing !(R)Oß ’ 


wobei wir zuerft mn <r feßen. In dem ziveiten Integrale feße 

man AP, CR = aß; fo iſt, jenahdem = nn oder 

= (n+1)7 if, ‚refpective sc u rn” +ß=(n+1)n; 
0 | 


‚ de= (n— „,8 =nn. 
_ fer sin(w+iß),, 
= f; NR, 


oder, was daſſelbe ift: | 
In = J. OLE 
ar sin (+ iß) 


(n—1)ra' ir OR Fe 


In = 





U u 
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oder auch, weit sin ( Fi) = — sin 9— | 


Pal ini, s k h 
2 IKMıhım= za nein HR R, ECR)OR > ' dr FR 


* siniß 
(n=1) m! sin (= — +08 » 


wodurch man den Vortheil erlangt hat, daß nun beide Integrale 
zwifchen denfelben Gränzen genommen ſind. De i immer poſitiv 
iſt, fo iſt auch = pofitiv. S ift wiſchen · den Graͤnzen (n—1)r' 
und na, 7° + alfo zwifchen den Gränzen nr’ und (n +1) 
enthalten. Folglich iſt, mel = <rift, offenbar fowohl 8, als . 
ah m" +Bß, <ın, * =, d. — immer⸗ 51. Folglich 
iſt nach der Vorausſetzung— 
f(n’ +P)< 1a) ’ 

sin(n# A): > sinß; 

+) _EA, . 
ne) Deinp? 


sin 3 £(nt+ß) < — 


sin(=+ß) ‚sin ß 
alfo, ohne Ruͤckſicht auf die Zeichen, II zauͤr n=r if 


siniß 
—-f(Pß)0f, 
nm (A)OR 


h sin if 
= * —-Ä(P)OR. ‚ F 
Folglich, auf ganz aͤhnliche Art wie vorher: e 


ee ‘  siniß 
he = NE; sinß —-f(P)OR , 


hr’ sin iß 

RER et +P)oOp. 

Nach der Vorausfegung .ift er’ Zh, (er +1)" >h, m’> 

h—z, Aber, wievorher; ” rRuͤckſicht auf die Zeichen: 
—— pn > > in siniß fin’ J 


nm Sin | ei) ai sin (n“ +p) 


h=r 


dagegen 
aljo 


h-ı = 


„= — 





folglich um fo mehr: 


siniß bon siniß j ‚ 
/ 1 sinß tca)õe > (rei)! ET ah — 





(rt 
vi. I >L, w. z. b. w. 
——— zwiſchen den Graͤnzen, zwiſchen welchen (Ämmeliche 


sin 
vorhergehende Integrale genommen werden, wie 2 dem Dbigen 


Supplem. zu Klügels Wörterb, J. Q 





erhellet leicht, daß 
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unmittelbar "hervorgeht, immer einerlei‘ Zeichen behält; fo folgt 
aus dem in d. 3. in dem Art. Mittel (11.) bewiefenen Lehrfage, daß 


*  siniß siniß 
ni = — — en⸗ — fi) 
* J (nn P — J 7 u 


— 


iſt, wobei En eine Größe bezeichnet, welche D (n -1)), 


dagegen > f(nr) iſt. Setzen wir alſo 


” sin iß 
Tai = / * ng op 3 
fo ift 


In-ı = (nla=ı + 


Um die Gränge zu finden, welcher fih Tn_. nähert, wenn i 


waͤchſt, indem n ungeändert bleibt, ſetze man z für 4; fo ift 
Op = & 5 ' 


* ine 8* * Re ( n — 1) * if refpective y= nr und 


— —— 
—8 — 


Nimmt num, indem n ungeaͤndert bleibt, i zu; fo nähert ſich 
offenbar In-ı der Gränze 


(n-1)a 7 Lz 


deren abfoluten Werth wir durch u-ı bejeidinen wollen. Es 


uf. f. uff 
ift, und daß xo, Kir Kay Kar +... eine abnehmende Reihe bil- 
den. Auch ift befanntlih ’ 


er, 
J — 


Ei Horı f, rar + "ra 4 f Horse 
o Y n 17 oe 7 ia 8. 


= RK, % + æ, — x + % — cr: 7 


und nach (65.): 


3 
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4r x — x, tn, —n, + 0 — 1... 
Geben wir num ferner 
.=K,T,=-K,h,=R, 1, = — K,...: 
fo ift nach dem Obigen 
L=64,  hL=— eK] =0aKı L=-0KR,,.... 


Alfo { 
siniß 
T. —— 
= —- . K te, — KR, + AAM. — ne; 

wo nun nad) dem Dbigen 

@oKo 5 Qı Kır 9 Kınaı Ay +++ 
ſaͤmmtlich pofitiv find, und eine abnehmende Reihe bilden, deren ' 
Gliederzahl offenbar defto größer ift, je größer i genommen wird. 
Sey nun « eine belighige ungerade Zahl, die, wie fih auch i 
ändern mag, ald conjtant betrachtet wird; fo iſt, da man i offen- 
bar immer fo groß nehmen kann, daß die Anzahl der Glieder 
obiger Reihe größer ald « +1 if: 


ia 
V. Hair, 
= e x. — M, taK oh, tr... — da Ku} 
+ le Kart — gar Katz + g043 Kaps — gar Rap + rer. | 
=Z+7.. 


Die Größen Eo, Pır Orr Orr +++ Ex find refpective zwiſchen den 
Graͤnzen 








t(o). #(m); 
&(m), 8020) ; 
#(27'), #30’); 
#(30’), £(An’) ; 


fan’), Saw) 


enthalten, und nähern ſich alfo, weil m fid der Graͤnze O nd= . 
bert, wenn i ohne Ende waͤchſt, ſaͤmmtlich der er f(0), 
vorausgefeßt, daß a ſtets ungeändert bleibt, Die Größen K,, ; 
u K., Kz} +, Ka nähern fi), unter denfelben Vorausſetzun⸗ 
gen, refpective den Gränzen #9, Kır Kar Kar Kar +++ u Alſo 
nähert ſich, wenn i waͤchſt, die Reihe 
z=0.K E. X. ta: Kı - sh tr. — 0a Ka 
der Gränze 
(v—r, tn —% +... — x) (0) = Sf(0), 


und kann diefer Gränze beliebig nahe gebracht werben. 


Ferner if 
Q2 


—⸗ 





4 
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= [ee+i Kari —got2 Kurz] + [tar Kurs — gurt Kurs] + * 
=te+H ar — |eere Kar — gar Kar | — | gar KareFgars Koss] +.., 


fo daß alfo diefe Reihe, da ihre einzelnen Glieder nad) dem Dbi- 
gen fortwährend abnehmen, fo wie ihr erftes Glied Qarı Kazı 
pofttiv, und fleiner als diefes Glied ift. Die Gränze von @x-ı 
Kr, wenn i wählt, iſt xurı f (0. Denft man fih, daß i 
wählt, fo wird in I+ der erfte Theil fi) immer mehr und mehr 
der Gränze 8. f(O) nähern, und I wird fleiner ald Qxrı Ka-ı 
ſeyn. Zugleich wird fid) aber aud) Eur. Kurı feiner Gränze im- 
mer mehr und mehr nähern, und man wird fi) in jedem Falle 
arı Karı derfelben fo nahe gebracht denfen fönnen, daß F’ aud) 
leiner als diefe Gränze xy f(O) ift, welches für jedes a gilt. 
Laͤßt man aber a zunehmen, fo wird nad) dem Dbigen xu..ı, 
alfo auch xu.ıf(O), immer kleiner und Fleiner werden, und ſich 
der O immer mehr und mehr nähern, IQgbaß man alfo i, und 
jugleih @, offenbar immer groß genug Nehmen fann, daß I 
Fleiner wird als jede gegebene, noch fo Fleine, Größe. Zugleich 
überfieht man, daß die Gränze, weldyer 


h siniß 
Pi mp t(R)OR 


fich nähert, wenn i waͤchſt, einerlei ift mit der Gränze, welcher 
S.f(0) ſich naͤhert, wenn * waͤchſt. Die Graͤnze us welcher 


Senn tm — x, +... *4 
fi) nähert, wenn a waͤchſt, iſt, da nach dem Obigen 
san. +t%— 9% +% — er. , 


und diefe Reihe eine convergirende Reihe ift, =+rr, fo daß alfo 
die Gränze, welcher das in Rede ſtehende Integral ſich nähert, 


wenn i wählt, —= +rrf(0) if. 


I. Man überfieht leicht, daß der vorhergehende Beweis 
auch für den Fall gilt, wenn die Function f(2) zwiſchen den 
Gränzen = (0, $ —=h conftant und der Einheit gleich ift, in— 
dem nämlich der Beweis vorzüglich darauf beruht, daß die In— 
tegrale, in welche 


h sin i4 
zerlegt worden, abmechfelnd pofitiv und negativ find, und eine 
abnehmende Reihe bilden. Beides findet aber, wie man fogleich 
überfieht, auch Statt, wenn f(P) zwifchen den Gränzen ⸗— O, 
ß=h fies —=1 if, da die Abnahme der einzelnen Integrale 


ſchon allein durdy den Nenner sin 4 bedingt wird. Die Gränze, 
melcher ſich, wenn i waͤchſt, | 


x h siniß 
JRR 
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für h<y4n, nähert, iſt alſo =+z, da f(0)—=1 if, uud 
alfo die Gränze, welcher, für jede pofitive oder negative Con⸗ 


ftante a, das Integral 
e hasin if 
ST. sin 8 OB» 


wo ebenfalld h — de, ſich nähert, wenn i waͤchſt, = tar, 

II. Bir wollen jegt annehmen, daß die Function f(P), 
welche zwiſchen den Gränzen $=0, A=h, wo h immer 
< +7 ift, coutinuirlic if, von $—=0 bis $=h zwar immer - 
abnehme, aber nicht immer pofitiv fey. In diefem Kalle denke 
man fich eine pofitive Größe a von hinreichender Größe, daf 
a+ f($) zwiſchen den angegebenen Gränzen immer pofitiv fey; 
fo it Elar, daß. die Function a + fl), fo wie f(2), von 8=0 
bis 4 n fletig abuchmen wird, und folglich, weil fie aud) im- 
‚mer pofitio ift, die Anwendung von I. und II. geſtattet. Die 
Gränze, welder 


h sin iß 

| T. ja + Klin ta | 
ſich nähert, wenn i waͤchſt, iſt nad) .=+ja+f(0)|m, und 

nad) II. die Gränze, iwelcher Ä 
hasiniß 

if. sin ß OB 


fid) nähert, wenn i waͤchſt, — tar. Alfo ift die Gränge, welcher 
h sin i4 
Na 


Sr unfagar- fan 
fid) nähert, wenn i waͤchſt, 
| = !a + f(O)Im — far = 4nf(0). 


IV. Nimmt f(B) von B=0 bie B—h fortwährend zu, 
fo nimmt — f(ß$) von & —=0 bis 82 —=h fortwährend ab. 
Folglich ift nach III. die Graͤnze, welcher 


iniß — hsin ip. 
Nana - [na 
ſich nähert, wenn i wählt, = + I— f(0)|a=— +7 (0). 
Alſo iſt die Gränze, welcher 


Nana, 


sin ß 
nter defifelben Vorausſetzungen fich nähert, offenbar = 4x f(0). 
V. Bir wollen num allgemein das, Integral 

















— — 
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— yo 
. | 


sin f 

betrachten, indem wir annehmen, daß g und h pofitiv find, daß 
h<yın, g<h, und die Function f($) zwifchen den Grän- 

zen, ziwifchen denen dag Antegral genommen werden foll, ftetig 
iſt.  Größerer Deutlicykeit wegen nehmen wir emige geometrifche 
Detrachtungen zu Hilfe, eil 00) zwiſchen den Gränzen 

=g, f=h ftetig ift; fo fann man fid) diefe Function zwi— 
fhen diefen Gränzen durch eine frumme Linie dargeftellt denken, 
deren Abfeiffen die Werthe von A, die Drdinaten aber die ent— 
fprechenden Werthe von f(P) find. Denft man ſich nun das 
Intervall h— g in eine unendlich große Anzahl unendlic) kleiner 
Theile getheilt, deren jeden wir durch ©, ihre Anzahl Dagegen 
durch n, bezeichnen wollen; fo ift 


Nana = VASE GE, 
& 14 
8-+20 siniß 
+ F ——— 


+30 sin iA 
2 18 na SR) AB 


h siniß 
— f 5 
— — ing (A 4 


Ueberhaupt kann num der dem Intervall 

| g + (x—1)0,g + x0 
entfprechende Theil der Curve, weil derfelbe als unendlicd, klein 
angenommen worden, als eine gerade Linie betrachtet werden, 
fo daß alfo, wenn wir die Gleichung diefer geraden Linie durch 

| . y=aß +b | 

bezeichneh, die Werthe der Funckionen fl) und aA +b in 
dem Intervall 





P=g+(«—1)0,$=g+x0 

als mit einander zufammenfallend betrachtet werden koͤnnen, wo⸗ 
raus ſich unmittelbar die Gleichung | 

g 8 siniß _ [er®  siniß 20 
N: der non OP + * 

ergiebt. Da aber aß + b offenbar eine Function von £ ift, 
welche von ⸗ò—0 an bis zu jeder beliebigen Gränze offenbar 
entweder ftetig abnimmt, oder ftetig zunimmt; fo ift nad I—IV.: 
S. + b)öß = shr, 


z sin 


1 A Ko b)Ap=4bn. , 


sin ß 
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Aber — | 
sini 
a —A 


M⸗0 siniß +8 ‚sin if 
nz (Atb)0R + mp @e+b) ap , 


+0 siniß 
N ef — 


6 1) & si 
— BE In Air = IC 2222 78 
woraus nach dem Vorhergehenden ſogleich folgt: 


J. =, 


lt) gsin ⸗ 


‚„fer®e  siniß 
I mp PR = 0. 
Es ift alfo auch 


+8siniß 
JS: tat, . 


— aber vorausgeſetzt worden, daß g>O iſt. | Fuͤr 5 20 
waͤre 
J: —— N (at 


J — Op = fha . 
o 


sin 4 
Nana ihn. 
Da * f(8) und aß + b in dem unendlich kleinen Jutervall 
P=0, B-Mgleichre Werthe haben; fo ift b={f(0) . Folglich 


/[ ia 4nk(0). 
o 


sin sin 


Hieraus ergiebt ſich mittelft des Obigen fogleih 
- S. = =0, 


wenn g>O ift. Dagegen 


siniß * 
ES; f($)Oß = 4ri(0). 


Man bemerke, daß hier, der Kürze wegen, die Integrale ftets 
rg — Graͤnzen, fuͤr wachſende i, gleich geſetzt worden 
ſind. 








Aber 


Alſo 
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Da hier bloß die Function FR) zwifchen den Graͤnzen 
=g, ß=h als ftetig angenommen worden ift, ohne die Des 
trachtung durch befondere Annahmen über das Wachfen und Ab- 


nehmen derfelben zu modificiren; fo ergiebt ſich jegt folgendes 
wichtige und merfiwürdige Theorem : 


Wenn g und h pofitiv find, h < 4, g <h, und bie 


Function f (P) Iwiſchen den Graͤnzen $?=g, 3 h ſtetig if; 
ſo naͤhert das beſtimmte Integral 


k sin i⸗ 
J OR, 


wenn i waͤchſt, fich fortwährend der Graͤnze 03 nur in dem Kalle, 
wenn g felbft —=O ift, iſt die Gränze, welcher ſich diefes Inte— 
gral, indem i waͤchſt, nähert, = +rrf(0). 

Auch ift klar, daß diefer Sat noch gilt, wenn die Function 
k (4) zwar ziwifchen den gegebenen Gränzen ftetig bleibt, an einer 
diefer Gränzen felbft aber, oder an beiden, eine Unterbrechung 
der Continuität der Function Statt: findet; nur muß man, wenn 





dieſe Unterbrechung. der Continuität bei der Graͤnze g eintritt, 


— —=0 ift, für 4rfl0) offenbar die Graͤnze fegen, wel— 

yer fi) Hrafle) nähert, wenn 8, das immer als pofitiv an- 

— wird, ſich der Graͤnze Null nähert, oder unendlich 
ein wird, | 


VI Bir wollen nun verſuchen, die Reihe 


823 * yY(a)da \ 


1 —— cosada rose] "p(o)castede + ... 


+ 7 N 
se sinz f p(a)sinada+sin2e f 4 (e)sin2ade +... 


zu fummiren, d. 5. die Gränze zu finden, welcher ihre Summe 
fidy nähert, je mehrere ihrer Glieder vom Anfange an ju einan— 
der addirt werden, unter der Vorausfeßung, daß x jwifchen den 
Gränzen — 7r und + 77 liege, und daß die Function PX) zwi⸗ 
ſchen diefen Gränzen ftetig ſey. Man findet durch: eine Leichte 
Verwandlung: 


= af e@de|s+eosten +0002(0-2) +00180-0)+....| j 


oder, wenn man die Summe der nF} 1 erfien-Gflieder diefer 
Reihe durdy I bezeichnet: | — — 


Eu 2 Ak, («) de] 4-heos a eosn(a-x) | 
d. i. nad) Thl. II. ©, 532: f 


ee 
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- 
3‘ ‚ cos (ln k1)ICa—xj)smin(@a—x) 
ME] RR ICE En nn 


_1 sin(n+4)(s—x) 
=z/_ Auer 
wie man leicht findet, wenn man 
cos (tn +1)(a—x)) = cost{n(a—x) + (e—x)} 
entwickelt. Es kommt nun einzig und allein darauf an, die 
Gränze zu finden, welcher das legte Integral ſich nähert, wenn 
n in's Unendliche waͤchſt. 
Es iſt 
) (ex) 1 fr ‚‚sintntpla—). 
U RZ, 2sint(« —x) —2 Pe) Gears) da. 
Im erſten Integrale fege man — r— 2, da—=— UP; fo 
Ktfre=mı - 20 = — nn, a=x— YV—x tefpective 
=+(n + x), $=0. Gm zweiten Integrale feße man 
c=x +2, ee — 206; ſo iſt fuͤͤ — x FB =x, 
e—=x +23 =nrefpetive = 0, (A—x). Alſo iſt 


1 0 EN (529) 08 


z=—-— 
2 27 Pulli 7 ah Kuna 222, 
o 


ra mx) sin ß 


m sinß 

a2 

— fe EDER + 29)00 
E — + r | ; 


Betrachten wir nun zunächft das pet Integral J. Zuerſt 
ſey x poſitiv. Fir x=r if offenbar T=0. Firrx<a 
ift 4(m—x) nicht =0 und <Hr. Wäre die Function ꝙ (x+28) 
zwiſchen den Gränzen des Integrals nicht fetig, fondern es faͤn⸗ 
den fuͤr die zwiſchen dieſen Graͤnzen liegenden Werthe A, A,, Ar, . 
. Ay von B Unterbrechungen der Stetigkeit derſelben Statt; ſo 
koͤnnte mau nach (6.) das Integral I in mehrere andere zivi- 
fhen den Gränzen O, A; A, Au; Ay Anz ers A,, 4(n—x) 
genommene beftimmte Integrale zerlegen, welche, das erſte aus— 
—— nach dem in V. bewieſenen Satze ſaͤmmtlich —=O find. 
Das erſte diefer Integrale, folglich auch das Jutegral T, ift 
=—=H+ng(x) (V.), wofür man nur +ap(x + ag d. i, die 
Gränze, welcher Zrrp(x-+e) fidy nähert, wenn 8 fich der 
Null nähert, oder unendlicy flein wird, feßen muß, wenn 
für 8 = 0 felbft eine Unterbrechung der Continuität der Function 
Pix +28), d. i. für den Werth x der veränderlichen Größe 


250 Beſtimmtes Integral. 
eine unterbrechung ber Continuitaͤt der Function P(x) Statt 


finden ſollte. Iſt x negativ, fo it I( —x)>4m. Dan 
feße a 


= SEEN a4 29)0 


sin ß 
(n-x 1 
+ an )A px +28)08 
= }np(x) u Pag 23 PrORENE ä 


oder 


* n-&) gi 
ae TEE EDE rar, 
wenn für den Werth x der veränderlichen Größe eine Unterbre- 
hung der Stetigfeit der Function ꝙ (x) Statt finden follte, 
In dem letzten Integrale fege man = n— y, = — My; 
alſo nr = an —y=ın, Ben —y=y(n — x) reſpec- 
ie y=4n,y =4(n ki x); fo daß alfo diefee Integral 


("+x) sin (2n +1) (r—y) 


m sin(z—y) p(x+2n—2r)öy 
fe mas nn —X +27 —27)0y 


it, wobei man zu bemerken hat, daß m eine ganze Zahl if. 
rx=—r findet man auf ganz Ähnliche Art, wie vorher, 
diefes Integral = Inp(— nt In) = Inp(n), oder 
= 4ng(— rn + - 2 —e) = Inp(n — e), fofen für 
x—=r eine Unterbrechung der ÖStetigfeit der Function P( x) 
Statt finden follte (V.). Für x > — rs ift diefes Integral 
—=0(V.) Nimmt man alles Vorhergehende jufammen ; fo er» 
giebt ſich: 
I=-0frxı=n; 
Y=4npg(—n+te) + 4np(n—e) frxı=—n; 
IT =4np(x+e) fürx So, <n; 
Y=4nyp(xte) forx<0,>—n; 


mit der -Bemerfung, daß s alle Mal S O zu feßen ift, wenn für 
den entſprechenden Werth von x feine Unterbrehung der Eonti- 
unität der Function P(x) Statt findet. 


An * Integral I ſey zuerſt x negativ. Fuͤr x— rn 

iſt nn — 0O. Fuͤr xX — it l=;nrgQp(x) oder 

AP(X 8), wenn für den Werth x der —— 

Se eine Unterbrechung der Conkinuität der Function p(x) 

Statt finden ſollte. Iſt x pofitiv, fit 4+(m+x)>4 m 
Sey daher 


of 
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——— 
1 
= —— p(x—22)88 


Kat) ein (Zn +1)P 
” I — PlR—2ß)öp 


4m) — ——— (x—2p)öR , 
oder 
= inp@—ı) + Fr nn elnrh)e, (Kr), 
wenn für den Werth x der veränderlichen Größe eine Unterbre- 
hung der Continuitaͤt der — — Statt finden — 
Fuͤr $=n —y, B= ? iſt yz=ı(n 
wenn refpective A im, . Fi ars ik, Yo it vu 
legte Integral 
4 (n-%) sin (20 +1) (r—}y) 
In ‘  sin(m—y) 
3" sin(in+1)y 
— — pꝓ(X-20 4 25) or * 
Fir zn iſt dieſes Integral — Te —— +4 5 
oder = Irnp(n , Inpg(— nm + e) (V.), 
wenn für x — — die Stetigfeit \ je Kosclen P(x) unter 
ig werden follte. Fuͤr x<r dagegen iſt diefes Integral 
50 (V.). Es iſt folglich 
I=4np(n—e) + 4np(—n+e) für son; 
10 frı=—n; 
I=4inp(x—e) für x5 0,<n; 
IT=4np(x—e) frx< 0, >—n; 
unter der Bedingung, daß 80 gefeßt wird, wenn fir den 
entfprechenden Werth von x feine Mnterbregung der Stetigfeit 
der Function ꝙ (x) Statt findet. 
Hieraus ergiebt fi) nun: 
IH =4rlpy(—nte) + sn 
rx=— nd x—n; 
I+ l z4n|p(x—e) + — 
für x>—r, x<nr; immer unter der vorher aufgeftellten 
Bedingung. Ylfo ift 
Z=4lp(—n+e) + yp(n—e)] 
rx—-—n 2 xn; 
= 4lp(x—e) + p(x+te)}, 
fr s>—ın, — re. Ze größer demnach n wird, deſto mehr 
nähert fich I den hier angegebenen Gräuzen, und diefen Grän- 
jen kommt alfo.aud) die Reihe S defto näher, je mehrere ihrer 


— — 


— 


— 


25 
en 


—— 


) 
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Glieder vom Anfange an fummirt werden, woraus ſich folgen: 


des wichtige Theorem ergiebt: 
Die Summe der Reihe 


5/ ꝙ (e)da 
Pr 
cosx / Dle) eos da + cos2e (a) cos2ada + ... 
sinx / Y(a)sinada + — ["p(osin2ude +... 


ift für jeden Werth von x, welcher >— nn, <fn iſt 
‚z4lp(x-e) +ylxte)l, 

und =gY(x), wenn für den Werth x der veränderlichen Größe 
feine Unierbrechung der Stetigkeit der Function ꝙ (x) Statt fin 


eh Fuͤr x— — rn und x—=+7 if die Summe der obigen 
eihe 


4 
1 
*7 


=4Hp(—nt+te) + yla—e)|, 


“worin ebenfalld = 0 zu feben ift, wenn für den entfprechenden 


Merth- der veränderlichen Größe feine Unterbrechung der Stetig- 
feit der Function E(x) Statt findet. Zugleich ergiebt ſich aus 
der vorhergehenden Darftellung auch unmittelbar, daß obige Reihe 
immer convergirend ift, welches eine fehr wichtige und merkwuͤr⸗ 
dige Eigenfchaft derfelben ift. 

Kürzer drüct man diefen Gab fo aus: 

Für jedes x, welches >—n, + rn if, if: 

(1B.) Hylx—e) + yplxte)l 


= * p(a)d& + m f posunts—e)e ; 


dagegen ift 
(19.) dipgl—nte) + p(a—e)} 


1 x 1n=» m 
— nf. Or eg Mu p(e)cosn(x—a)de, 


frx=— sd r=+m 


Der Kürze wegen wollen wir in der Folge für jedes 
x>— n, <r immer 


1 rn yn=%© Ai 
van; f pidatz — 


ſetzen, unter der Bedingung, daß man, wenn p(x) für den 
Werth x feiner veränderlichen Größe eine Unterbrechung der Ste— 
tigfeit erleiden follte, für P(x) das arithmetifche Mittel 
p(x—e) + op(x+e) 
2 — 


— 
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an den Gränzen aber, frx= — nz und X— + 7 für (x 
das arithmetifche Mittel | — 
*2 
2 
ſetzen muß. 
53. Sey jetzt die beliebige Function 
f(x) = Axe4 Bat4 Cxr + Did + ....; 
fo ift auch 
EEE + 
a (X\® , (a \ 8 ‚(mx\r nxd⸗ 
ee ee + 
Bir können alfo | 
x) = 92) = 400) | 
ſetzen, für 
= 


21 


für xs=ete t O=H+tn; fuͤr >—og, x<o iſt reſpec⸗ 
>, 0<a Auch if En 


06= — 02 i 
Nach (52.) ift 
y(0)= 7 ARIOL, | 
cos af" + cos 20 / ꝙ (e) c0s2a da + ... 
sin © / $ (e) sin ada + sm2® / (a) sin 20 da + .. 


wenn man nur in den beiden in (52.) bezeichneten fpeciellen Fällen 
g(8—-.)+Y(l8+4.) —* 
2 


1 


und 





(z—e) + o(—z-+e) 
2 
für P(0) fest. Alfo ift auch, wie nun leicht erhellgt: 


(195). 1) =; ["sa)da 
— 


TIX ta Az 
cos — f(a) cos —da-F cos — 


* in ES gKaysin Fdatein ze SE) sine da +. 
3 Br} 4 ? Dr t v 


f(e) cos en +. 
_. e 


4 
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für jedes x, welhes > —p, <e ift. Fände fur den Werth 

x der veraͤnderlichen Größe eine Unterbrechung der Stetigkeit der 

Function f(x) Statt; fo. müßte man 

Leer ftare) für f(x) fegen ; 

an den Gränzen aber, fr x = — eo md x—=+e, mufi man 

f(e—e.) + f(—e+e) 
2 
für f(x) in vorftehender Gleichung ſetzen. 
Kürzer drückt man diefe Gleichung fo aus: 


(1%.) f(x) — —XR TIER LO * nn(x—e) 
— en=sı/ e 


für > —e, x <o. Dagegen 


(197.) 


= 7 Are / ale, ; 
u e ni —e @ 


frx=—o und x—=+g. In (19%.) muß man, tie im— 
mer, in dem Kalle, wenn fir den Werth x der veränderlichen 
Größe die Stetigfeit von f(x) unterbrochen würde, das arith- 
metifhe Mittel zwifchen f(x — 8) und f(x+e) für f(x) 


f(e—e) + f(—e+e) 
2 


fegen. Genügt die Function f(x) der Bedingung 


f(x) = f(—x) ; 
fo verfchtvinden offenbar alle die Sinus der vielfachen Winfel 
— beftimmten Integrale, und es iſt folglich in dieſem 
alle: 


(198.) ix) = uf e)da | | 
- 
+ 3 cos /_, #0) cos" da + air TON 2 


für jedes x, welhes > — og, <e if. Auch ift in diefem 
Galle, wie leicht erhellet: . 


(19%) 4ef@) = IA f(a)da 
o 


4 if“ f(a) cos da + —— — ic .. 3 
4 o ® 3 o 14 


fuͤr jedes x, welhes > — E, <e if. Findet für den Werth 


x der veränderlichen Größe eine Unterbrechung der Stetigfeit der 
Function f(x) Statt; jo muß man, wie gewöhnlich), 


f(x—e) + f(x+e) 
2 


für £Cx) fegen. 
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Fuͤr x — oder op if 
Ko—e)+ flotte) _ 1 fh z 
(200. ) — Bu uf. f( )d« 


1 x (” ra Inx (% Ira 
+4) 5 f(a) cos > — = f(a) cos dat I. 
FC— fc— 


Ina 


+ co (a) "dat con ala}... 
2 


Nur wenn die Stetigfeit der Function f(x) weder fir x — — ; 
noch x=E unterbrochen wird, werden die Summen diefer beiden 
Reihen im vorliegenden Salle refpective = f(E) und tef(e). 

Genügt die Function £(x) der Bedingung 

I)=— fox); 
fo erhellet leicht auf ganz aͤhnliche Weife wie vorher, daß 
(201.) fx) = 

1l, zx ._ ._ Rn «_ ra 
Pr ANGE da + — * (u) in = ön + 4 


für jedes x, welches > — 0, <eift. Finder für den Werth 
x. der veränderlichen Größe eine Unterbrechung der Stetigfeit der 
Function f(x) Statt; fo muß man in diefer Gleichung 


f(x—e) + f(x+e) 
2 


für £(x) fegen. Fuͤr x — —emdbx— + oe if: 
(202.) zer (eh) ET u 


= Jin u #(e)sin "da + sin =". eo) in 272 0 + | 


Nur in den Falle, wenn weder fuͤr — — 7 uchx=+e 
eine Unterbrechung der Stetigfeit der Function 12 Statt findet, 
wird die Summe vorftehender Reihe in diefem Kalle — 0. . 


Auch erhellet leicht, daß in diefem Falle 
(203.) Jf(x)= 
A #(e) sin "da + sin =") : E(a)ain "2° da +... 
it, für jedes x, welhes > — eg, < + p ift, wobei bei einer 
Unterbrechung der Stetigfeit der Function (x) für den Werth 


x der veränderlihen Größe wieder das bekannte arithmetiſche 
Nittel für Elx) zu fegen if, Fuͤrx — —o mwxr—Hte if: 


| 
| 
| 
| 
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(204.) ei et 


Ira 


== nf“ Ele) sin ont if f(a ein 08 +. 


Nur, wenn weder für x — — E, noh x — + E eine Inter: 
brechung der Stetigfeit- der Function f(x) Statt finder, iſt die 
Summe diefer Reihe = 0, 

M. f. über diefe Reihen auch eine Abhandlung von Dirf- 
fen in Crelles Journal. B. IV. S. 170., und von Cauchy 
in ſeinen Exercioes de Math, 24* Livraison, p. 341. Auch 
noch einen Auffag von Dirffen in den Abhandlungen der Ber: 
liner Akademie von 1827, 


> 54 Wir wollen nun diefe Säße auf einige Beiſpiele an: 
wenden, Fir f(x) = x iſt f(x) = — f(—x) Alſo für 


"jedes x, welhes > — u, < a ift, nad) (201.)% 


1x = sinx [ "orinade + sin2« f ""asinzuön de sen 
a? 2 ._n 


Aber 
| Jesinnade = a füinnade — [da fünnede 
/ = — Zcosne + Zeinne 
(205. ) fi ianc ds = = - E-ıp. 
Folglich 


(206. ). 42. = sinx — }sin?r + — — sin 4x + en. 


für jedes x, welches >—n re it. Für x *7 iſt 
die Summe dieſer — = 0, wie es auch wirklich 
der Fall iſt. 


Auf ganz aͤhuliche Art hat man 


123 — sinx I a’ neöch sin 2x I a’sin2ada + . 
JS sinnade = fünneb — fe de fi na.da 


— 4 ?cosnad 
n n 
a3 ER 6 
= — —cosne + —a? P cosnedae —— fada frosnede 
n n n 
3 3 6 
“r \ . - 
= — —cosna + —ae?sinna — — fasinnede 
n ur . af naetae 


at: nn - 64 6 
= — — cosna — e? sinne — — —si 
= + ber * + ns cosne 5 sinne 
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(207. ) SS sinnede == = mn? — az, ö 
Alſo F 

(203. ) 4x2 = Ha’ — | sin®— He zfsin 2x 
ö 55 + {m | sinds 
— 4— In — 5 fsin ar 
* a F 
fr de x > —n, <m Fuͤr x — — iſt die Summe 
dieſer Reihe nach dem Obigen = O, wie es auch wirklic) der 
Fall iſt. | * 
Fuͤr x = Ye ergiebt ſich aus (206.): 

(29.) 41 51 -— 4 4 —24344— 
die bekannte Leibnitziſche Reihe. 
Eben fo ergiebt ſich für x = 47 aus (203.): 


G—— — fa 


1 1 1 1 1 
4 1 1 1 1 1 » 
= 4m’ 65 st5 tel (209. ) 


1 1 
(210.) yon? = 7"; t5"7t5 — 


Die Function x? genuͤgt der Bedingung f(x) = f(—x). Alſo 


iſt uach (198.): 


x ⸗ = * 20a 
un) = 


+ m jez" orenseds + 2,7 All coslada + 2 » 
— — 
für jddes x > — a, < rn. Aber 
— 2 * 
J® cosnade —= — sinne — — /asinnacda 
; n n 
— 2a © i 
— an + n,cosne — zZ; sin ne 5 


(211.) —F ——— tl) 


‚cam) f da in! . 
_n 
Folglich "Ye; 
x? = ai a5 c01x— 7700823 + 3% cos 3x — ... 4 
Supplem. zu Klügels Wörterb. J. R 
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— (213.) aim — ar) Zoosz * eo⸗e 2x — 










fuͤr jedes x > —n,<m B— ER 
(214.) ee tr ur | 


— auch — bekannte Reihe. Fuͤr x — m if 2) 
200. ) 


‘ 2.) ger na 
eine gleichfalls * —— bekannte Reihe. a 
* gi } WIE “ 
ix) = — a 


— — 
ſo in fx)= — f(—x) fo Er 
ati=uine f(«) sin ad Klo)sinted 4 EIER 





für jedes s>—n,<m. Es if num 1 
* deck _ Sex sin nx öx — [ex sinnxöx 
\ SE — ae 


I * sinn [eös — funnin fein 


== e* sinn — nf ercosnzöx , 
\ Fr }. ı 


Jr omwi= con | erös + sinne u \ * 







* 


nie 
3 = excosnx 4 n [ex sinnxör A a, 
R 
Jesus ös + nfercos nxöx = e*sinnx , f 
031, 
u, . 


— — J nx x + [e cos nx x = e*cosmx . 9 
Durch Aufloͤſung dieſer Gleichungen findet man: 


ex (sinnı—n cosnx) 
1+n? 


Fuͤr x — — x, dx — — öx erhält man hieraus: 


Ser snxöx = _ e-x(cosn—nsinnx) ‚ 
— —  _,. 
(217.) ee | 


e* sin nx Ox — 


* cosnx ox= —— ex( cosnx — nsin nx) \ : * 
=, K. 
(216. ) 7 i+n ; 


e=-*(sinnx+ncosux) SE 


Jerriunzös — — 
1+n? 


[7 


* N 
ze — — —— — — —————— za —— 


— 
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Ku gmx „. (eX+e=*) sin nz n(ex-e=x)eosnx 
Ib: en uialasen) — > 

x — — — (ex+e-x) cosnx-+n(ex-e-x)sinnx 
er—eorn — (1+n?)(e"— e-) i 

' xhe—-x _ (ex-e=x) sin nx -n(ex-he-x) cosnx 
a, 


Je 4 — — (ex-e=x) cos nx-In(eshe=x)sinnx 
e J 


nenn (1 + mi)(en + eme) i 


hr ex _e-x 2n 
/ min nad = — irm(m1», 
f ' —— 20. 
/ en — ee“ | 


F ä —— cos n2 dx =U—), 

+ EX 4 — _ 2er — en) R 
JS. mA ern 1 
Es wird alfo nach dem Obigen 
er—e-X  sinx 2 sin ?x 3sindx A4sindx ; 

Sign oige tige igetes 
„_er—e-X  sinx _ sin?x ,„ sinäx = sin dx 
—— een T A5 — ...y 
für jedes x, welches > —n, <uif. Fuͤr x + m if 
nad) dem Dbigen die Summe diefer Reihe = 0, Diefelbe ift 
in — der Waͤrme von Wichtigkeit (Fourier a. a, D, 
p: 231.). | 


Nach (221.) ifi: 


Senn ir 
Sehen wir 








(220.) 


u 1er 





f(x) = —. 
ſo genuͤgt dieſe Function der Bedingung 
f(x)=f(—x). 
Alſo iſt für jedes x > — rn, < m nad) (198): 


nf(x)=}4 *4) —2 


+ sonx |" Ho)cos ade +... 


Aber 
ex 4 ex BI — e⸗* 
er — e* er— ern?’ 


%x2 N 


(223.) 








Bee) 


* 
Se 
la) 
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| u, etTner. | 


Alſo 
ex 4 e⸗* cosx cos ?x cos Ix 
mt inte nign tee 


für jede x > —n, <m. 

Fir x — + erhält man nad) dem Dbigen: _ 
„„erterm 1 1 1 \' 
trete te 

Aus (222.) und (225.) folgt, durch Addition: 
cosx , cos?x cos3x 
ex 7 

27.) Te * sinx 2sin?x , 3in ax 


+ ip Tre tige on 





: ee 
wodurch man, wenn man auf beiden Geiten mit — (er — er) 


multiplicirt, e* nad) den Sinuffen und Eofinuffen der Vielfachen 
von x entivickelt erhält. 


56. Beſſel hat eine merkwürdige Anwendung der vorigen 
allgemeinen Süße auf das Keplerfche Problem gemacht, welche 
wir, als bier ſich am. beiten aufchließend, zugleidy als Ergän- 
zung des Artikels: Kepler'ſches Problem, dem Wefentlihen nad) 
bier mittheilen wollen (Abhandlungen der math. Klaffe der Akad. 
der Wiff. zu Berlin für 1816. 17. Berlin. 1819. S. 499 — 55. 
Zeiefchrife Für Aftronomie V. 1818. S. 367— 375.) 


Iſt M (Fig. 4.) der Ort eines Planeten in feiner eflipti- 
fhen Bahn, S ver Brennpunft der Ellipfe, in weldem die 
Sonne fteht, P_das_ Perihelium, A das Aphelium, C der 
Mittelpunft der Ellipfe, und PM’A ein Uber der. großen Are 
derfelben ald Durchmeffer befchriebener Kreis; fo heißt, wenn 
NMM auf der Ure PA ſenkrecht it, SM = r ber. Radius 
Vector des Planeten, der Winkel PSM = © die wahre 
Anomalie, PCM — s die ercentrifhe Anomalie. Die 
halbe große Are der Atipfe ſey = a, die halbe fleine Are = b, 
die Ercentrieität CS=c, und — fiy = e. Nach dem ziwei- 
ten Keplerfchen Geſetze find die elliptifchen Sectoren, welche von 
den DVectoren der Planeten um die Sonne befchrieben werden, 
den Zeiten proportional, in welchen fie befchrieben werden. Nach 
diefem Gefege it, wenn € die halbe Umlaufszeit des Planeten, 
t die Zeit bezeichnet, im welcher der Bogen PM durchlaufen 
- wird, da befauntlic) die halbe Flädye der Ellipfe = +abrz ift: 

t:t’ = tabz:PSM . 
Stellen wir und jeßt vor, daß der Planet die Hälfte PMA 
feiner Bahn in der Zeit € mit gleichförmiger Bewegung in Bezug 
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auf feine Winfelgefdywindigfeit um den Mittelpunft der Sonne 
beſchrieben hätte, und bezeichnen wir den unter diefer Voraus— 
-fegung von dem Radius Vector in der Zeit € um den Mittels 
punft der Sonne von dem Perihelium an befchriebenen Winfel 
u 9; fo heißt ꝙ die mittlere Anomalie, und es if 
alfo 


tfzn:gy, 
d. i. nad dem Dbigen 
4ab:PSM=1:p. 
Der Unterfhied © — p zwiſchen der wahren und mittlern Ano— 
malie heißt die Gleihung des Mittelpunftg ( Aequatio 
centri, Prostaphaeresis), Alle Bogen beziehen ſich im Folgen- 
den auf die Einheit ald Radius. Es ift nun 
CN = ac0os(180°— e) = — acose, SN=c — acose; 
MN? = (a? — CN?) = b? sine, MN = beine; 


r? = (c—acosse)? + b*sine? , . 


woraus fich, wenn man bemerft, daß a? — b? — ce? ift, leicht - 
tolgender Ausdrud für den Radius Vector ergiebt: 


r=a-oomsse=a[l1— core) =a(1— ecose) Pa 


— 


Ferner iſt: 
PCM’ = $a?e, CNM’= — ja? sinsoose ; 
PNM’ = 3a? (2 — sinecose) ; 


und nach befannten Eigenſchaften der Ellipfe: 
b:ra=PNM:PNM’, 
PNM = 4ab(e— sine cose) . 
Alfo / 
B PSM = $ab(s—sinecose) — $(c— ..coss)bsine 
= i4b(as—csine) = tab(e—esine) . a 
Folglich nad) dem Dbigen 
Jab:tab(e—esins)=1:p, 
yg=e-— esius. . 
Endlih hat man noch MN = rsin®, SN = — 10080; 
folglidy nad) dem Obigen 
rsin® = bsine,rcos® = acosı—c; 
woraus, wenn man den gefundenen Ausdruck für den Radius 
Vector ſubſtituirt: 
ö bsine acoae— 0 _ 
nn a(ll—ecose)’ Teer 
oder, weil j 
bh? c*. b? 


2 _ bb? — oo? — m —__ 1 — eo? 
a b’ = c!,1 Fe a 72 e 


it: 


| 
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R sinefi—e: 
in = — —— 
‚I—eooss 


co — 0 
1— 00054 ' 
Differentürt man sin® nad) 8; fo wird 

08 _ (eose—e)Yi—e? „. 608 eYi ee! 


RI (1—ecose)? 1—ecose 


‚ca = 





’ 
— GYi_e: 
1i—ecoses" 


Wir haben alfo zwiſchen dem Radius Vector, der mahren, 
mittlern und ercentrifchen Anomalie folgende drei Gleihungen: 


09 


' deYi—e: 
r=all—ecr),y=e—esin,00= sr: 


Kennt man die Umlaufszeit 2t eines Planeten, fo ift ed mittelft 
des Dbigen leicht, für jede gegebene Zeit € feine mittlere Anos 
malie @ zu finden. Soll nun der wahre Drt des Planeten be- 
ſtimmt werden; fo muß man aus der mittlern Anomalie den 
Radius Vector und die wahre Anomalie finden. Zu dem Ende 
muß man aus der tranfcendenten Gleihung = e — esine, 
worin @ gegeben ift, 8 fuchen, und dann mittelft der gefundenen 
Yusdrüce für r und sin @ oder cos© die wahre Anomalie @ 
md den Radius Vector beftimmen. Die Entwicelung der ercen- 
trifchen Anomalie e aus der Gleihung g = ⸗— esine heißt 


ggewoͤhnlich das Keplerfche Problem (f. diefen Art.). Wir wollen 


Jest r und 0 — ꝙ (die Mittelpunftsgleichung) unmittelbar durd) 
p auszudruͤcken fuchen, Geben wir zu dem Ende 
r=f(y),9=f,(y). 
Aus der Gleihung Se — esine erhellet, daß 9 fein 
Zeichen Ändert, ohne feinen Werth zu aͤndern, wenn & fein Zeis 
hen Audert, ohne feinen Werth zu Ändern. Alſo aͤndert auch) 
umgekehrt & fein Zeichen, ohne feinen Werth zu dndern, wenn 
p fein Zeichen ändert, ohne feinen Werth zu dudern, woraus 
mittelft der Gleichung 
— bsine 
—all-ecose) 
folgt, daß © fein Zeichen Ändert, ohne feinen Werth zu Andern, 
wenn 9 fein Zeichen Ändert, ohne feinen Werth zu aͤndern. Es 
it alſo f,(y) = — fil—p) Seen wir 9 — 9 — 
V(D), d. i. f. () — p—yly);fpitf,(—y)+p = 
Y(—9), Bi f,(p) + nn Lat zu If, —— J 
d. i. V() = — A—0). Ferner folge aus der Gleichung 
r= ep —— des Obigen ngenbliclic), daß r 
weder feinen Werth, noc fein Zeichen Ändert, wenn p fein 
Zeichen Ändert, ohne feinen Werth zu Ändern, und dab alfo 
—— f(— 9) iſt. Nach (53.) find wir demnach berechtigt, 
zu ſetzen: 
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0-4=4) sing [O- sing on Ihn, N N —4 


+ sin2p "(9 p)sin2p dp —J9— | a! ar 


— N \ 
Ant! 


En sing [0 -pVsindyör 4 ii) F 
7 R I fh a h 


+ sinap f  (O—p)sindpäp al | LS 
_n 1 ie i I 
ea en ae - | i 
- =A,sinp + A,sin?p + A,sindp + A,sindp + .... , 
wo 
Ai * 6 )in iꝙ õꝙ 
* —* 


Fa 1 ns + ! cos( Tr osip er 
=n/_ + p be pop i 


+ cos 27 A rcos?p dp IE 
+ cos uf cosdp dp 


+ ; 9 
4 cosäg ‚rcosdp cp | 


— 
+ . . D . . . . * | 
=B, + B,cosp + B,cos2p + B,cos3p + ...., | 


Ivo « 
1 2 * J 

B= 5; — ör, Bi= —4 reosip dy , . 

if, Ä 


Es ift aber 


(9—g)sinipop 

= (9—g) [ sinipop — [i0-ar) sinig Oy 
1 * 1 . * A) 

=— (8-p)espyr7T cosip (CO —dy ) 


ee 
= — 1(8- p)cosip + 4 cosigd9 — zsinip. 


Fur — K iſt ado=H+tm, d. i. — — =V0 
Alſo if | 

a 5 1 +7 a 
‚(9—gy)sinigeg = Ts. cosıpycd. 


— " 





EN A NEE 


n # 
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Folglich nad) gehöriger Subſtitution, da ⸗ — + re if, wenn 
0=+m if: 


* 
Y1—e? ” cos (ie — iesine) 
An In I-. 1— ecose 0. 
Ferner ift. 


: f cos ip Op — x [eos ip dp - fa fe ip Op 


/ 


*—— 1 — 
= Zsinip —— [sinipdr 
fe; ao 2; ... 05, an ira 
y = Tsinip — — /sin(ie—iesine)sinede , 


— erirdr =— T/,entie-iesineysinedt * 
— —-n1 


wile= + 7 if, wenn pg—= + m if, 
Auf ähnliche Are ift 


Jrr=: uud [rang [ame 


Alfo. 
+ 2 a -Lyr 2 
B, = /_, (1m-ecoss)’de, 
7 B =— nf ntiemiesine)sinede . 
2 
Da 


f« —ecose)?de me — zo Jeosöete: Foonsrös 
= 0—2esine + e (0 


= 8 — 2esine + Je’e + je?sin% 
iſt; ſo iſt 
—— 


si 
| Bo =a(l+ye?). 5 
Herner ift ” 
ae fral . Br Bi 2a — * — a 
‚ Bi= / sinecosiesin (iesime) — sinesiniecos(ie sine)[öe 
—i . 


‘di, wenn man hier nach Gauß das oben nad) Legendre 
dur Un 1) bezeichnete Product 1.2.3... etwag fürzer 
durch II, bezeichnet; | 


t 
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ini = 


j3e ei 
cosis (ie sin? — sine 4 ar — — 
Vin BR D, + 5 ) 
— i? ) 


j2e? is et 
— sinie (eine — —— ine? + 7 ne — 0: 


Die allgemeinen (x +-1)ten. Glieder Dieter Reihen find: 
(—1)* Zr ruf A sin aꝛ⸗·2 cosisde , 
(—1).-! ar le siniede , 


wobei inan fich zu erinnern hat, daß IT, — 1 gefeßt werden muß 
Bezeichnen wir den aten Binomialcoefficienten der nten Potenz 
durch "B; fo ift nad) dem Art. Goniometrie (49.) in d. 3. 


08. 


(—1 Jet (2sine at? = = 008(2%x+2)e — * cos 2x# 
+ BeiaB con (22). 


_ 2428 cos (2x—4)e 
+ oe .  r RT RR ge 


(— 1 er, zer "sin aꝛx·2 cosiede 
_n 


* 


= cos (2x+2)scosisde 


N 
—_ 22-+2B / cos Qxe cosiede 
— 


4 web | "" oo (242) scosirde 
— 


— a era ie 08 
+ - . f} = 


De — Ontegeale auf der — Seite ſind ſaͤmmtlich 
O (180.), die beiden ausgenommen, für welche 
242 — Ymti,o =»: T +1 


it, welche = re find (190.). Es ift alfo 


(—1)e+1 22-42 Ye in tet cosiede: a 
_n 
-i H 
———— —E +(— — Be a 
= (jr g) ea j 
weil 
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(*—-4i +1) + (44 41) 2 +2 
iſt. Alſo 
(226.) sin aꝛ⸗2 oos i⸗ d⸗ 

⸗c ——— 

Auf aͤhnliche Art iſt nach dem Art. Goniometrie (49.) in d. 3. 

(1): (2sine)-H — sin(%«+1)e — HB sin (2e—1)e 

+ ZH sin (223) 

° = HB sin (2-5) 
+ ’ ev eo 3 08, 


(—1)« — in e2x-H sin je O8 
= — n+ 1)esiniede 


t 
— 2=-1B in (2«—1)esiniede 


+ |" sin(26— 3) esiniede 


Setzen wir nun wieder 
2x + 1-Ba=rti,so=s jr 


fo erhält. man nad (190.): 
(—1)r22=-1 ⸗ "sin ex+lsiniede — 


Yy —n . 
xi45 


(Hahn + rt (x) 
= (En 


teilen 


weil | 
G-ätd+GeHHHr en 


iſt. Alſo 
0229.) VA: x} sin iede 
= HH hr, 
Folglich find die beiden allgemeinen Glieder von = B;: 
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| — —XRX gg 
(—1)" * — — 2x2 My; 
x e2a *-51 
43 . Qui, = = pure „hit . 


Alfo bie beiden allgemeinen Slider von B;: 


gen, a. ae 





(—1 ar an DoRı 8. en J — 
II 


Kür ein gerades i verſchwindet das zweite, fuͤr ein ungerades i_ 
das erfte allgemeine Glied, da ale x — Fi + 1 un 
* — +i + + flets pofitive ganze Zahlen ſeyn muͤſſen. Setzt 
man daher ii — 1 und 2 für i; fo erhält man als allgemeine 
Glieder von Ba; und Ba; refpective: 


— 1 Ya-teinft : #-ip 
R RE RE —— 2i3 


IIax e 3 
| i)meimt2 _ ide 
— si . — . — ink mus ® 2x2 . 
(1) . Ilrxı a. 


Die Glieder, für welche x — i + 1 negativ ift, find offenbar 
fümmtlih = 0, Man fee daher, um die überflüffigen Glieder 
zu eliminiren, —i+tl=qg,:x — i — q — 1, ud für 
q ſetze man alle pofitive ganze Zahlen von O an. Ueberlegt man 
nun, daß unter diefer Vorausſetzung 
»s—-imqg—1j; 
— 2. — 2 — (i-1) +1, %- 1=— g—- %i+1; 
.:—1=29+ (i—1)— 2, 2 = + 4i—2; 
x: +1zg + il), a +2=2g+ 2; 
Rn 7 (2i —1) — 1,x2F1zqai—1; 
s—i+i1i=g 
ift; fi 5 ar, daß für jedes gerade oder ungerade i das allge- 
meine Glied von B; feyn wird: 
| — — 


— 21220⸗ 1 a. 
(—1)1-1;2 —J—— — 


indem man für q alle ganze Zahlen von O an ſeßt. Es iſt aſo 


— aii⸗2 ei aiiei42 j 42 
ne be za ! Drum 1° 
aii+? ei-tt GHmir3). 
TS | 1,2 


aii·t ei-+6 ——— 
——— u 1.2, 3 


. 0.20 08 0 0 8 os . '. . . * 
x 
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_ aii-2 ei li- i42 (=) 
— 1. 1.(i+1) +1) 


+ ie 
T7 nn (3 3) 
. ' i+6 ie 
— 1.2.3U+H1)a+)U+3) G | 


ein fehr merkwuͤrdiger und zur Rechnung — Ausdruck. 
Der Werth von B,, welcher hierunter nicht enthalten, ift ſchon 
oben beftimmt worden. So haben wir alfo eine ganz allgemeine 
Entwidelung des Radius Vector nad) den Eofinuffen der Viel- 
fachen der mittlern Anomalie gefunden, und wollen nun auf 
ähnliche Weife auch die Aequatio centri fu entwickeln fuchen, 
Nach dem Dbigen findet man leicht 


FRE er f jeerresstierine) — — — 





1—ecose 1—ecose 


— ee 2 
rı—e -. 
cosie (1 Seine + ein et . 
ß ). 


i e ⸗ 
sin ie (i jesine— = sine + ins - 
Multiplicirt man die Reihen in einander und ordnet nad) Poten- 
en von e, fo findet man für den Goefficienten der gefaden 
otenz e?”, wenn man im Folgenden der Kürze wegen unter- 
läßt, die Grängen — u und + 7= der Sategeale befonders an⸗ 
zudeuten: 
Vo⸗ cos ie} cos e?a m“ cos a2n=2 sine? + 2, cos e’n—t sin e* 
.+ (—1). ine 


+ fr sinie ! i cos stn-1sine — 7 cos 8 n—3 sin 
3 


A + (1)aHl.z 





Pr e sin „ni 
1 


Entwickelt man nun nad) dem — Lehrſatze die Potenzen 
‚von sine? = 1 — cose? in Reihen; ſo erhaͤlt man vorſtehen⸗ 
den —. == 


+; + — 7, + + + ur ira| J eorinooneeöe 


- I + * +7 3 + 4 — mu ————— 
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+ en : 





ER: 2 — 2n—1 
4 — +7 er 11, +... * — ——— 6⸗ 
5 —_—1 iiı- 
+ T — * ⸗ in iesin ecos PIE Vs 


24 F Rn — + En in Jririerinecos en-0n 


- I +. 4-7, De 


+ 2 . * . ® . * ’ » ” 


Die Erpovienten der Potenzen von cose — in dieſer Gormel 
nie negativ. Es fommt nun darauf an, die beftimmten Inte— 
grale, welche diefer Ausdruck enthält, zu finden. Nach dem Art. 
Goniometrie (48.) in d. 3. ift: 


1 
(2 cos )2n-2= — cos(In—2x)e + 2u—2#B cos (2n - 2x - 2) ⸗ 








2 
+ ?n-2B cos (2n —2x—4)e 


3 
+ ?n-%ıB cos(2n — 2x - 6) ⸗ 
ug + . “ 0} [} * [7 » . - 


. Te 
— cos ie cos aꝛu-2x Öe 
—⸗ 


4 
_ JE cosiecos(2n —2x)ede 
—-n 


+ 20-248 / z cos iecos (?n — 2x2) ede 


— 

2 t 
4 uf” cos is cos (In — 2x —4) ede 
+ > . 3 Hr fe wi [7 4 


Bloß die beftimmten Integrale in diefem Ausdrucke, für — 
n—- 2%: — .%=#tFi,ea—_n—x;Hi 


ift, werden = 7, alle übrigen find = 0. Es ift folglidy 


2ia—ın — ie cos s’n=2x de 
it » 
n-x—li n-x++i n-x-1i 
= muB „n + muB ‚„n = 2,a2-4B .n, 
da 
(n—x—4i) + (n—r+1li) = 20 —% 


— 
Ei Seen 
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iſt. Alſo ift 
(230.) cos ie cos ein—2a de 


nn n-x-1i 
= Q-2nt2eh nr Te 


Ganz auf Ähnliche Art: findet man: 


(231.) cos ie cogetn-2u—10e 


Mt 
== 2-n+22, ——— — 
Es iſt aber 


sinesinie — 4cos(i-1)e — tcos(i+i1)e. 


/ siniesinecos tn de 

— — J 
nr 2 E 

— Hf" eoci+ 1)e cose!n—ıx—108 


n-x-11 n-x-ti-ı 
= Impfen — nm |, 


Aber Allgemein | 
io a—1)..(@—y+1) y 
5 — 


Alſo 








— —41 
al@a—1) (a—y#1) «—2y+1 * — 4 
1.2.3.../ 4 — 41 +1 
Folglich 
(232.) siniesine cos aꝛu·a·i q⸗ 
— 3 
n-x-1i s 
= ML ‚Qe2mh2cht, 2n-2uß . 
an 2x 


Aus den gefundenen Zormeln (230.) und (232.) erhellet, daß 
im borliegenden Falle i eine gerade Zahl feyn muß. Auch darf 
n — x — Fi nie negativ werden, Es muß ‚daher immer für - 
jedes x, auch für x =(0,n—x 54, 2 — x>i,dbi 
Zn >ifeyn, Man fege alſo m—i+ 2q, wo für q alle 

pofitive ganze Zahlen, von O an gefeßt werden muͤſſen; fo erhäfe 
man für den Coefficienten von eit2a in der Entwickelung von 
ir A; 

Yi-e’ 


wenn i eine gerade Zahl ift: 
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: j2 0 40 „.; it} 


2, 36, Hg dr, _Izt 
— DE Tu — — “ * — 
ade 7; AR a 39 7 he ae Klar Tat ren ae 


ie 0 316, je. go? 
LE ee nn IB 





Ili-k2a 
i 4. 4 FE ı Bu tt 
tt 
_.24 g 2i5 H+g—1 int, „ at 
i+2q—2] 77, — 1 0 iragı — 


24 dis (gig 2) ie), 02 
t c rt 1.2 — —— 


"er 
— 58 — — 





—244 
2-1 as ri 


multiplicirt, und das eit27 enthaltende Glied der Entwicelung 
von A; findet man, wenn man vorflehende Größe mit 


2Yı-e N ya 
rG 





t 


multiplieirt, immer vorausgefeßt, daß i eine gerade Zahl ſey. 
Für q find alle pofitive ganze Zahlen von O an zu feßen. 
Suchen wir nun auf ähnliche Weiſe auch den Coefficienten 
einer ungeraden Potenz e2ur1 zu entwicdeln In Bezug auf 
die Größe 
in Ai 
ri-e 


erhält man für dieſen Coefficienten: 





* N 
de cosie Jeontet eos etn-1 ging? coseln-3 sin et 
I, IT, 


.... + 67 1 je. cos esin eꝛn 
4 f de sin ie ji cose?n sin :- 7 cos edn—-2 sine’ + net ein—4 sing’ 
jönHt 
u... + al 0; Fk are | 
Entivicfelt man wieder die Potenzen von sine? nad) dem bino- 
miſchen Lehrfage; fo erhält man Kir diefen Coefficienten: 





! | & 272 | Beh Sul 
‚pi + 4 + at HE Jenni 


— * 2 ir + * +... Re: *5 — 
+ * + r +...+ nn) Fa |, Jeoriecosetn-s 0 
* I + — 4 — * — ERBE 
J— 
+ + * — — — 
* — 7. +.. +2. Fealfiniesineene n-ede | 


3ir n(n-1) jen-1 — 
2n—4 N) 
* +77, +.. — 1.2 Im anal J Fin esin eos en de 


j? n(n-1) n(n-1)(n-2) ien41 
te 123 5 —— 
4 


Es iſt nun nad (ost. ): 
cosis coss2n— +1 — eos ie cos ein-2k—1J-i Ög 
/_, * 


— Qe2n-t2x, BR er 
und nad) (230.): 


4a 
(233. ) sin iesine cos e!n—2x De 


— 3 —S di-i )ecosein—2: de 


24 cos(i-+ 1)ecose?n—2 de 
— 
Be n-x-ti i-} 


WERL... DRSES, 2n24, An=2 nat 
= 12241 — 


n— x — Fimuß eine ganze Zahl und poſitiv ſeyn. aAlſo 
muß i ungerade ſeyn. Auch muß n—x, für jedes x, auch für 


x = 0, > +G—1) feyn, fo daß alfo.n > +(G-—1), 2 —_ 
i21 ſeyn muß, und demnah 2n =i + 24 —1 gefeßt wer- 


den kann, indem man für q alle pofitive ganze Zahlen von O an 
jet. Hieraus erhält man für den Coefficienten von eit27 in 


der Entwicelung von 


‚Ink; 
* — , 
+ - Yi1—e: 
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wenn i eine ungerade Zahl if: | 
er ——— 
i—1 
i-1 


N fi-3 
PIETE KIT UBER 4 — 
FT PER 7 Sk abe 1.2 Tl * 











rn is i? ii420 4. 
tet a a i+2gB 
22j i3 „219 2 +4 ii420 . — 
ig 7*5 4 .... 4 Ta a ih2g=3B | 
i-1 1-3 d \ 
PER. LH RL „3 2449 im 0... 152 
— "m," 1.2 al en 


tet; . . * [) “ * » “ ” “ ” ® * * ⸗ 


wenn man dieſe Groͤße noch mit 2-- 2042,75 multiplieiet, Der 

Eoefficient von e'+22 in der Entwicelung von A; wird alfo 

gefunden, wenn man vorftehende Größe mit 
— ri — 8 —D—— 


multiplicirt, und das ei*20 enthaltende Glied von A, erhaͤlt 
man folglich, wenn man vorſtehendes Polynomium mit | 


2 ne ( — * 








\ 


multiplicirt, | 

Mittelft der hier gegebenen allgemeinen Formeln, durch deren 
Entwickelung fih Beffel ein großes Verdienft um das Kepler 
ſche Problem erworben hat, ift man alfo im Stande, * 
Coefficienten A; für gerade und ungerade i zu berechnen. Beſſels 
Auflöfung Hat unter Andern das Eigenthümliche, daß der allges 
meine Factor Y1—e? abgefondert, und nicht in eine Reihe 
aufgelöft worden iſt, wodurch ſowohl die Convergenz der Reihe 
erhöhet, als auch das Gefeg leichter uͤberſehbar gemacht wird, 

57. Wir fehren nun wieder zu den in (52,) und (53.) 
beiviefenen allgemeinen Formeln zuruͤck, aus denen Kourier in 
feiner berühmten Theorie de la chaleur. Paris, 1822. mehrere 
andere merkwürdige Nefultate abgeleitet hat. 

Sey zuerft f(x) eine Function, welche der Bedingung 
(x) = — f(—x) genügt, und | . 

Supplem. zu Klügels Woͤrterb. I. | © 
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$(x) = Ax@ ıh Bf LO DE +... 
= An“ (&)° — — + cn’ ( — 
@ ‚tx NP x 

ul 2 109 I Ic 22 
fo daß wir alfo 
t(x)=y(7)=v(0) 
fegen können‘), für - | 

e6—m—- ‚09= Ox e 
2 n 

Da nun offenbar auch P(®) = — P(—9) if; fo ift nad) 
(203.) für jedes ©, wildes > — nn, < m üll: 
Ing(6)=sin® p(®)sin 908 + sin2® "p(O)sin2806+... 


Fuͤr O — O, O=n, B>—n, O9 < nr: ift refpective 
x O, x=ns, x > —nn,‘x < nr (lUngled),. 6.). 
Alſo für jedes x, weldhes > — nr, < nr if: 


ynilı)= 


Pr AG int dc F [7 1o)sin Fir 4 en. 
Dos allgemeine Glied diefer Reihe ift: 


ur ARIOE . 
na n/, n 


. Nehmen wir nun n als unendlich groß, öq als unendlich Flein 
an, und fegen 


RE: EFT, 
| n = dgq’ ı = dgq 3 
fo daß wir ung die verſchiedenen Werthe von i entflanden denken, 
indem q alle Grade der Größe von O bie ®: 
0, dq, 2dq, 3dq, 40q, Sõq, +. 
durchläuft; fo wird obiges allgemeine Glied — 


singeäg #0) sin geöx ; 
Jo 


‚und FZrrf(x) wird erhalten, indem man in diefem allgemeinen 
Gliede q alle Grade der Größe von O bis » durchlaufen- läßt. 
Daher ift, wenn f(x) der Bedingung f(x) = — f(—x) $e- 
nügt, für jedes x, welhes > — », < iſt: 


4nf(x) =, sin — "rings, 
o o 


oder 
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c(224.) Air) zZ), Mretaf” sco)uingede , 
o o 


(235.) 5) N, SM —— ; 
. o 


Was man in diefer Gleichung für f(x) fegen muß, wenn fir 
den Werth x der veränderlichen Größe eine Unterbrechung der 
Eontinuität der Function f(x) Statt fände, erbellet aus dem 
Dbigen, 

Sey ferner F(x) eine Function, welche der Bedingung. 


F(x) = F(—x) genügt, und 
Fo)=AR B, x 4 C HD Hr... 
= A,n® (2)“ + B,n° (= + — — — 
EINE NO rc» Zn 
Fix)= +(7) =g(9); 
x 0x 
= m’ 09 = 7 
Ganz wie vorher ergiebt ſich aus (199.) fuͤr jedes x, welches 
> — nn, <om if: . 


j A 
| jaFjx)=;, /. F(z)öx | 
1 x fa x 1 __2x fen 2x 
+ —— F (x) cos—öx + en) F (3) cos 0x Fin. 
Das allgemeine Glied diefer Reihe ift 


— F(x ) cos ox 
na n 0 n 


nur daß man für i = O die Hälfte des ſich aus dieſer allge- 
meinen Formel ergebenden Gliedes nehmen muß, Für 


| öq q 
wird dieſes allgemeine Glied — 
“Fr E) 
—8 (x ) cos qx õx, 


indem man auch bier für ¶ = O nicht dq /. "FR)öx, fons 
dern 409 S, "Fex) dx in die Reihe einführt. Weil aber 
"F(x)öx im Allgemeinen eine endliche Größe, oq unend- 


lich Meint if; fo if — 


ale 
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| da, Fe)ön = 117 A JO7, a o 


zu feßen, und man erhäft auf ‘ganz Ähnliche Art wie vorher, 
wenn F(x) der Bedingung F(x) = F(—x) genügt,. für 
jedes x, welde8 > — », < iſt: 


/ 
ur)= cosge ög | TFCHIeongrör , 
j 0 o 
oder 


(236.) Fa)= 7 Au cosgsög [_F()c0sg880 » 
i o 0 


(337.) Fa) = af, So wmsecnndoär. 
oo .,7/0 
Jede beliebige Function ꝙ (x) fann offenbar in zwei Functionen 
Kx)= Axt + BL OH 4 DI + ...., 
Fo) mA 4 Baß4 C. DE +. 
zerlegt werden, deren eine der Bedingung f(x) = — f(—x), 
die andere der Bedingung F(x) = F(—x) genügt, fo daß 


9a)= Fix) + f(x) 


= f, warf” F(@c0g0a0 
nJo 0 


+ m, da,” H@)ingede j 
0 0 


für jedes x, welhes > — ®, <o if. Auch iff, wie fo- 


gleich erhellet: 

J +0 
"np(x) = /. cos qx õq F(O) cos 006 
o 


00 


+ f, ewdıf"” KoJsingeae, 
0 ⸗0 


(288. — 20, 
— 20 * 


(239.) Te f(8)cosg899 = 0. 


Alſo ' 


| nr(@)= N 2 y Be F(®)cosq9800 
— 


+ Sowas" "r0)c0g800 
0 * 
v 60 

Huf ingägf F(6)sing909 

0 j 

+ [na fr singeao 
o u un 





\ 
— 
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= — raf” |rto+telcosg00e 
+ [, erösf*"|r0 + rio sing6d9 
= VAR wöuf"” p(9) cos 4998 ne 
| 2‘ 
+ /, Sams ** gcasingoae 
= — pocna0cg00 
0 —» 


+ af" a9 sing9singae 
Jo _o» 

VAR, pl) cos gBcosgräg Ä 
Sa 0% 


| +0 m , | 
4 08 p(9)sin qo sin qx õq (24.) 
o 


= ST ae300 f}” oosgxcosgoag 
u 0 


+ ""gcoyaef” sin greingeag 
0 


oo 
= f** #(0)80 /_” [eosareosg6 + sin grsingo [de ; 
— 0 | 


fo daß alfo, indem wir jeßt wieder f(x) für p(x) feßen, 
wenn f(x) eine beliebige Function von x ft, für jedes x, wel⸗ 
ches > — a, < oe if: 


(240.) Ix)= EI ABOL Br? ’ 


-(24.) I(x)= SI, Soma«- 000g, 
ud.) 


eine hoͤchſt merkwürdige Gleihung, durch welche jede ı Function 
durch doppelte. Integrale ausgedrückt werden fann, | 
58. Denfen wir und jeßt (m. ſ. Fourier a. a, O. 
p- 553.) eine Function Y(x) von ſolcher Belhaffenheit, daß - 
Ihre Werthe ziwifchen den Gränen x—=a, x—b mit ben 
entfprechenden Werthen der Function f(x) zwiſchen dieſen Graͤnzen 
zuſammenfallen, daß aber für jedes x außerhalb diefer Graͤnzen 
die Werthe der Function (x) — 0 find; fo erhellet ſehr Leicht 
die Gleichheit folgender sale Antegrale: J 


— v0 "oosa«- 9)0gq 
on 0 j . 


= [ viooof "eng 004 


4 


A 


W 


ir 
— — — — 
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= ["ioyae * og B)ög . 
fl — 


Für jeden Werth von x zwiſchen den Graͤnzen x — — o 


x», alfo aud für jeden Werth von x zwifchen den Grän, 
jnx=a,x= b ift aber nach (240.): 


vn=zf"vensaf at-e)a. 


Alſo iſt auch für jeden ſolchen Werth von x: 


vn=t "stoyaof cosg(x— @)ög. 
a o 


Bi * ſolchen Werth von x if aber mach der Vorausſetzung 
" x 


= ıy(x %. Folglich ift für jedes x zwiſchen den Gränzen 


(242.) f(x) = mf, 3e "eosg(x-@)ög. 
a o 


(233,) f(x)= IH f(B)cosg(x— 6) &0õq. 
o {13 
Es ift klar, daß man ftatt diefer Formeln auch 
(2422..) = Sf stopef“ — O)ög , 
- N. — ——— —8 


(243°.) E(x) = uf] oreoas- — — —— 
ſetzen kann. — 


Liegt der Werth von x außerhalb der Graͤnzen a, b; fo liege 
zuerft x. zwifhen den Graͤnzen b, b’, wo b’ > b ift. Dann 
liegt x offenbar auch zwiſchen den Gränzen a, b’, und «8 if 
folglich nad) (242.): 


in)= af, roo "nat era 
a o 


1 gb ” 
| as. — cosqg(x—@)ödq 


1 b’ oo 
—— f ö — 
+ * (®) of, eosq(x— @)dgq 
Nach (242.) ift aber auch: 
f(x) = af, 8)08 Toogtz— B)ög; 
alſo ift in diefem Falle 
0= /"sce)oe ” eosg(s— O)dg i 


‚Liegt x zwiſchen den Grängen a’, a, wo a <a if; fo ie! x 
Ile 


auch zwifchen den Gränzen a, b, und man zeigt auf ganz 


4 
! 


— ee 
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liche Art wie vorher, daß vorflehendes Integral auch in diefem 
Falle = 0 if, Liegt alfo x nicht zwiſchen den Graͤnzen a, b; 
jo ift immer: e ‘ 
b 
(244.) o=/f 1@dof "eog(x—8)2g — 
a b i ; n 
| (245.) o=/, TS. kahl er haar | 
welches, fo wie die obigen, ein hoͤchſt merfiwärdiges Reſultat if, 
So wie vorher fann man flatt diefer Formeln aud) 
(244*.) 0 = [ae f”” cosq(x—@)dq ’ 


(245%) 0 ="? [ solcoats-@)a00g 


ſetzen. —J—— 
Nach (243.) iſt für jedes x zwiſchen den Graͤnzen O und v: 


E —V———— ” 


Set man — x für x; fo erhält man aus (245.) für jedes x | 
jwifchen den Gränzen O und &: | 


‚ o=/ f(@)cosg(x+ 0)000g . 


eosq(x— 6) —= cosqxcosg® + singzsing® 
cosy(x+ ©) = cosqxcosq® — singxsing® . 


Aber 


Alfo | 
gsx) = af. JO) arı9 co mdodg 


+ ENT ®)sing®singsdOdg, 
”J/o o 
0= af, J, er rıscngdod 
" Jo o 


NS, Oo rnrinndeg ; 
„joe 


Folglich mittelft Addition und Subtraction: 
22 gr» . 
(246.) t@) = =, TS f( 0) oos q eos qx õo õq;: 
(247.) I) = af, Join agein dee j 
. ”"JvuJ/» 


' für jedes x zwifchen den Gränzen O und ®. 
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M. f. über die beiden letzten Formeln und Überhaupt fiber 
! diefe Unterſuchungen einen Auffab von Cauchy in feinen Exer- 
cices de Math&matigues. 16° Livraison. p- 112., und eine 
ng von Shmidten in Crelles Journal. B. V. 


59, Diefe Formeln find vieler Antvendungen fähig, und 


führen auch oft zu den Werthen beftimmter Integrale, welches 
ung der Raum nur durch wenige -Beifpiele zu erläutern erlaubt, 


Sey f(x) = er; fo ift nach (46.) und (47.): 
| Jr arse0o = —R 


= 
— 1 
6 — . 
A ea sing008 re. 


Aber nad) (246.) und ( 247.):. 


e⸗ ax — N cosgeäg [ "oma c08g000, 
‚"Jo ‚o 


ex — M. singxög = e-a@sing808 . 
n 0 o 





Alfo 
—_ 2 f” acosgx _ 2 f* gsingx 


oder, wenn man a und x mit einander vertaufcht: - 


| ® xcosa — ® gqsina 
4 o=ax = /. A 709 Sr 0a = ta 09 , 
oder, a für x gefeßt: e 


[> ®@ <rsin { 
In e aa . 3,7709 yır emaa =/ og ’ 


wie ſchon in (162.) und (163.) auf anderm Wege gefunden wor⸗ 


Man feße ferner f(x) — x"; fo ift nach (247.): 


2 o eo : . 
no =s, \. O8 sing@singxd@dg 
"JoJo | — 
| 2. —2 — — 
o 0 


Di Grsing800 — mi „ 9rsingoa«4e) 
1 


WM 2, L 
| = uf, zn sinzoz Fa r 





Alfo 


, 
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_%2 f® Lein qx õq = 
„azy u = ef” —* — 
= ? Lxa at ind = Z Lux . j 
n {) 


Ufo it LU’ = 4, d. i., wenn wir jeßt x für z fchreiben: 
(248. ) ja = = f” meinzön, — 
Gen ⸗⸗3 erhaͤlt man hieraus: 
(240) ® sinxox * r:- 
0 


Ganz auf aͤhnliche Art iſt ⸗⸗ (246.) 


ba — NS, Frsscnmdod 
"JoJo 
= m/f. rösf,” cogede ’ 
"Jo o 


woraus man, tie vorher, erhält: 
(250.) In =” xa 008x0x ST zen-icosxdx, 


(251.) La cosx dx * 13: 


60. jetzt a y) eine Function zweier veränderlihen 
ge Sa (242*.) if ‚ in fo fern y iwiſche⸗ den Gränzen 


a,b 


(6, J af, f(@, —— cong’(y-@)dg', 
und eben fo: 


f(x, y) = uf. f( @, — 

in fo fern x zwiſchen den Graͤnzen a und b liegt, Alfo ift auch 
f(s,y)= . KL7 Ai f(®, Y)eos q (x - 6)õq 

ol 

— f(x, y) = 


YA Alk q (fr 6) sfr 6, 8) N cos g'(y-&) dg’ 
fsof"n 9,0 — Peoꝛꝙ ⸗ )oq 
oo ’ A 


di wenn’ x gwifchen den Gränzen a, b; y zwiſchen den Grän- 
'jina,b liegt 








— æ — mn 
J 


m, ı 
—ñi 
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(352) Ks, y)= 


DS. * I F& 7 (6, 6) cosq (x-H)cosg’(y-H’)eg’dg08d6, 


welches wir kuͤrzer bloß fo ſchreiben wollen: 
(253.) x, y)= 


— @, @)coag(x—B)cosy’(y— 6)0 õq 


mit der Bemerkung, daß die Integrale in Bezug auf ©, © 
zwifchen willführlihen, die Integrale in Bezug auf q, q aber 
*5 den Graͤnzen — » und + © zu nehmen find, Die 

erthbe von x und y muͤſſen refpective zwiſchen den Gränzen 
liege, zwifchen denen die Integrale in Bezug auf © und © 
genommen worden find, Wäre diefe Bedingung nicht erfüllt; fo 
wirde das Integral auf der redyten Seite- der Gleichung ( 253.) 


verſchwinden, wie aus (242*.) leicht folgt. 


Für eine Function f(x, y, 2) dreier veränderlichen Größen 
bat man hieraus: 
f(9, y,2)= 


..u 6,609 oe [u 6) õg 


I cosg”(2—&")dg” ; 


Ix,y,2)= 


nf. e y,2)00 /”* oosg(x- @)öy 
n/a - 0 
— af of” f(®, y, z)cosqg(x—@)dg 
* 3 b b’ b" 
| =(z.) /. nad ‚ef, 0,ey0o” 
Sera) "eng a-eryög” 5 
{00 u 7 
. b' bh” 
== Sf, 7 f(@, 0, 0")09" 
/ re osq(s— 6) ög/ eng (sa )ögf"ong’eenag‘, 
60 — 00 — —00 


in ſo ſern x, y, 2 reſpective zwiſchen den Graͤnzen a, b; a,b; 
a’, b’ liegen, indent im entgegengefeßten Falle das Integral 
verſchwindet. Wie man auf diefe Art weiter gehen kann, fällt 
leicht in die Augen, Es ift für eine ‚beliebige Function von n 
veränderlichen Größen 
(254.) (x, y,2,...) = 


If 9,0,.)oong&— @)and (I). DER 
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unter der Bedingung , daß die beſtimmten Integrale in Bezug 
uf 9, 9, 9 ... zwifchen willkuͤhrlichen, die Integrale in 
Deug auf Qr Jr Qr „.. dagegen fämmtlich zwiſchen deu Graͤu⸗ 
jun — w und + = ju nehmen find, und. daß die Werthe von 
x, Yy 2, +. Aämmtlic jroifchen den Gränzen zu nehmen fihd, 
wijchen welchen die entfpredyenden Integrale in Bezug auf Q, 

', @, ... genommen werden, indem Im —— Falle 
das Iniegral verſchwinden würde, Diefen überaus merkwuͤrdi⸗ 
digen und wichtigen Sat verdanft man ebenfalls dem beruͤhm⸗ 
ten Fourier (a. a. pP 534). Indeß f. m, auch Cauch y 
in feinen Exercioes de ath. 18me Livraison. p. 157., und 
einen zum Theil hierher gehörenden Aufjag von J. D. © 
Yacobi in Crelles Journal. B. II. 8. 1. 


Pemegung. Ueber motus re tionis oder reptorius, mo- 
{ns evolutionis, motus tractionis Joh. Bern. Opp. T. L 


pp. 408. 415. 


Binomial- Goefficienten. Euler (Acta Petrop. 1781. 
p. I. ». 89.) bezeichnet den xtew Goefficienten ber aten Potenz 


dur) =] ‚ Zhibaut (Grundriß der allgemeinen Arithmetif, 


Goͤtt. 1809. ©. 44.) durch B, Rothe (Theorie der vom- 
binatorischen Integrale. Nürnberg. 1820. S. 44.) durd) ax. 
Der letztern Bezeichnung iſt man namentlich in neuerer Zeit 
haͤufig gefolgt. 
Ueber den Thl. J. S. 321. Nr. VI. bewieſenen wichtigen 
Satz en man den Artikel binomifcher Lehrſatz (10.) 
i. d. * x 
Den Sat, daß jeder Binomial = Eoefficient eines ganzen 
Erponenten eine ganze Zahl if, welcher leicht aus dem im Ars 
titel Verſetzungen (5.) bemiefenen allgemeinen arithmetifchen 
Sage folgt, bat Bivahino Peffuti fehr weitläufig in den 
Memorie di Matematica della Societa Italiana, T. XI, 
Modena. 1804. p. 446. bewiefen. 
Euler de insignibus proprietatibus unciarum binomii 
ad uncias quorumvis polynomiorum extensis. Acta Petrop, 


1781. P. II. p- 76. 


Binomiſcher Lehrſatz. 1. Die Beweiſe des allgemeinen 
Binomial⸗Theorems werden entweder, wie der Thl. J. S. 330. 
gegebene Beweis, durch bloße Multiplication der Reihen zu 
Stande gebracht, oder fie beruhen arf ber Methode der unbe- 
flimmten Eoefficienten, wie Thl. V. ©, 496., oder. bedienen fid) 
der Differentialrehnung, wie Thl. V. ©. 18., oder fie nehmen, 
wie der von Erelle in feinem Journal (B. IV. ©. 305.) ges 
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gebene ſchoͤne Beweis, die Differenzenrechnung zu Huͤlfe. Die 
neuern Mathematiker, und unter ihnen vorzuͤglich Cauchy, 
haben das Verdienſt, bei allen Summirungen’ von Reihen, die 
Eonvergenz und Divergenz derfelben genauer und allgemeiner, als 
früher, beruͤckſichtigt zu haben, weil allerdings nur bei einer 
convergirenden- Reihe von einer eigentlichen Summe die Rede feyn 
kann, worüber der Nrtifel Convergenz der Reihen nachzufehen ift, 


‚Ohne uns hier auf diefen Artifel unmittelbar zu beziehen, wollen 


wir jeßt einige der dort mitgetheilter: Säge, ihrer Wichtigkeit 
wegen, noch auf eine andere Art beweifen, und dann von ‚den- 
felben eine Anwendung auf das Binomial⸗Theorem machen. | 
2. Eine Reihe 
ko, t,, t,, t,, t,, LITREETTE ’ 

berem Glieder wir zundchft ſaͤmmtlich als reell annehmen wollen, 
convergirt, wenn die Summe | 

h=t,-+it,+1t, +t; +... + ta, 4 
für wachſende n, fich immer mehr und mehr einer gewiſſen 
Graͤnze s nähert, und berfelben, wenn man nur n groß genug 
annimmt, beliebig nahe gebracht werden kann, oder, 1098 daffelbe 
it, wenn die Differenz 

Bntın — 50 = tn + kayı + taya 20. + tonai ; 
für jedes beftimmte m und für wacjfende n, ſich der Null immer 
mehr und mehr nähert, und derfelben, wenn man nur n groß 
genug, annimmt, beliebig nahe gebracht werden fann, Im ent- 
gegengefeßten Falle divergirt die Reihe. Die Gränze s heißt 
die Summe der entſprechenden comvergivenden Reihe. Eine dis 
vergirende Reihe hat feine Summe: im eigentlichen Sinne, 
3. Wenn die Glieder der Reihe 
to; t,; t, > t,, t,, t, , ..... 
ſaͤmmtlich pofitiv find, und der Quotient 
tar 
ta 


fi), wenn n wächlt, fortwährend und bis zu jedem belichigen 
Grade, einer gewiffen Graͤnze L nähert; fo ift die. in Rede 


ftehende Reihe convergent oder divergent, jenachdem L < oder 
Sti 


1 ift, 


Sey zuerſt L<A1. Man nehme eine Größe T fo an, 
da 


| L<T<i 
ift; fo wird es nach der Vorausfeßung offenbar immer einen 
Werth von n geben, für welchen, und über welchen hinaus, 


tnti = T 


tn 


ift. Diefer Werth von n ſey n felbft; fo ift alfo 
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tar < Tin 
ta42 < Tin 
Er < Ttarz 
— < — 
— ſogleich erhalten wird: 
ta41 < Tin 
tn+2 < T?ta 
tn+3 < T’tn 
tn-+-m—1 < Ta-ı tn P) 
Folglich 
a .. 4 Ta-tjt, , 


$n-kın — Sn <: = tny Sn--n — Sn < ie 


mobei zu — daß T <A, alſo um fo mehr auch Tr <1 
it. Denfen wir ung jegt n ais conſtant; ſo iſt nach dem Vor⸗ 
hergehenden 





tn4 < T#tn. N 
woraus fih, da T< 1 ift, fogleich ergiebt, daß, für wach⸗ 
fende x, Any der Null beliebig nahe gebracht werden fann, 
Alfo kann offenbar auch t„, für wachfende,n, der Null beliebig 
nahe gebracht werden. Da man nun augenfcheinlih T als con- 
ftant betrachten kann, fo erhellet aus dem Dbigen, daß aud, 
wenn n waͤchſt, die Differenz 
Sn-km — Sn; 
für jedes m, der Null beliebig nahe gebracht‘ werden fann, und 
daß folglich die gegebene Reihe convergent if, 
Iſt ferner L > 1, fo nehme man T fo an, daß 
L>T>1; 
dann läßt ſich nach der Vorausſetzung n immer fo annehmen, 
daß 


tat > Tin 
tn+2 > Tin+i 


ta-tın-ı > Tintn-2 , 
oder, wie leicht erhellet: 
tn+i > Tin 
ta42 > T’ tn 
tn+3 > T’tn 
Ei > Ta-ltn, 
d. i. 


I 
* 


Auch fey 
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Sun = En > [1 +T+P + PP Teia, 


Ta—1 
Sn-ımn — Sn >> TG !n — 





iſt. Weil aber T > 1 if, fo kann man offenbar m immer fo 
annehmen, daß Tu — 1 > 1, alfo 
enAm — Sn > Ne 
iſt. Nach dem Vorhergehenden iſt 
taru Tæta; 


* 


alſo kann, weil T > 1 if, tar, wenn * waͤchſt, über alle 
Graͤnzen wachſen, welches alfo auch von t, gilt, wenn n waͤchſt. 


Demnad) fann alfo auch, weil. man T als conftant betrachten 
fann, die Differenz 

Sn--n — Sn, 
wenn n waͤchſt, über alle Gränzen wachen, fo daß alfo dieſe 
Differenz nicht für ale m, wenn n waͤchſt, der Null beliebig 
nahe gebracht werden fann, und die gegebene Reihe folglich 


divergent iſt (2.). 


4. Der vorhergehende Satz gilt auch, wenn nicht alle 


Glieder der Reihe 


to, t,, t,,t,, Ey s00 
pofitio find, und der numerifche Werth von 
In<pt 

in 


für wachfende n, ſich einer gewiſſen Graͤnze nähert, die‘ wir 


‚wieder durch L bezeichnen wollen, 


Die mumerifhen. Werthe der Glieder der obigen Reihe 
feyen refpective 
j Co» Or» @an Osy Qas euere 


On+ın — On= en + en+t + On+2 + 1 4 enmn·a; 
ſo iſt klar, daß der numeriſche Werth von 
sn· · m — Sn 
nie groͤßer als | 
Onfın — On 
if. Iſt nun L < 1, fo ift die Keihe 
i 00» Orr O2» Q3y Bay ++ 
convergent (3.), und es kann alfo 
ä j : On-kın — On; 
für wachſende n und jedes ın, alfo um fo mehr, unter derfelben 
Bedingung, auch der numerifche Werth von 
Inn — 8 
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der Null beliebig nahe gebracht werden, fo daß alfo die Reihe 


is to, 5, t,, t,, t,, .... 
convergirt, 


IL >41, fo wird man offenbar m groß genug annch- 

‚ men können, daß 
ent En+2 en42 Rp | 

u; en >1, re, Er — PERS 


, 


n En-+1 > en 
@n+2 > En-+i 
@n-+3 > en42 
On-H4 — en·2 


if, Man wird alfo immer n groß genug annehmen Finnen, daf, 
für wachfende n, Eu fic) der Null nicht nähert, Es ift aber 


On-+i — (Un = On » 

A wird man n groß genug annehmen koͤnnen, daß, für wach— 
fende n, die Differenz 

Onti — Un 
fh der Null nicht nähert. Dem abfoluten Werthe nad) ift aber 

Sn-i — Sn = Onl — On, 

und man wird alfo n groß genug annehmen koͤnnen, daß, für 
wachſende n, die Differenz 

Sn--t — 8n 
ber Null ſich nicht nähert, fo daß es alfo immer einen Werth 
von m giebt, für welchen, wenn mn waͤchſt, die Differenz 


8n--ın — Sn 
ſih der Null nicht nähert, woraus die Divergenz der gegebenen 
Reihe folgt. | 
5, Wenn 
Loy tu 5 ta, 2, , tu; o.... 3 
Uno Up Un. U, 5 Upyaseıe ; 
convergirende Reihen mit pofitiven Gliedern, und deren Summen 
sund a (2,) find; fo ift auch immer die Meihe 
t, u⸗o⸗ 
u, +t, 
u, +1, u +t,ı, 
u, +1, 0, +t,u, +, u, 
vw tw Fata +t,u tw 
uff. u. ſ. f. 
convergent, und ihre Summe — ss’, 
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. Mais fege, wie gewoͤhnlich, 
n=b tt, +, bt Fon banı, 
—=wHtru, +u tu, +..+ Use. 
Die einzelnen Glieder der obigen Reihe, deren Convergenz bewies 
| fen werden foll, bejeichne man durch Ä 
h | Re — 
und fege 
& HET * T. * HT +... + Tas 
fo erhellet leicht, daß man die einzelnen Glieder der Summe 
Sur auf folgende Art ordnen fann: 
to (us rn, Pu, +... + m) 
tt ru Pu, Pu, +..-m) 
tw tu +w ++... + un) 
+t,(u, + u, +u, +u, +... + wm) 


+ t, um 

+ (to + t, Jum=ı 

+ (to +t, t.) um-2 
+(t, + t, +, + t, )Ruan ⸗ 


.-..n 3 8 8 232 58 


+ (u, + u )tnsı 
+ {u, + u, + u, Jtan=2 
+ tu, +u + u, Jia 


d. i. 
Sani 25 Sn 8'amı + 8, Um + 8, uUm-1 + 2... + Sn Uni 
+ $s’,tan + 8, tan +..+ Sntakı , 
welches wir der Kürze wegen durch | 
Szn-Hi = Snkı nt +U + U 
bezeichnen wollen. . Es ift aber offenbar 
U< (um + um-1 +... + Uni) 
U’ < alten tn-ı +... + top) ; 
bi . U < 5 (Win — a) 


j U’< als — 3241) » 
Folglich, weil — 


iſt: 


Sant — oi an < Sn (Hrn = Fat) + Elia — Int)» 


Sant — Snkisnpı = U + U’ 
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kaͤßt man num m wachfen, fo nähern nad) der Vorausſetzung Sn 
und 3 fi) refpective den beftimmten Gränzen s und #', dagegen 
nähern fich die Differenzen - 
Ban — Snhiy Sant — Shi 
beide der Graͤnze Null, Folglich nähert, für wachſende n, * 
die Differenz 
Sant — Sn-+18’nHi 
ſich der Gränze Null, Das Product ur S'nyı nähert fic) aber 
der Graͤnze F und ed muß alſo auch, fiir wachfende — * 
fich der Graͤuze ss’ nähern, welches alfo natuͤrlich auch von Su 
gilt, Daher iſt unfere obige Meihe convergent, und ihre Summe 
8 sg = . 
6. Der vorhergehende Sat gilt auch, wenn die Reihen 
to⸗ kin day das bay oneee ; 
Oop U, sp Ugy Ugy Ugp orıe. ; 
negative Glieder enthalten, vorausgefeßt, daß diefe Reihen con- 
vergent bleiben, wenn man ſaͤmmtliche Glieder auf ibre nume⸗ 
riſchen Werthe bringt. 
Die numeriſchen Werthe der Glieder der obigen Reihen 
ſeyen reſpective 
Co» Or» O2» Os Qay 5 
| os Q'ar Oar Qu @'gn serien ; 
fo find nach der Vorausſetzung aud) diefe beiden Reihen convers 


gent, Man feße 
n"=o+0ı tra +09 +++. + m, 


On = eo + ed; + ed’, + 0’; +... + en 35 
und bejeichne die Summe der n erften Glieder der Reihe 
eo € / 


eo dı +Rı eo 
ea te edı + 02 eo 
Bes Fer da tor eı tes eo 
Ge teies Fe eat es eı + ea eo 
u. ſ. f. u. ſ. f. 
durch 2.5 fo kann, für wachfende n, die. Differenz 
Fan — Opept O'n-hi 
der Null beliebi nahe gebracht werden. Es iſt aber flat, daß 
der numerifche Werth von 
Sant — Sn 8’n-H 
—— Differenz überfteigt. Daher. fann, für wachſende n, 


Sinti — Sat ni z 
der Null beliebig nahe gebracht werden, woraus, ganz wie in 
(6.), der zu beiveifende Satz folgt. 

Supplem. zu Klügels Wörterb. I. < 








! J 
r 
| 
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7. Sey jetzt | 


Bo; A, X, a, xꝰ, 0,2’, a,x°, 
eine nad) den pofltiven ganzen Potenzen von x fortfhreitene 
Reihe. 

Der numeriſche Werth von a, ſey an, fo wie S der nume⸗ 
eifche Werth von x. Wenn, für wachfende n, ber Quotient 
— 


ſich der — L naͤhert; fo "näert 


em ee 


an fu 
fidy der Graͤnze Lẽ. Die —— Reihe iſt — oder di⸗ 
vergent, jenachdem 
LE<10oeael5>1 
ift (4), d. i. jenachdem 
E< * oder $E > + 
ift. Nähere fih alfo, für mwachfende n, ber numerifche Werth 


von 
ur 


einer gewiſſen Gränge L, Be kann berfelben beliebig nahe ges 
bracht werden, fo ift die Reihe 


Boy A,X, A, x, a9, a,X®, vun 


convergent oder divergent, jenachdem x zwifchen den Graͤnzen 


x — — rn und x= + > 
enthalten ift, oder nicht, | 
8. Aus (6.) ergiebt ſich augenblicklich folgender Sag: 
Wenn die Reihen 
Au, a, x, a- xꝰ, a, xꝰ, ayXt, .... ; 
bu, b,x, b,x2, b,x?, b,x%, ..... 


| convergent find, und die numerifchen Werthe ihrer Glieder gleich 


falls convergirende Reihen bilden, fo ift auch 
a,b, 
+ia,b, ta, b,ix 
+la,b, +a,b, +a, b,|x 
+ia.b, a,b, a,b, +a, b,!x® 
+iab, ta, b, +a2,b, +a,b, ta, b, Ix® 


eine convergirende Reihe. Die Summe diefer Reihe it — ss‘, 
wenn s und s die Summe der beiden FIRMEN Reihen find. 
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9. Eine Reihe mit einer beftimmten endlichen Anzahl von 
Gliedern kann immer als eine Reihe mit einer unendlichen Anz 
jahl von Gliedern betrachtet werden, deren Glieder, von irgend 
einem gewiſſen Gliede an, ſaͤmmtlich verſchwinden. Für eine 
ſolche Reihe kann alfo immer n fo groß angenommen werden, 
daß, für jedes m, . 

Sa+m — Sn = 0 

it, fo daß folglicy eine Reihe diefer Art immer als convergent zu 
betrachten if. Demnach gelten die in (5.), (6.) und (8.) be» 
wiefenen Säge auch danır hoc), wenn eine der beiden gegebenen 
Keihen, oder beide, eine endliche Anzahl von Gliedern hat, da 
es für fi) klar ift, daß cine folcye Reihe auch dann nod) jeder- 
jeit convergent bleibt, wenn man für jedes Glied feinen numes 
tiſchen Werth febt. 


10. Bezeichnen wir jeßt die Binomial » Coefficienten für 
den Erponenten @ nad) der Neihe durch 


: eB, «B, «B, «B, «B, ....; 
fo findet für jedes @ und y die folgende merkwuͤrdige Nelation 
Statt: 


n n n—1 1 n—?2 2 1 n—1 n 
HB = eB 4 eBIB+ «BYB+.. + eB’B+rB. 


Um diefe Relation allgemein zu beweifen, Bezeichne man bie, 


Reihe auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens durch P(n). 
Da num 
\ e+ry—n a.—n Y 





n+1 n+i1 +tiri 
a—n+i1 y—t 
n+i1 ru 
- _a—n+?, y—?2 




















it; fo ift 
9m. HT == BZ 4 a. 
4 BB + “3 18.17 
et ent 


n+1 n+1 


. ⸗ . * ” . * * 





' 
J 





sch. 
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af n-1 y-n+1 
at + Br rt 


: 2 y.n 
+ at vB. 


gan 


+ ®. 





" 1 
\ — — * a71 
— 2 2 
eB YB.z 








1 

zen + 
n-1 n—1 n-2 3 
'n+1 * 141 


2 1241 
2BB 7B. w. sr 


+ ® | 
Yu n 1ın» mEl. 
| er EHE. et, 
Alfo hat man die Relation: 


z a+ry-n. 
ent) =Hn). TIT - 
Aber | 


m 















+ BrB. 











Alſo 
— 
(2) tr, „tz! 
— — 22 
euer —— 
„tr. at+y—1l a +y—?a+hy—3 
Vale gg 
d i » ſ. f. u. ſ. f. 
( —— 64——*9 — e+rB ® 
welches die zu beweiſende En war. 
11. Sey nun 


| f(e)=1+ «Bx 4 x⸗ 4 — + ..+ «Bxa + sr... 
—1 e — 1)(6 
=1+ TE — ä ee, 2 —— 


fo iſt nach (7.) 
n4 nn 0— 


nm, An} == «B = eB.- 


3 





ji 
m 


Alfo 
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12 
An+i on en nn, x 
7 


Demnach nähert fi), ivenn m waͤchſt, der numerifhe Werth 
dieſes Duotienten fortwährend der Gränze 1, und fann derfelben 
beliebig nahe gebracht werden. Folglidy ift die obige Reihe con« 
vergent oder divergent, jenachdem x zwifchen den Graͤnzen 
x= —1,1= +1 
enthalten ift, ‚oder nicht (7.). e% | 
Sey nun x zivifchen diefen Gränzen enthalten, und &, 
welches alfo —< 4 it, ſey der- numerifche Werth von x. Der 
numerifche Werth von FJ 
‚Bank xn-+ 


v 





TH, 
An x dn 


nähert fi, Für wachſende n, offenbar der Gränze. &, melde int 
vorliegenden Falle <-1 iſt. Daher bilden, wenn x zwiſchen 
den Öränzen dA. 
x— —1,x —2 41 .. 

enthalten ift, die numerifchen Werthe der Glieder unferer Reihe 
auch noch) eine convergirende Reihe (3.). Auf die durh fl) 
bezeichnete Reihe, und jede ihr ähnliche, ift alfo der in (8.) ber . 
wiefene Saß anwendbar, wenn nur x ziwifchen den obigen Grän- 
jen enthalten ift. ; 

12, Unter der Vorausfegung, daß x ziwifchen den Gränzen 

oo. xs—-l,xı=+1 
enthalten ift, find die Reihen 
1+ eBx + apx2 + eBx3 + .. + aBxu + u... 5 


2* 3 n 
1 + Br + TBx2 + 70Bx .... 4 YBrmop .. 

beide convergent, fo daß alſo audy jede eine Summe im eigent- 
lihen Sinne bat (2.), welche wir, wie in (11.), reſpeetive 
dur) fa) und fly) bezeichnen wollen, Auch iſt auf diefe 
Reihen der in (8.) ** Satz anwendbar (11.). Bildet 
man alſo, wie in (8.), aus den beiden obigen Reihen eine 
une Reihe; fo findet man als allgemeines Glied dieſer Reihe: 


Ve + STB + BTB + u. 4 eBIB-+ Yblan, 
d. i. nach (10.): 
e-+YBxa , 
[0 daß alfo diefe Reihe die Reihe 
14 efYBx + HBx2 + eHBrs bh Bun nn. 
if. Nach (8.) ift diefe Reihe convergent, und bat folglidy eine 
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| | wirflihe Summe, welche, der Analogie nach, durch f(a+y) 

| bezeichnet werden muß, Auch ift nach (8.) j 

f(e+y)=fl(a).f(y), 

mobei aber immer vorqusgeſetzt wird, daß x zwiſchen den 

Gränzen | | 

enthalten iſt. 
13. Sey jetzt zuerſt a eine poſitive ganze Zahl; fo iſt, 

wie leicht erhellet, 


a ER Rn 
= „md. 
Alfo ift im diefem alle. fuͤr jedes x: 
flao)J)=1+ oBx + aßxa + «Bz> +... + — + aßxa J 
Multiplicirt man auf beiden Seiten mit I+x; fo wird 
fa). (IH) =1 +11 + “Bix 
ee Te 
++ Bin 
[2 —— » pr * 
+1-B+ «»Bix 
+ aBxe+l 


= — 1, +1. 


d. i., wie leicht erhellet: 
la). IH) I 4 hir ger ee. 
... + orBx« + ——*—8 


oder V 
F (a) (Ii+x)=f(a+l),. 
Da nun offenbar F 


if; fo ift 


f1)=1+x 


fdl)=i1+rx 

f(2) = (1+x)(I+x) = (1+x)2 
(3) = (1+x)?(1+x) = (1+x): 
f(4) = (1+x)?!(1+x) = (1+x)* 


| Folglich, für jedes ganze pofitive @ und jedes x: 
f(a)= (1+x). 
14. Iſt num wieder @ eine pofitive ganze. Zahl, und 
y=— a; fo ift, wenn x zivifchen den Gränzen 
xzm— 1,x +1 


enthalten ift, nach (12.) 
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fla).f(—a)=fla—a)=f(0). 
Aber offenbar 


(0) =1. 
Alfo 


fla).f(-)1, te) Far: 
d. i. nach (13.), da @ eine pofitive ganze Zahl ift: 


1 
15. Die in (12.) bewieſene Relation läßt fich leicht noch RCYERTENBHE NEN U NN | 
—— machen, Es iſt nämlich, wenn x zwiſchen den AMT 

raͤnzen 


enthalten iſt: 





* — 1,x-- +1 


| f(a).£(ß) = f(a+P) 
Ha). ICA) Ey) = Fa+p) Ey) = fla+R+r) 
Hla).f(B).fly).f(d)= flat ft y)-Eö)= Flat f+r+0) 
uff | uff 
Alfo allgemein: 
FHa).Elp).Ey).E(d)... —=flarf+rtört....). 
Sehen wir 
ofen... — 
und die Anzahlı diefer Größen = n; fo folge aus obiger Glei— 
dung augenblicklich: 
ffl(e)|® = f(ne). 
16, Sey nun * ein Bruch, wo @ poſitiv oder negativ 


feyn, y aber immer als pofitiv angenommen werden kaun; fo 
it, immer umter der Borausfegung, daß x zwiſchen den Gränzen 
x=— Ii,ı = +1 


entfalten ift, mach (15.), da y eine pofitive ganze Zahl if: 


Pe kr = (7) = :(0) . 
Aber nach (13,) und (14.): 
f(o)=(itx). 
Alſo 


& yı. a 
Kol. 
woraus fogleich erhalten wird: 
(2) = (1427. | 
17, Iſt alfo x zwiſchen den Gränzen 1 


ı aa mr 1 


enthalten; fo it nach 113.), (14.) und (16.) für jedes a: 





reg 
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Ko)=(i+x), 


db 


(14x) 214 —E + eBx3 + «Br? + ..+ «Bra Euren 


oder, um zugleich die Gränzen anzudeuten, zwiſchen melden x 
—— En muß, wenn dieſe Öleihung arithmetiſch richtig 
feyn foll: 


a(@—1) 


(Hr =1+ + Tr t..[iS7 A ; 


s=+1 
nad) einer. Bezeichnung, deren fih zuerſt Cauchy bedient hat. 
e fann jeden, nur reellen, Werth Haben, Auch if x als reeil 


* angenommen worden. 


18, Die Summe der n erſten Glieder der imaginären Reihe 
= + Tr — 
t,=p, * 4. ri 
, =p +9 ri 
t, =p +9 7-1 
’ u, ſ. fi u, ſ. f. 
ſey = Sa; fo iſt 
= Po tPpı FPpı Pa ++... + Pa-ı 
+ 1% + 9: + 9: + 9; + ....% Gh) 1 9 
welches wir der Kuͤrze wegen durch 
Sa = Sn 4 On r — 1 
bezeichnen wollen, Nähern ſich nun 5. und „, wenn n waͤchſt, 
fortwährend den Gränzen s und a; fo nähert, wenn n waͤchſt, 
S. ſich der Gränze - 
Ss=sk-oY—1i, 
und die gegebene imagindre Reihe iſt convergent. Naͤhert ſich 
aber, wenn n waͤchſt, eine der beiden Größen s. und On, ober 
beide, Feiner beſtimmten Gränze; fo wird auch S., für wach— 
ende n, ſich feiner beftimmten Gränze nähern, und die gegebene 
imagindre Reihe folglich divergent feyn. Hieraus folgt -alfo, daß 
jede imagindre Reihe | | = | 
Pt % r-T 
Prag! ke 
Pı + 9: r En. 
Ps +9; r-ı 


convergent ift, wenn die Reihen 


Po» Pı» Pa» Ps» Pas Ps ++. 5 
GI 9,» 122 Is» > 453 ..... 


/ 


a 
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beide convergent find; im entgegengefeßten Kalle ift die in Rede 
ſtehende imaginaͤre Reihe Divergent. 

19. Multiplicirt man die imaginären Größen 
0088 + in —1, c0s® + sneY—7T 


in einander; fo findet man, nach elementaren — 
Principien, das Product — 


e0s(8+&) + in(04 —. 
Hieraus ſchließt man ferner leicht, daß das Product der Groͤßen 
es® 4 ain T. 
cos 4 ain 
c0s®” + sain ⸗· Y 1 
cos 8” + ain · 7 
= c0(0+84+0"+8”" +...) + sin(9+8°F8”40”" +, IA 
ft. IR alfo m eine beliebige poſitive ganze Zahl; fo iſt 
(cos 8+ sine —1» = cosn® +-sinneY—T, 
Ferner iſt nach) dem Obigen 
leos no + sinn8Y—-1]}cos(—n®) + ein (ne) Y 7) 
= cos(n®8—n®) + sin(n8—ne)Y 1 =1; 
aljo, wenn m eine pofitive ganze Zahl if: 
1 
es(—n8) + sin(—ne)Y 1 — — 7— 


(eos 0 4 ein ꝰ . 


(cos 8+sinoY-—1)a 
IR ein Bruch, defien Nenner poſitiv iſt, der Zähler aber 
poftig oder negativ ſeyn kann; fo ift nad) dem Vorhergehenden: 

(cs &p+ sin p. Y 1)" = canp+siungY—-1 

m m 
= (cosp + sinpyY—1) ; 





alſo 
ce p+ sin—p. ri = (cosp + Hrn“, 


ſo daß folglich für jedes n: 
i (cp + sinyY—-ip = conp + at T 
if, 


Jede imagindre Größe a4b7 laͤßt ſich auf die Form 
'e(c0s® + ain 0T) | 


bringen, wo E immer pofitiv iſt, und der Modulus genannt 
wird, Ans der Gleichung 


— 





— — 


Im 
— 


* — 


— 
— 


— 
— — 


zum 


a 
u.) >» im e 


me rn 
— — — 
u u — = 
Fr 
x 
- 


_ 
— 
2 


* 

erg 
— 

aaa TE > 





ge 





* 


— ee‘ ⁊ - 
ai‘ — — 
a a —— 






— 


85 
er = 
e - - * 
= ——— 
* .. = 
J —2 —— 
—— 
> * 4,2 - 
— Fi R ah 
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folge naͤmlich: — * 
TE Sa beln 6SB3 

e Ceos 2 + sin) —a +br, 

12 & EFT ET EN ‚ut ’ / . j 

4 e=Ya’+b?, ==. R: 


 Hierburdh find: E und @ völlig beffimint. Aus dem Worperges 


die reellen Reihen bei. 


einige 


— (a+b Ip eelessnd+ inner) y 
20, Noch fügen wir, bevor wir zu weitern Betrachtungen 
über die imaginären Reihen übergehen, folgende Bemerkungen über 
Aus jeder convergenten Reihe mit, lauter pofitiven Öliedern: 
F hiu re ——— bang ta ee bi’ 
erhält man, Immer auch ‚eine convergente Reihe, wenn man 
Glieder der gegebenen Reihe, F tape Anzahl, 
negativ nimmt, ohne den abfoluten Werth derfelben zu ändern, 
it naͤmlich 5, die Summe der erſten Glieder der gegebenen 
‚Reihe mit; ‚lauter pofitiven. Gliedern, 8. die Summe der n 
Se a ln Dee Indem man einige lieder 
negativ mimme, hervorgehenden Reihe; fo ift flar, daß, ruͤckſicht- 
lich des numerifchen Werths, die Differenz hin u. m 
5 J — —E — 
nie größer als die- Differenz 
\ E — Fnstım =, Sn. * 
ne — * Een —* — wenwn waͤchſt, der Null be⸗ 
hiebig nahe gebrad)t werden, welches alfo um fo. me 
ber Differen; Ne u | Pau * 
ae rſ ** 


gilt. 


* 


— 


EI —— 
Eng en 


ai mie 4 andt.öt tee | *F 
Multiplicirt man die Glieder einer convergenten Reihe mit 
lauter poſitiven Gliedern mit poſitiven Groͤßen, deren keine die 
Einheit uͤberſteigt; fo it die auf dieſe Weiſe entſtehende Reihe eben— 
falls convergent, wie ſehr leicht durch ganz aͤhnliche Schluͤſſe, wie 
vorher/ bewieſen werden kann. Da nun dieſe Reihe auch cons 
vergeut bleibt, wenn man einige Glieder, in willkuͤhrlicher An— 
zahl, negativ nimmt; fo ift klar, daß man flet® eine eonver- 
givende Reihe erhaͤlt, wenn man-alle Glieder einer convergirens 
den ae ——— — mit beliebigen, poſitiven oder 
negativen, Groͤßen multiplicirt, wenn nur der numeri 
feiner dieſer Größen die Einheit uͤberſteigt. PRO 
Wenn 

r "t)> t,, t., b, Ey... 
U u 
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convergirende Meihen, und. #, 8’ deren Summen find;.fo ift auch 
tokus, th, Fu, th tu,, th hun onen 
eine convergirende Reihe, und die Summe diefer Reihe = s +35‘, 
Die Summen der nm erften Glieder der beiden erften Reihen 
feyen Su, in; fo its die Summe der n erfiin Gliedern 
der dritten Neihbe. Da nım; wenn n wächht, Sn und s'„ fi d) 
fortwährend den Gränzen 's und s nähern; fo nähert ſich, für 
wachſende n, offenbar 8, + #„ immer mehr und mehr der Öränze 
s+3s', und fan derfelben, eben fo wie 5, und — ihren Grän- 
en, beliebig nahe gebracht werden, Alfo if die in Rede ftehende 
ihe convergent, und ihre Summe = s +3 (2.). 
2. Wenn 


PER OR SUR, SE FORDDOEER 
Uoy Us Un, Up Ugp meueee 
zwei convergirende imagindre — und deren Saunen s und S 
find; fo ift immer auch 
ums: ; 2% 
t, u, + t,.u 
ta, +, u +t,% 
wu, +t,0, +#t,u, +, 
Kury4hn tu tut 
uf. f. u. ſ. ſ. 
eine convergirende Reihe, deren Summe = SS iſt, wenn. nur 
aud die Moduli der einzelnen Glieder der beiden —— Rei⸗ 
hen convergirende Reihen bilden. 
Man ſetze (19.) 
to = on (cos On + sin @u rn y„ Un=e'n (cos On + sin rn: 3 
ſo ſind nach der Vorausſetzung 
8a © es ea⸗ LE es 05» ...., 
as sn @as @ss Q'an Q'sn eree 


omg Reihen mit lauter pofitiven Gliedern. Folglich ſind 


eo 608 9, , g1008,, q, 000 8,» 0, cos 8,, u; 
e, sin ®,, e,sin®,, e,8in®,, e,8in ®,, — 
€’. 005 8’;, eg’, cos ©, „.e’, cos &',, €, 005 @,, u... 3 
e', sin O';, e', sin &', , e,sin,9,, ed ,8in@,, „+... 
sonvergieende Reihen (20.), deren Summen wir refpeetive durch 
8, 0,8, 0° bezeichnen wollen, Auch bleiben nad) (20,) diefe 
Reihen offenbar convergent, wenn man für jedes Glied feinen: 
aumerifchen Werth fest, Alfo find nad) (6.) aud) 
og cos ©, cos &', 
oe’, cos ©, cos 8, + e,0',c08 @, cos @*, 
eo e cos 8,008 @, + g,E',c059,cos@, + 0,0,005 9,00 G, 
u. ſ. f. uch 
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€ eo sin 7 sin eG, 


"og, sin &,85in@', + ee, sin 8, sin @', 


j eo ea sin O,sin ©, + g,e,in6,sin®, + 03 e’.sin @, sin &', 
u. ſ. f uff 
‚La e’, c08 9, sin &', i 
@00, 008 8,sin 8°, + e,0',008 8, sin ®', 
eo ea eos 8, sin @, + g,0', 008 0,8in @, + g,€', 008 8,5in &, 
uf. f. u. ſ. ſ. 
eo e'o ein G, eos ꝰ 
@oe',sin®,cos&, 4e E osin ®, cos . 
Eo . sin ®,cos &, + e,e',sin,cos®, + e,0', sin ®, cos &', 
uff. ff. 
rg Reihen, deren Summen refpective ss’, oo’, sc’, 
find. Bezeichnet man nun die Glieder der obigen Keipen 
refpective durch 
Tor Tis Tas Tas Tas Tor euer 
U,, U,, U,, U,, U, U,, sie 
To T,, T,, Ty, Tas Tign vonun 5 
V,U,,0,, U0,, U, Uppererz 


us. 


es find auch 
T, —UV,, T, — U, T. —U,T — U, csnn; 
T+V,T,+V0,T,+0,,T, +; ... 
convergirende Meihen, deren Summen ss’ — oo’, so’ + os 
find (20.). Alſo ift auch 
T. U + (7, + 0,)7—-i1 
T,- U, +(7, + uv,)Y 1 
T—-U,+(T, + v,)7-1 
T,-U,+(T,+0,)7-1 
uff uff 
eine convergirende Reihe, und 
ss’ — od + (ef +a)Y—-1 
die Summe diefer Reihe (18.). Allgemein ift nun 
talm = Pmem( cos On + sin , P—1)(cos Om +sin@mY —1) 
= en e'm 608 On 005 — ene’'msin 8, sin Om 
+ len e’m c05 On sin O'm + ene'msin On cos Om] Y—i, 
woraus fogleicy erhellet, daß die Reihe 
t, U, 
bu, pt, uo 
0 +t,u, +t,W% 
to u, +, ww +, +, 
u. ſ. f. uff. 


* 
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en im Folgenden durch (R) bejeichnet werden foll, mit der 


T-U+(T%, +U,)7 7-1 
T, — U, + (T, + v)r-ı 
T,-U, + (T, + v,)r—i 
T,—-UV,+(T, +u,)rZi 
uff uff 
* einerlei ift. Alſo ift die Reihe (R) convergent, und ihre Summe 
=" — + ( + )Y 1m EZ, 
Nach dem Dbigen ift aber 
S=ı+ 7 -1,Ser+0oYrTT;, 
s”—= — of + (ie +a)Y 1. 
Folglich S= SS, w. z. b. w. | 
22, Um zu beurtheilen, ob die imagindre Reihe 
Po + gr —i 
pı + qu.r-i 
p +qa.r-t 
Ps + ar 


convergirt oder divergirt, bringe man diefelbe auf die Form: 
e.(c0s@, + sin@,Y—1) 
e,(cos®, + sine, FAD 
e,(c0os@, + sin, Y—-1) 
nme + — — 
äpert nun, für — n, 5 Verhaͤltniß 
En 


en 
ſich einer beftimmten Gränze; fo ift die Reihe 
Co» Or» Qa» 3⸗ Qay **2222 

deren Glieder ſaͤmmtlich pofitiv find, convergent, wenn diefe 
Gränze < 1 ift (3.). Alfo find auch die Reihen 

00 C08 8,, 0,008 ©,, 0,005 O5, 03008 Oyy vr. 5 

e,sin ®,, e,sin®,, e,85in ®,, 9,85in@,, ... 
convergent (20.); folglicy aud) die gegebene Reihe (18.). 
—* aber die Graͤnze, welcher, für wachſende n, das Ver⸗ 

* | 


ga 
en 


| 
| 
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| ſich nähere, —> 1; fo wird ed, wenn wir diefe Gränze durch J 


bezeichnen, immer eine Größe T von ſolcher Beſchaffenheit ge» 
ben, daß 
L>T>1 
ift, und n wird man immer groß genug annehmen Finnen, daß 
FEDT, > Ten; 
On-+2 


Fre, @n2 > Tonsti 5 


er >T, en+3 > Ton-+t2 ; 
uff ‚uff 
ift, Hieraus ergiebt fich 
\ En-+H > Ton 
en+2 > Treu 
@n+3 > T’en 
en > Ten 
u. ſ. f. weh 
Die Potenzen von T wachſen, da T> 1 if, über all 
Gränzen. Alfo waͤchſt aud) Qnız Mit x, d. i. En mit m, über 


alle Graͤnzen. Nun ift aber 


en = TV lpa)’ Fin), | 

und kann folglich mit n nicht über ale Bränzen machfen, wenn 
nicht wenigſtens eine der Größen Pr, da, ruͤckſichtlich ihres ab- 
foluten Werths, mit n über alle Gränzen wählt. In einem 
foldyen Falle ift aber immer eine der Reihen, deren allgemeine 
Glieder Par ga find, divergent, weil dann für eine foldye Reihe 
bie Differenz 1 5 
. . Eg--n —— Sn j 

für m=1, der Null nicht beliebig nahe gebrad)t werden fann, 
wenn n waͤchſt, da dies doch für jedes m Statt finden müßte, 
wenn die Reihe convergent feyn follte (2.). Folglich ift auch die 
imagindre Reihe divergent, wenn L > 1 ift 


23. Betrachten wir endlich noch die Reihe 
a,(c08 ®, + sin, /—1) 
a,x(cos®, +sin®,Y-ı) 

a,x? (cos @, + sin 8, YT-ı) 
a,x?(c0s®, + sin, Y—1) : 


” jr 


en--L 
an 


> 
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nähere re, wenn n wächft, der. Graͤnze L; fo nähert 


LE cu* ent; 
an gn * an 


ih der Graͤnze LE. Setzen wir nun, eine willkuͤhrliche Folge 
der Vorzeichen anuehmend daß die Reihe 


By AR, a, xꝰ, a, xs, art, Ren 
übereinflimmend fey mit der Reihe 
— a mad, ih, Le — a 78 SPereer 

Rad) (22,) ift die Reihe 

a,fcos(n + @,).+ sin(=+ 8,)Y ZT] 

a,&lcos(n+®,) + sin(=+@,)Y7]j 

a,#?|cos ©, +sin0,Y’—1]| 

e, 5°jcos(=-F@,) + sin ( 4 @,)Y 1] 

a,s?}jcos®, + sin 8,rY-1] 

a,$°jcos(n+®,) + — en 





condergent oder divergent, jenachdem LE F 1, ‚, oder LE>A, 
di, jenachdem E < n oder 5>y > iſt. Die letztere Reihe 
bringt man aber leicht auf: 
i — 0,(c080, + sin, Y”-1) 
— a,$(c0s6, + sin®, Y—-1) 
a,$°(cos®, + sing, Y—-1) 
— a,$’(c0os@, + sin 8, Y—- 1) 
a,5*(cos®, + sn6,Y 1) 
— a,$°(c0s@, + sin®,Y—1) 


[2 . “ * * ® ® % ⸗ . * 


— 


d. i. auf: 
a,(c0s @, 4. sin 0, D 
a,x(cos®, 4 sin®, r=1) 
a, xꝰ (cos 6. + sin, 1) 
a,x°(cos6, + sin, Y—-1) 
\ a,x’(c0s®, + sin®, r-?) 


fo daß alfo auch diefe Reihe convergent ober divergent ift, je 


nachdem & 7, oder 5 > 2, d. i. jenachdem x zwifchen den 
Graͤnzen 


enthalten iſt, oder nicht. 


UPTEETERETCLHE 


— 


L) 


m 
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— 


24. Wir wollen nun die Reihe 
1 + üs (eo⸗ 4 aineY—T) 
+ «Br?(c0s2@ + sin2eY 1j 
+ ebr’ (eos 30 + sin3eY—T) 
+ eBx‘(c0s4@ + sin4eY 1) 


zu fummiren fuchen. Aus (11.) und (23.) ergiebt ſich fogleid, 

daß diefe Reihe comvergirt oder divergirt, jenachdem x zwiſcha 

den Gränzen | 
= —1,x= +1 


enthalten ift, oder nicht. Huch ift far, daß der Modulus vi 
Bliedes 


ern (c00n® + sinneY- 1) 
der pofitive Werth von «Bxa ift, und daß folglich, wie fogleid 
aus (3.) und (11.) erhellet, unter derfelben Vorausfegung in 
Bezug auf die Gränzen von x, aud) die Moduli der einzelnen 
Glieder obiger Reihe eine convergirende Reihe bilden, Daber ii 


der in (21.) bewiefene Sag auf diefe Reihe und eine jede ih 
ähnliche anwendbar. 


Segen wir alfo für jedes zwifchen den Gränzen 
x —1,xo +1 
enthaltene x: 
f(a)=1+ eBx (cos © + sineY--1) 
4 aBx? (cos 26 + sin28 7-1) 
+ eBx’ (0038 + sin3eY 5 


+ eBxt(c0s48 + sin4oY—T) 
N wre a 


IY)=1 + rhæx(eos 04 sineY—-1) 
+ dx: (c0s28 + sin20Y ZT) 
+ 1Bx3 (cos 30 + sin3®Y} —n 


4 YBx*(c0s48 + sinssY—1) 
= er Be Br er Ber er er ar 
—— ſich aus (21.), mit Anwendung von (19.) und 





* 
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er f(r)= 
1 + J 4 rbiz(en + siner—-1) 
+1 + eör + rin — 4 sin20Y—1) 


+ j«B + =BYB + «BYB + YB]x° (c0s3@ + ain 30 1) 
— U er er ee . 0. 20 0 0 1 ehe 


=1+ e+YBx (cos © + sineY—ı) 
+ e+YBx?(c0s2@ + sin20Y 1) 
+ »+HBx’ (cos3® + sin3eY—1) 


+ +7Bx? ( c0s40 + sin4eY—1) 
ra ae 
d. i. für jedes x zwifchen ben "Gränzen 
= — 1,x—= +1: k 
fla).f(y) =flatr). 


235. Sey zunaͤchſt @ eine pofitive ganze, Zahl, und x e 
beliebige Be Größe; fo if ift 1 ine 


f(4) 214 eBx (cos 0 + sineY—1) 
+ aBx? (cos 26 + sin28Y — { 
+ eBx: (cos 30 + in30 5 


+ eBxe(cosa® + sinseY—1) 
Folglich, wenn man mit 
1 + x(e0s@ + sin6Y—1) 
multiplicirt, nad) (19.) 
f(a).fi+x(c0os8+siner—1)) =1 
+ (1 + «B)x(cos® + sin D 
+ (*B + «B)x? (c0s20-+sin26Y 1) 


+ (BB + «B)x«(cosa@-+sinaeY—1) 
4 eBze-H (cos (@-+1) 8+sinc@+1)8eY--1) : 
=1+H e+HBx (cos © 4 sin eY-1) 
| + eHBx2 (c0s2@ + sin20Y—1) 


+} eHiBxe(cosa® + sineeY—1) 


4 efißze+( cos(e-+1) + sin(a-+1) 07 5 
Supplem. zu Kluͤgels Woͤrterb. J. 






er. 


a —— — 


J 
‘ 
. 
J 9 
u 
14r rl 
ö wu .# 
J —2 4* 
1 A: 3 — 
4 —* 
* 
rm 
J 4 X 
. vr # g 4 
} ven \ 
I N +} “ 

iS h Ze 

. 4 
—4 
EST, 

N P 
HR De. 
Rau 9 5 y. 

Y a 4 
Ya a All 
# a“; » DT 
, SHE. oe 
”% fi > > J er} 
N %) 44° 
J v — 
€ x . 
; ei; 
x vr E ö 
s £ RN 
—9 * 
* 99 r 
15 Bi -- 
4 
e HE} A 
u Nu. 8 
4 a 
J 
Tan ei! " 
J ra 4 
a I 
’ * 


In — — ç ——— — —— — — — — 
* — 


— 


- 


N 


, * 
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* J 
— 


R 25, 
eiſo nach ( ): 


5 . 5 * N 
Je 2 


fett) = - — altern: J 


645 —_ 1.4+x(c08 @ + Kern): 
ift; fo ergiebt fich hieraus, ganz wie in (13.), daß fir jees 


vr ganze pofitive @ 


i(e) = l1+x(es@ + sin eYr—nj|« 


* 96, ft num wieder @ eine po ganze, Zahl, und 
=— 2% aber zwifchen ben Eu 1 3 F a 
Konz fo folgt aus (A): | 


f(a). f(—.)= f(0) =1 ; 


HK-e)= = |1+x(c0s 0 + nern]. 


Aus der in (24.) beiviefenen Relation folgt leicht, ganz wie 


15.) 
— [fce)] = ne) , 


. * n eine pofitive ganze Zahl ift. Iſt nun — ein poſitiver oder 


garen Bruch, wo @ pofitiv oder negativ feyn, y aber immer 
pofitiv angenommen werden Fann; ſo iſt, immer unter ber 
le Borausfegung in Bezug auf die Gränzen von x: 


FOp=6d =, 


(=) ⸗ ſeceß = [1+x(c0s 0 +inorzn]r. 


Iſt alſo x zwiſchen den Graͤnzen 


s——l,z = +1 ; 

enthalten; fo ift immer ö 

‚,„IKe)= |t+x(cosx 4 sineY—i)le. 

Setzen wir jetzt 
1-+x(cos + sin O D = e(cosp + sing Y—1) 5; 


ſo wird 


ecosp =1+xcos®, esinp = xsin®; 
e? = (1+xcos®)? + x?sin@? 
— 1+2xcosQ + x’, 


e = (1+2xc0sQ + x2)?; 


xsin ® 1-+-xcos® xsin® 
e 


sinp = ;„, copy = — „tngp = J— 
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Da x zwiſchen den Gränzen — 1 und + 1 enthalten ift, fo 
ift eos ꝙ offenbar immer pofitiv. Alfo wird dein Gleichungen 
ecosp = 1-+xcos ®, esinpy = xsin®, 
durch den zwiſchen — Hs und + 45 liegenden Bogen ⸗ 
nuͤgt, fuͤr welchen — ee 
xsın . 

ngy * 14x cos 
iſt. Fuͤr dieſen Bogen iſt folglich 
1-+x (cos ®+sin Y 1) =(14+2xc0s 9+ x)! (cosp-+sinpY’ ZT). 
Alfo nad) (19.) : 

f(a) = (1+2xcos 4x2)" (cosap-+-sinap 5 

fuͤr jedes zwiſchen den Graͤnzen — 1 und + 1 enthaltene x, 

7. Durch Vergleichung der reellen und imaginären Glies 
der in dieſer Gleihung ergiebt fi) für jedes x zwifchen denfel- 
ben Gränzen: Ä 

(14 2xcos + x?) oosamp 
=1+ Bro0s® + «Br? 00820 + — IH ern 
"(1+%c0s0+ x)" sinap | 
= -Brsin ® + «Bx2sin2& + eBx’ sin3@ + “„.... 

wo immer @ der zwiſchen — + = und + 75 enthaltene Bogen 
ift, für welchen 


xsin® 

sr = 1fxco 9 

iſt. 
W. Seyh jetzt die Reihe 

14 eB(a+bY-1) + eB(a+bYIT7% 

+ Bla +bYT7> 


+ Bla+h YZT): 
+ 


zu ſummiren. Dan ie 
a+bY-1 = e(c59+5sineY-—1); 
fo findet man F | 


e=Ya:+b:, eos 0 ⸗ , in9= 7, 


E 13 
und umnfere Reihe wird: 
1+ «Bo (cos © + sneY—1) 
+ «Bon? (cos 26 + sin29Y’ —5 





® GE ra +b? San Net en, wie aus 


v — ee 
— 
———— daß ꝙ immer schen ben Grängen — in * 
+ 478 genommen wird. ‚Ferner iſt 


ar 14200 04 =1+2at + bt =(iHaj2 tt. 


\ 


us iſt / ee X 
— 


A die Summe unferer Reihe nad) (26.): 
g tz; — ‚Jeos(« Are tung e +sin ehreung o ra]. 
Bevor wir zu andern Entwickelungen uͤber die Bino⸗ 
mial⸗ —2— uͤbergehen, wollen wir zuvoͤrderſt noch einige andere 
Summirungen einſchalten, welche ſich aus dem Obigen leicht 
ergeben. Suchen wir zuerſt die Summe der Reihe 
Bi 14 £(c0s@ + sin eY=T) 


R En (e020 + sin20Y 1) 





* —* 3(c0s30 + sin36Y—1) 
. * 3— [3 3— “ “ [2 [2 [2 ” » ” 
Seßen wir in der in (26.) ſummirten Reihe 


— — — u —— —ñ — —— — ———— — —— — — 
5 ; J r F r 
‚ — —— *2 ei ‘ Er a 
’. . u“ > x —8 F 
4 » . e 


ee — 
at in 


1 
— —— 


| j 
ii 

i 
2} 
4 
— 


F 
Eu 
in 


fo wird nad) (26,) - 
1+ (000 + sin Y—T) | 
+ kung + sin2eY—T)(t-7) | 


+ * Tee + sin30Y ne 


* 
* 
= MC —— 2 





7(c0s 48 En in NUN) 
ERDE ee 


= (1+%yxcos@+y?x? * cos” + sin >. a, 


für jedes x, welches zwiſchen den —* 


— 
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x m N x + i 


ER, 
enthalten iſt. Der Winkel 9 wird aus der Gleichuug 
yx sin ® 


mngp um 1+yx2c0s® 


beſtimmt, unter der Bedingung, daß ?, zwiſchen den Gränzen 
— zz und + 472 genommen wird. Laͤßt mau nım den numes 
eifchen Werth von y ims Unendliche abnehmen; fo ergiebt fic) 
aus obiger Gleihung, bei weldyer man zu bemerfen bat, daß. 
die Reihe auf der linken Seite convergirt, augenblicklich: 


1+ — (cos® + sin@Y-—-1) 
+ 7(00620 + sin20YZ7T) 


*7 > z(00s3@ + sin3eY_—-1) 





x*+ 


+ s 4 (048 + sin4sY—1) 





= Lim | + ?2yx cos O+y? RN (cos * 4 int Y—T) | 
für jedes x zwifchen den Gränzen 


x — 2,2 o, \ 


Se t 
v jet 2x cos + y!ı?= 4; 
fo ift j 
xc0o® + =: = Z|x00e + Er ; 
alfo 


R z DaB, 
(1+2y2c0s0 + !ı?Yy = la+2 [x 00 0+ 2. 


Nimmt nun in's Unendliche ab, fo nimmt auch 4 img Unend- 
liche ab. Die Gränze, weldyer 


"2080 + w 
ſich nähert, it = x cos O. Die Gränze, weldyer 
(1+4)8 


ſich nähert, wenn A ſich der Null nähert, ſey = e; denn 
daß es eine foldye Gränze wirklich giebt, fol fogleich gezeigt - 
werden, indem wir dabei zugleich, zu der Beſtimmung diefer 
Gränze felbft gelangen werden. Es ift naͤmlich 


f ‘ 
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— (6080 } sn OY—T) 


+ 7, (0028 +. sin28Y 7) 





+ 755(0030 + sin3eY1) 
= es + intra); 
alfo fir © = 0: 
142545 ar u... 
= Lim|((1 BE 
= Lim[((1+ 2). Lim|((14+4)2) Mi. 
Da aber 7 m wenn y abnimmt, fich der Null inımer mehr und 
mehr nähert; fo ift offenbar 
Lim|((1 +42)? =1. 
Folglich — 
IH 4 4 4 Lim[((14+ 437) x| 
für jedes x zwiſchen den Gränzen 


x=—- o,x= 00- 
Alfo für x=1; 
= : 1 1 
Lima ei rat igatnnat me 
Br e beftimmt ift. Daher ift 
1 
Lim(1+2yxcos 0 + 2x2) = exco6, 
Da nun, wenn y abnimmt, 


_..Msin® 
az 1-+-yxcos © 


es offenbar ber en immer ig und mehr nähert; fo nähert 








— en)“ 


Nic augenſcheinlich fortiwährend der Einheit, wobei zu bemerken 
r daB P und tanggp immer gleichzeitig pofitiv und negativ 
ud. Ferner ift 
xsin® 
— angp "i-+FyıcosO 


Bi 


En 
i 4 n 
s 
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Alfo näpeit * fh, wenn y abnimmt, immer mehe und‘ mept 
der Größe x sin®. Es if ‚foistich 


Lim |(4.42yr cos O+yra) con = 020089 cos(xsin O), 
Lim |(4.42yscos +7? — = 07008 ain (xain 0), 


Lim|cı Harn O4 7720 (co int. r | =)! 
== ex cos el cos(xain 8) + sin(xsin ).rY-1 Tr]. 
Wir erhalten alfo: 
1+ (080 + sin rn. 


— n20 D 


4 123000 + sin3sY_— 1) 


+ (00:48 + sin4eY 1) 


= ex1036 |cos(xsin 6,4 + — 0. 


fuͤr jedes x zwiſchen den Graͤnzen 
x — 0, x 2 +». 
Um e zu beſtimmnn ſetze man O—=0; fo wird 
x x? x3 x’ 
‚Hıtııtaastrar-=e 
für jedes x zwiſchen re — * x alſo 
1 
eltern tr arte 
wie vorher. 


Aus Vergleihung der reellen und — Theile in obi- 
ger Gleichung ergiebt fi: 


RER RR vr = 


1+ T006 +; 7 6020 + c039 +. 





1. 7. 3 
——— ae = | 
— sin @ -F 2zin2e + 753'in38 Er R 

für jedes x awiſchen 


= 0,ı= +0». 


Setzt man 0* =4n; ſo iſt 


—— ehr — — — 


R; * — * 30= 0, = ,... 
we =1, sin20= ra Audo '0, * 
Dies giebt 8 


»*⸗ en... 


TR — 
für jenes zuiſchen | Pre 2° 
‚ F=re,ı= ho, 


30, Die Summe der Reihe 
(05 @ + sin ⸗v D ur 
——ceoꝛꝛo + ingerZT) 
rn Se ek a 
| _ (0048 + eindoY—T) 


ERERUTUETT 


\ tät fi) “ dem Falle, daß x zwifchen den Gränzen 
Do eihakha ii. eheofang ana We Boca 

en ‚ ebenfalls aus dem Vorher d R 
Ri wir nämlich) die tin — 


4 
l 
1 
J 
J 
J 








ft, durch 1; fo iſt 
| | | (14 2xcos O+x2 7" — u ar ane 2E 
| Ale nad) (26.) für jedes zwiſchen obigen Gränzen enthaltene x: 
A | 1+ 7x (cos 64 sin @1 —1) 
| Ale + „um 22 (008204 sin2aY ZT) 
at 
|> Kin), — — 
Eu | + (e=1)(e—2) 26 x? (00530 + sin36Y’—T) 
J 
mie) al@a—1 — 
— —— 
ring 
Hl für TEE a IT 
N j . 
‚ur FR. xsın® 


Nach) (29,) iſt num 


— — 
wie 
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z1+l14 4 It tr... 


22 22 28* 
Te Tee 


— z’ „5 2?’ : 
ek ve ve: von u 


für jedes y und z, fo daß alfo diefe Reihen, teil fie ſich fum- 
miren laflen, auch für jedes y und jedes 2 convergent find. ' 
Da allgemein m — 
n1 yn 
1...(n+1) 1...n  n+1’ 
qn-$2 za = 2? 
dmF2)1..n arnDarz 
ift; fo ift Mar, daß diefe Duotienten, wenn n mwädft, ſich fort- 
während der Null nähern, und daß alſo unfere obigen Reihen 
auch dann noch convergent bleiben, wenn man für jedes Glicd 
feinen numerifhen Werth ſetzt (4.). Man kann alfo auf diefe 
* den in (6.) bewieſenen Satz anwenden. Dadurch er⸗ 
t man: 


eax cos ñx : 1 





ax? ax fx?  Ptx* 

FETT ITSTTHA 

a’ x3 aty? HxX2 ax ftxt 6x6 
TII3"TrT3 TTT.A4 18 


+ * . . “ . * ° % . + 9% ’ 








1 

ax fx __ 82 x⸗ 
+T177723 
z a?x? px __ ax ß’ x?  Bix$ 


1.21 11.2.3 1.3 


ax? Px a?x? B’x? — ß°’x® px! 
12.317 1.21.2.5°% 171.5 1.7 


— N a a 
Alfo 


eax (005ßx + sinfxY’—1) = 
S1+Jetr=T/z 


+Je' +28 7 ZT - —F 





4 \e’ +32 47 -T- Ba? — ®Y—1 |; I 
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+ je + 01T PT Hp]. 


+ . * * * . > ” . » ” 2 * -» . * 





— 1 Eile 

+ e+srZ1lt 
+ +22 920 4 ra], 

+jet+ 30070) + BarT: 
+ jeher DAT HT er 


d. i. 





ex (cos Ax 4 Erde ze = 
1+ (a+,771.- 
+ — 
x3 
Fler P-19.773 





x’ 


+ (e+ VI. 
+ . 2 0 de 
Folglich) nad) dem, Obigen 
1+ —x(c0s0 + sin er 1) 
+ EN) (00828 - + sin20Y ZT) 
de ee 2} ps (00638 + sin3eY 775 
=1+ ltc1+ 2:0 042°) + riet 


+ [udi+ 2200047) + yY => 





+ Ina + 22006042) 4 ee 





+ 


für jedes x zwiſchen den Gränzen 


zx= —1,xı= +1. 


Hebt man nun auf beiden Seiten dieſer Gleichung die Einheit 


Binomifher behrſat · 3 


auf, dividirt auf beiden Seiten durch a, und nimmt ‚ indem 
man a ind Unendlicye abnehmen, d. h. ſich beliebig der Null: 
nähern läßt, auf beiden Seiten die Gränzen; fo erhält man: 


—(e0s@ + sineY—1) 
(00120 + sin2eY—1) | 
4 "7 (e0s30 + sinseY—1) 


_ "(00546 + sin40Y —1) 


+ ». = - ⸗ — . eo > * - 
= 1(1+2%xcos0+x?) + ygr—i 
für jedes x zwifchen den Graͤnzen — 1 und + 1, wenn man 
@ aus der Gleichung J 
xsin® 
I 1+xcos ® 
beſtimmt, unter der Bedingung, daß 9, immer zwiſchen den 
Gränzen — $rz und + Fr genommen wicn Die hier durch 1 
bezeichneten. Logarithmen nennt man (befanntlih) natuͤrliche 
oder hyperboliſche Logarithmen. 8 
Durch Vergleihung der reellen und imaginären Theile er⸗ 
giebt fi, immer in Bezug auf dieſelben Gränzen von x: 
41 +2xc0s@+x?) 


— x? x3 x? 
= cos 9— 7.0520 + zc039-— cos 40 + .... 


tangp = 


xsin® 
Arctang 1385 


x. x? , 29, x . 
= z sin 9- zsin20 +7 .in30 — 7 sind® de aaa 


Kür 0 — 0 erhält man: 
I(142xy21014x5) * 

x 2 23 x 

7 al ea 
ud für © = +: 

Artng=t- 4-45 — ... 
fiir jedes x zwifchen — 1 und + 1. Arctangx if zwifchen 
— +7 und Kafipl enthalten. Alfo ift für — 
Iin=l-4t+r—++3— 

3. Wir wollen nun, indem wir wieder zu der Binomial- 
Reihe zurückkehren ‚die Reihe 


‘ 


Ki E — FEN — FEAR: — ——— — 





zu — 
— — — 





+. — 1)(a — 2 
In 


(a+b rZiy 
N 
zu ſummiren fuchen. Sey 
a+br-i= — 
(a+brZ 1» = Rt ee) 5 


* ze = la (cosya es ⸗in yn · -1)5 . 
ki 


2 «+71 Fun = 


as ik Fe trn)+ tu Er I, 
N par = 
| weh, — 
2.0 ober, wenn wir 
EL hılze.dn = An, np +7 + — nm 
en: —— 
— 4 1B(a+bYZT» | 
mm ( cos Qa + sin Q,Y—1) » | 
er folgfic die gegebene Reihe: 
1 + x0,(c0s2, + sin@, 71) 
+ x?20,(c0s2, + sin2,Y-1) 
+ 2’ 0,(0052, + sin2,Y—1) 


Te er ng 


; 8 

- * — —— 

u — zum — — 

— — Mh nnd a Denen — 
ire > ee ee nn 


— 


u EI TE ee 


A ME nn  Ahhmn 


a . ne nn a u a An Bat an 
1 nn up > Bann u. 
— —— — —— 


—J 
“ir 
1 


— — — Dh 
* N 
Tees nn — 


ur . Dan + x°0,(cos2,+ sin2,7—1) 
J —— 8 

UT ? =p+qV-1, J 
Hat — 3 

F p = 1+xo, cos, BE x? 0, cos R, + x’ 03 eos Q. + sa 
J J Bin, 4 ? e. sin Q. Fer, inh, he 
‚Aal: Die Moduli der einzelnen Glieder der gegebenen Reihe bilden die 
Es Reihe: 
aa x 1, 0,% 02%? 0,=°, dar, es **, .... 
| il und es ift nach) dem’ Obigen: a 

gut! 


— 


@n+1 = En Ani, * = Inh. 
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Da — 


—— u Anspt (O8 Ynpı '$ din ya? -$) 


ift; fo ift | 
Ey‘? 2 * 

et Fra Ce Ge 

= CH) +9 


4 B N? 26), ‚1? 

= (CH) + —a+1 +1) 

woraus man ficht, daß, für machfende m, Any, oder 
gut! | 


On u 
ſich der Einheit fortwährend nähert. Daher ift nad) (23.) - 
1 + xe,(cosR, + sin2,Y-—-1) 

+ x?0,(cos2, + sin2,Y—1) 

+ x30,(0068Q2, + sin2,Y—1) 

+ x,0,(c082, + sind, Y—1): 

.L “ . 0. 2 0 rn —* — 
convergent oder divergent, jenachdem x, welches immer poſitiv 
iſt, Z oder > 1 if. Man kann alſo, wenn x < 1 ift, den 
Sat (21.) auf die vorhergehende, oder jede ihr Ähnliche, Reihe 
— weil nah) (7.), für x <1, offenbar auch die 
Moduli 








1, 0%, ea xꝰ, 03 =’, e,=°*, .... 


eine convergirende Reihe bilden, Gegen wir alfo, für x < 1: 
Flas Y ZT) =14+ tar r=7)- 
\ + HN Ag ar Y m: 
+ Hg (a4 prY Zip 
a a de Te ar . 
Fl +AYD=ir+ th: Y-15(a4» 777) 
| + rt, Pig aybrZi): 


x 


ie a,+p,! 15 (arbrZT) 
» + = . 00. — 2 
ſo erhaͤlt man aus (21.), da offenbar der in (10.) bewieſene 


Satz auch in dem Falle imaginaͤrer Erponenten richtig bleibt, 
ganz wie in (12,): 


F(a+PY-1).F(, +, Y-0)= Filet) @+R)Yil. 


* 


— —— — 


| ns: J 


denn daß unction auf dieſe orm t ann tem 
I — 
MP) + 9a, —— Alt ala, Le 
flat HA) + Plata HATT 
= f(a, £ P)fla,,B, — p(a,P)y(a,,ß,) 
+ 1lfle, Pla Pr) + pi #) Ka, PIT—I ’ 
. woraus? 
| f(a, f)f(a,, BA) — — Pol B)=flara,, #+P,) 
r f(a, Plopla, P)+ p(e,P) ao p)= > P+P,)- 
Alfo, für a, —=P, =0: 
f(a, £)f(0, 0). ad p(e, P)y(0,0) = ka, 6) 
» fa, 4) p(0,0)+ y(a, ß)E(0, Pros Pl» 
Aus diefen Gleihungen findet man 3. 
#0,0)=1, g9(0,0)=Dd. 
Run ift aber, fra, =— a, ßı =—ß: 
fa, B)El—a, —P) — la, B)yl—a, —P)= 8(0,0) 
f(a, P)y(—a, —P) + yp(e, ß) f(—a,—f)=g9(0,0). 
Alfo 
— f(a,ß) f(—a, — 4) 8* y(a, Ply(—a,—p)=1 
| f(a, Blp(—a, —P) + yla, B)f(—a, —P) =0 . 
Hieraus erhaͤlt man: 


„Terre Pr 


— — —— — — 
. 4 — 
” . 
x 
* 


f(a, P) & 
— wa Ser Eh. 
TTT Te Ol + ren] 
— 


a, —— 

— Koarco 

Ka, +90, -9rZi= Mr Ar 
| — 


[fCa, 9]? + [rte, 4)) 
— I, Fiat DI] |ete, #) + Pla, Ar 
| = |fe, P) + ple, ars”. 


. 
J 
el 
| [ 
ke 
Bi 
J 
J 
4 
ER 
E 
sh 


Ps 
+ i 
ee Nager 
u. —* J 
u % 1 
= 2 — — nur 
—— rs * 


Folglich 
| F(-e.-HYZ1) = [reror= J 
Nun em leicht, daß ° 
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FCAMAVAMH. Flo, +8, Y1).Fla,+4, 71) er | 
=Flota +, +...) + FArA ++... )1Z1; 
alfo, für jedes ganze pofitive n: — 
—— = Flinte I). 
Nah dem Vorhergehenden ift aber: 
F(—ne—npl —1) = [Ftne + 267 =)"; 
alfo . — 
F(—ne—npY 1) = [(Fra+sYn»]”", 
d. i. 
F-n—„Y-1)= |F ca +77 =1)]”. 
Folglich iſt für jedes ganze pofitive oder negative n: 
|Fca+77 =1)]*: = Fa +npY 1; 
Iſt nun — — ein beliebiger Bruch, deffen Nenner immer als — 
fitiv angenommen werden kann; fo ift 
[Fr (Z«+ er =i)|” = F(ne +n$Y1) 
= |F(a+pY Fa 


fFca ‚rule - 8 — 
Alſo iſt für jedes n: 
[Fe +79 |* rel); 
Folglich auch: | 
[FCa)|* = F(ne), 
 FoYZn]'= Fear 1). 
Aus dem Obigen erhellet auch, daß immer 
! F(a).F(#Y 1) =F(a+Y<1) 
ift. | 
33. Sey nun 
F(a) = f,(a)}eosp, (a) + — * rl: 
fo ift für jedes n: 
IFCe a)” = ſe. (a)|* — PER TS rl 
Fine) =$£, (na)}cosp, (na) 4 singp, (ne). rZi. 


— — 
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Irol" =F(ne) (32). 


In te]".cosnpı ce) ET, 
|t@)]".sinnp, (e) = f,(ne).sing, (ne) « 
Duadrirt man auf beiden Seiten und addirt; fo erhält man 
Is (f” 28 — 


olglich, weil f,(a), als der Modulus der imaginaͤren Gro 
Fa), immer pofi tiv ift: 


Is. (ol =f,(ne), 
und demmach 
cosnp, (a) = cösp, (ne), sinnp,(a) = siny, (ne). 
Alfo 
np, (e) = Ur + p,(ne), 
wo * eine ganze, pofitive oder negative, Zahl iſt. 
34. Auf ähnliche Art fey 
FTD) =50M]eogla) — 
ſo findet man ganz wie vorher: 
Ik, A'=r009, 


np, (Pf) zur + p,(mP), 
wo wieder x eine ganze, poſitive oder negative, Zahl iſt. 


35, Unterfuchen wir nun zuerft die Gleichungen 
af =), nal" = na, 


wo m jede Zahl bedeuten fann, Wenn eine Function (x) 
befchaffen ift, daß für jedes reelle «: 


vnf = vo) 

it; fo it frx —=1: 
jrunf" = yl(e), 

d. i,, wenn man x für a feßt: 
kof'=vo, 

wo (1) eine conftante Größe if. Es ift alfo 
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ROLL HEIO) BEROE AO) 2 
Da aber f,(1) und f,(1), wie aus dem Obigen erhellet, 
pofitive Größen find; fo fann man, wenn e die Baſis der na= 
türlichen Logarithmen bezeichnet , 

f,(1) = ed, f,(1) = e ; 
feßen, wo © und © conftante, von a und 4 ganz unabhän- 
gige Größen find. Alfo iſt 

f. (4) = e9, f (4) = eM. 

Bevor wir ferner zu einer nähern Unterfuhung der Glei- 
dungen 
np,(a) = rn + y,(ne) 
np. (Pf) = Ant yılnp) 
übergehen, müffen wir vorher noch zeigen, daß F («+ AY—1) 
eine ftetige Function von @ und 4 if. Man feße a 

F(a+PY-D)=e(cosp+sinpY—1), 

F(a+£Y N = e@(conp + sinnpyY—1); 
aber 
[re rn} = F(na+npY-1) (32.); 
alfo 
Fine +-n$Y--1) = e(coonp+sinnpY—1). 

Man nehme @ und 4 als conftant an, fo find auch E und ꝙ 
conftant. Laͤßt man nun n, wachſend und abnehmend, wobei 
n auc) negativ werden kann, von n = 1 an, alle Grade der 
Größe ftetig durchlaufen; fo werden auch na und nf, refpective 
von a und 4 an, alle Grade der Größe ftetig durchlaufen. Wenn 
aber m ſich ftetig verändert, fo verändern fi) offenbar, da @ und 
p conftant find, auch | 

er cosnp und e*sinng , \ 

alſo auch 


bon 


ee (cosnp + sinnpY—T), 


e(cosp + singY —1) 
an, fietig. Hieraus überficht man ganz deutlich, daß, wenn 
mar « und 8, von a und 4 an, ftetig alle Grade der Größe 
durhlaufen läßt, auh Fa +£r— 1) fid) fortwährend_fle- 
ig verändern wird. Es find alfo aud) F(a) und F($Y—1) 
ketige Functionen von a und 6. Da nun 


Fl(e) = #,(e){ cp. (e) + sing, (e). YZ7} — 


— AO), 0089, (#) + ing, (A). Y=T} 
Supplem, zu Ktügeld Wörterb, I. * 
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| fuͤr jedes @, 


EEE UT ir rm 
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R; fo find auch 4, 


RER TOR, ce), ’ asia, ; 
OR (P)-e0Rp CP)» 8,(P).sinp,(P) - * 
nen von @ und 8. unctionen fönnten er 
— nicht ſtetig ſeyn, wenn nicht Dt, mn 
fe), c9.(e), sing, (a); 5, — ein ()3 


— — f, (BJ, 9) 
ſelbſt ſtetige Functionen von a und von ß wären, 


Dffenbar find | nun auch 
np,(e), 9. (me); np3(B)» Pa en ’ * 
netionen von a, n und n. Folglich können die 
fetige u x und x bezeichneten — Zahlen offenbar nicht 
reſpective von a, m und 8, m abhängen; —— muͤſſen con⸗ 
ſtante Größen ſeyn, die alſo für alle «, n, und ale 4, n, uns 
geändert bleiben. 
"36, Wenn aber die Function y(x) fo befepaffen its daf, 


' m ay(x)=yfax)+ a 
l 

dal lv) ra, 

* i. 


y(i)=yler)ta, 
= yana eine eipife conftante Größe if. Es ift alfo nad) 


9e= dm +yıle), HP=in tl; 

yıle)= 9,.— Ur, y(P)= 4 — An; 

cosy, (ea) = 0059, a, s5iny,(ea)=sind,a;' _ 

cosp,(f) = c05 0’, P, siny,(f) = sin &, ß Be 
Folglich) haben wir: 


Fl) —J——— + sin @,.Y=i| ‚ 
FeYr—i)= ee Pf ene a4 sin e,.Y-1| i 
Aber 
Afo 


Fla+p#Y-1)=F(a).F(BYT)e 


Ä F(a+Y— De, «cos, $—sin®, une) 


HeHER cos — .4 ——— 
bi 


“ Flat 1 5. t07l 0060, Merl. ra); 


] by Google: 


— 
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— weil nach (31.) 
ie | Pla+Y=7) = p+ar=T 


p= et os, a-+ 0, 4) 
—9 * —B————— — a+®,ß). 


37. Es fommt nun darauf an, die Conftanten 6, oO 
©, ©, zu beſtimmen. Sey zuaft $ = 0; 





fo iſt — 
pm etc 6,0, g= e*sin9,a; 
d. i. nad). dem Obigen (31.): 2 
e°® cos ,.=1+,H —rcosp 
4 a 2ν 
bi —— us 0083 
2 . ’ . [3 » ” . . * 
e°° in 9%,a= Trsinp+” —* In sin 2p 
+ ——— X sin Ip 


ee 








1.2.3.4 in 
A 
(e0°_1)cns 9,a+ cos C, — 1 Eu 
N * 
42cos ꝙ +5 Le nn 
on . 
+ 53 ); c08 Ip 
(a—1)(a—2)(a3) 4... 
* 1.2.3.4 
+ D * . . “ * * . 
e9° sing, a 
@ x 
= +xsinp +7 a7 sin op 
ae u | 
„ee, sin 3p 


(ee, 
rt 


d. i. nad (29.) 


Y % 1.2 
— tr + np | J 


ED ug 


(e—1)(«—?)( =» 
+ 1.2.3,4 ; er 
B= .- 99.8 ” * * ”* * ” 


6°? Bu} a 
ß fa elle 4 
= *ein + ie sin p 
’ | * — 2) lin a 
4 reed) »* sin dp 
Burn 


wo, wie aus dem Vorhergehenden * finmice Seifen 


convergiren. Läßt man nun der Null 
- auf beiden Seiten die Schuen; ; * erhält ne und nimmt 


0 =xcosp — 4x? eos 20 + 4x’ cos 30 — cos 4ꝙ + .... 
0,= «sing — ⸗2 sin 2p +4-sinsp — jetsinp +... 
Ferner ſey a—= 0, fo wird 
p=ePeos®, f,g=e ine; a3 
d. i. nad) (31.) 


e OP eos, B=1-+xe,cosQ, + x’e,c0osQ, + x’ 20088, : +... 







ED 


Bi ee nn nn 


ne en en 


SEN .g 

J Pine, = x0,sinQ, + x?e0,s5inf, +=’asinn, + ... 
I | RE 1 
ig ke 7 xcos 2, +22 er; grad, +... 





_ 
7) i 
sin‘, 
— 0 =%xsinn + ring, + ein, de 


m 
* a" 
ae RE ne —— a ei — 
*X* —3 Br > 


— — — 
— PR. FE? ER 
eh 
_ “ x 
er 
— — 
un * * 
Km — 


urn ee 
— u P 
— 


rn nn 
—— Be 


—— 
— — — 


2x“ 
= 


Fe . 
u. r 
Ex 
an 
u De ke 


+ Aber nad) (31.) 
en = A,A,i,4, see An, 
Alfo A=mytytntnto.Mm- 


e9P cos 9,B— — 
ß 


— 


J 


"cos, + en 2, + Alle, + r 


N 
“ x £ cha D 
u. a. r 9 
——— * * 
= a Sin = 
— IBER — a be 


i s Digitized by (oogle 


— F zu me ee — x 4 
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e9P sin @',3 | 
J | — * 


Zeain +" :x?sin, u 


Ferner ift nach (31.) für a —=0: 


— OrE 
woraus fogleih A, —=P. Alſo 
IP cos 9, _ 
— — 
"cosSl, + 12 x cos Q. + 42, xꝰ cos Q. +... 
ed Pin —A 
— — 
x in Q. + A,x?sinf, + 2,2, x* Sin Q, * 


Die Graͤnze, welcher ſich A, nähert, wenn ß fi Bi der Ru” 
nähert, ift 








— »’siuf2, +.. 


a1 ’ 


Die Gränge, weldyer ſich A, 1, 2 PR Bd wenn 2 fich 
der Null nähert iſt alfo — ⸗ 





rn 
Serner if, für «= 0,"nady (31.): 
: n—1 . £ > 
cos yn = — 7 sinyn = — * 


Man ſieht alfo, daß, wenn 4 fidy der Null nähert, cosy. und 
sinyn, für n>4, ſich refpective den Gränzen 


n—1 n o n 


le ae een Teer Ge 
nähern. Nun ift aber \ 
cos Qa * cs(np + yı tr: ty: + --- - 7) 


== cos(np + 7, + 7: + -- # Yn-ı) cosyn 
sap +n+Y +. + m-ı)sinyn ' 
= sup +1 +7: +73 +.-+ m) 
= sinfmp +Yı +72 + +. + Ya-ı)c08Yn 
+eos(np +7, +7: + :- + Ya-ı)sinyn» 
Alfo nad) dem Dbigen, für n>1: 
Lim cos Qu = — Lim 005 Sn-ı » 
Lim sin n = — Limsin Qu-ı , 


sin Lan 


und hieraus: 


‘ 


Limo, = BRECHEN — 
—LVLim 005.u-3 =,,= Lim c06 An-ta=t). (Na-ı 
‚Umland, = = — Limsin 2,-ı = Lim sin Qn—a 


u 


% 


kr — — Limsin Au =..= Lim sin On-tami). Nı-t, 
J —S Lim 005.0, ,(—1)»-1 
Alber Lim sin Qu = Lim sin 2, .(—1jn-t .- 
cos Q. = cosnp — — sinnpsiny, } 


a sin®2, = sinnpcosy, + cosnysiny, , 
| * nach dem Dbigen | 


Ba: ! — 

0A, = — ꝛinnꝙ, sin, = cosny , 

Dan muß alfo auch, weil P von R ganz unabhängig it, 
Limcos2, = — sinnp, Limsin 2, = eosnp 

ſetzen. do nad) dem Dbigen: . 

Lim cos 2, = — sinnp, (—1)a-ı 


übte Limsin 2, = cosnp.(—1)a-1 


Pe 


Limcos 2, = sinnp.(—1)a 
Lim sin 2, = — cosnp.(—1)». 
Die Gränzen von 

6 


A — 6 p— — —* ae e, — 
wenn A ſich der Null nähert, find, auf ganz iptice Art, wie 


— 


= Te nn ee EEE en mn nn > wi nn —⏑⏑—— - 
r on es Br nn m 
L _ . j p —— 
"er, — 
— 


—— ——— 


I 
J 
J. 
J 
—— 
* 
2: 
> 
. 
| 


Ban en 
rs + 2 er 4 — — —— — — 
— —— — — — u 
ı) 4 — —— u RR 
Y * ne Pe v * 
the — — 


vorher, refpective © und ©,. Nimmt man nun auf beiden Sei— 
ten obiger Gleichungen die Gränzen, wenn 8 fic) der Null näpert; 
fo erhält man: 
| ‚eg =- sing + 4r’sin?p — 3x’ sindp + 4xtsindp — € 

IR 0,= zcosp— t:?cos%yp+ 14 cosip — t=* cosdp Fa — 

und es iſt folglich 

Bu '% = 0,69 ‚=®9. 

4 | Alfo nach (36.) | 

ur Bla + Theo" "Of c0s(9, + 8)+ein (9, a+em.Y=i 

—44— oder 

9 — ——— 

cn | — em sind 9,c.+9). 


+ 


38 Für ò0 ift nun nach (27.) und (W.) 
p= (1+2#c0sp + 2)” cosaa , 
q — (142x008 p + x? )Tsinag 3 


m 


Fr x 


Aut 
Bm sn m 


Digitizeö by Google 
x 
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wenn o den zwiſchen — ds und + 4 enthaltenen Bogen be⸗ 
el für welchen 
tango = — 
14+xcosp ’ 

ober, was baffelbe ift, ö ; 

T T 
p= fra: 4 be } cosa0,g= kt+a: 4 J sin«o 5; 
wenn a den zwifchen — %7s, und + rs enthaltenen Bogen 
bezeichnet, für welchen 

tango = 


if. Fuͤr 20 ift aber 


p= e9° 005 @, 0, g=e 


Setzt man nun 
(di + 220089 +2)? — etel(i+2rcosg+r?) ı 


’ Jura +2? * el (144)2 4Bb2 


96 sin 9,.. 


fo wird 
p= etel(1i42#cosg 4x?) osac 


| Eee les 


oder 
p= erellft-ta)? ꝓbꝰ do ac 


4el (1I 4a) 4Bαοα. 
Dies mit dem Obigen verglichen, giebt: 
= ji + — ——— —— af 14 a) tb: } 


0, =0= Are ung u = = Arotang 





.b 

1+a’ 

den Bogen immer zwiſchen den Graͤnzen — 477 und + 477 ge: 
nommen. 


39. Nach (37.) ergiebt ſich alfo 
== p = fu+m+b° Bi ae #b)}, 
g= furmı+n ie? "nfartiaatmtran). 


Folglich — | 
Fa+pYf—-ı)= 
« —ßo cos{@o ++4Pßl(c1+a)?+b?)} 
2.2.52 Ir - 
—J © jr I, sin{ao +4 ßl(c1+ a)? +b2)}.YTi 


wo immer o der zwiſchen — 4 rs und + } re enthaltene Bogen 
ift, für welchen — 


| | | 
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b 
R \ tango == ira 
iſt, oder, unter obiger Vorausſetzung, 





b 
1+a' 
J So haben wir alſo die Summe unſerer Reihe gefunden; unter 
* | der Vorausfegung, daß 
An «= Ya! +b’ <i1 | 

r iſt. f ’ 
40. Bir haben bisher nur die beiden Fälle «= Ya? +b?<1, 
x > 1 betradhret. Im erften Falle war die gegebene Reihe ftets 
convergent, im zjiveiten divergent. Es ift num noch die Unterfu- 
dung des Falls «— 1 übrig, in melden die dur) p und gq 
(31.) bezeichneten Reihen in 

Fa p=1+e,002, + e,cosf, + 0,0080, +... 

| g= e sin Q. easin Q. + e,8inl, +... 


o = Arctang 


übergehen. Bei Unterfuchung der Convergenz und Divergen; 
der gegebenen Reihe unterfchyeiden wir drei Fälle: wenn @ zwiſchen 
— . und —1 liegt, oder = —1 ift; wenn a zwifhen — 1 
und O liegt, oder = 0 ift; wenn a zwiſchen O und -F oo liegt. 
l. a ſey =—1, oder liege zwifhen — © und — 1, 

Nach (31.) ift 


a (Hy. 


Sey nun = —1— 6, wo d auh — O feyn kann. Alſo 
n\? 124* 
= (+) 
(44 oJ} 


Es ift folglich immer 4, >1. Run ift 
neidisch, 
Enz = A, A,l, 20. Andmti y 
On-+t = en +An+1; 
alfo En+ı > On Folglich wachfen die Glieder der Reihe 
1, Qıs Qar @5s @ar ee. 
beftändig. Setzen wir nun die Summe der n erften - Glieder 
diefer Reihe = 0; fo nähert Our — On — On fid) der Null 
nicht, und unfere Reihe ift folglich divergent (2.). 
Dezeichnen wir die allgemeinen Glieder der oben durd) p 
und q bezeichneten Reihen durch) t„ und un; fo ift immer 


er Mn)” + (u). 





—— —— — 
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Ich behaupte nun, daß Immer eine der Reihen p, q divergent ift. 
Bezeichnen wir, um dies zu zeigen, ‚die Summen ber m erften 
Glieder diefer Reihen durch 5. und 8.5 fo iſt - 
Sn — Sn — ta, Sinkt — En = Un 
Eonvergirte nun z. B. die Reihe p; fo müßte, 
“ i Sn+t — Sn = tn, 
wenn m waͤchſt, fich der Null nähern. In der Formel 
F en = Vn)’+(m)?, 
müßte alfo, weil nach dem Vorhergehenden pn waͤchſt, wenn n 
waͤchſt, Un, feinem abfoluten Werthe nach, zunchmen; es würde 
aljo der abfolute Werth von 
j Sn — $n 
fi, wenn n waͤchſt, wicht der Null nähern) und folglich die 
Reihe q divergent feyn (2.). Da alſo immer wenigſtens eine 
der Reihen p, q divergent üft; fo iſt in dem vorliegenden Falle 
die Reihe p + q Y—1,d. i. die gegebene, jederzeit divergent (18), 
II. «@ fiege zwifchen O, und + », d. h. @ fey pofitiws- 
u ſey eine -pofitive Größe, welche < a it; fo iſt 
(a—-a—1+,)? = (n—a—1)? + 2u(n—a—1) +4? 
. (n—-a—1)’’ + PP = 
(n—a—i+ı) + P—a’—2u(n—a—1), 
Setzt man nun 
n >a+i—yu + E ; 
ſo iſt 
na > 2au + Zu —u? + ?, 
B?— u! — luln—a—1)<0O. 
Mo if en 
P?— a! —lu(n—a—i) 
eine negative Größe, und folglich 
(n-a—1)? + PP <(n—a—I+yu) 
(a—n+1)? +? <(n-a—l+u). 
Rad) dem Obigen ift offenbar 
n+4u>e+rl; 
alſo, weil ge pofitiv iſt, um fo mehr 


n+te>arl; 
folglich 
 n—ae—1i+yu 
eine pofitive Größe, Zugleich erhellet aus 


p? 
— — 53 


da oſitiv und <a iſt, leicht, daß n>1 iſt. Auch iſt, 
ee a+1if, « —— eine pofitive Größe. Es iſt num 


Alfo 
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— 
(ZN 
— Keon+ 1 +a 
n , 


—, 


n<i _ etize, 


Für bet ganze pofitive m ift 
m(a—-1)>n—i,m Sm-i+n 


wenn nur m nicht = 0 iſt. Alſo, weil. 


n>a+ri—u 





iſt, immer 
| mn > m-1+ ati, Mitetion og, 
Nach dem Dbigen ift ; 
n > I, <1. 
Alfo, wenn wir der Kürze wegen 
a+rli—- um=e 
fegen, nach (17.): 
A ® e(e +1) 1 
4 =1- It 
3 e(e+1)(e+?2) 1 
1.2.3 "ns 
„ rer 1 1 
JA ‘ns 
€ e(e +1) 2+e 1 
1-44 In 4 
eure 4+e1 
. 1.2.3.4 — "Zu fj'm 
e(e+1)(e + 2)..(e+5) 6+8e 
HaRIE Co m 0 el ug 7n rn ns 


Folglich, weil & pofitiv ik, und nad) dem Dbigen auch 


2+e 44 6+e 
tz I a 1 ns 


ſaͤmmtlich pofitive Größen find, offenbar 
11 
644 >i--, Ä 
By > ee, 
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* — at—u 
1n 





Alſo de 





—R 
2 5 
wobei immer vorausgeſetzt wird, daß 


» j ' 


—* 
le a > 


Bezeichnet nun i einen Werth von m, welcher diefer Bedingung 

genügt; fo ift 
in Jetrl-a 

dia < ira) i 

für n=0, 1, 2, 3, 4, 2000.» Setzt man alfon=1, 2, 

3, 4, ..D; I "hat man: 


1]aH-a 
—— 
i 42 
Mir < I 


i+n—1 +i-p 

dia < 
i — Jeri-a 

ia < (dar) 





Alſo — | 
Akt» ii+2. di3 s« ia < (a ‚> 
.i.nadh (31. 
d. i. nach (31.) ip Jehma 
irn < ER En . 
i 41 Jer-a 
@ispn Z ei - et 


für n>0, Bir haben alfo 
i 4 11 tu 

ei = fir tea 
ei <eir» 
<a 


— * CC} 4 a * — . “ 


ip1 De 





fin Z fi» 


Folglich, wenn wir wieder a + 1— us fen: 
ea + er Fey re rein 


* 1 — 
<alitt). kor + Gy rt Trarıy] 
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fie Idee >O it. Daitn+i>t if, auf 
rür eur ie, it nach (17.) 


f 1 U 
| -) == 
u u— u 1, 
u er rg 
\e—rle—ett) ’ 
+ 22 
— —— 1_ 
+ 1.2.3 i41 *1 





Folglich, weil « — ge poſitiv iſt: 


—— men > + nF 


ıi+-n+1je=a _u—n 
f in. — 40 
1 = 4 ————— 
—— ——— tea ! ⏑ 


Farm < a—u m 
Alſo fürn=0,1,2,3, ..n: 


! f 1 — — 
ü+l, er — Ti⸗7 


i + er re “— u Zune * — — 


1 
Tre > * — — 


1 
Trriemm< — FE re j 
woraus er Addition: 
1 1 
er temtnmtet (GFa+ri) 


a 

a Via (ihat je ' 
Alfo nad) dem Obigen 

eier eiH + er +... + ein 

. Gi+1)et-a 

Se aan 
Das Asgregat 

et er + oir2 +... + ein; 


—* Glieder ſaͤmmtlich poſitiv ſi nd, und welches alfo immer 
wächt, wenn n waͤchſi, bleibt folglich deſſen ungeachtet doch 


— re rt 52, 2 


1 
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immer fleiner als. die. beftimmte, von m nicht abhängende, 
Größe | 

"(a— u)ie-a 
wie groß auch m werben mag. Könnte nun auch obiges Aggre- 
gat, wenn man n wachen läßt, der Größe A felbft nicht be« 
liebig nahe gebracht werden; fo überfieht man doc) leicht, daß 
ed dann immer eine andere gewiffe Größe B< A geben müßte, 
welche diefes Aggregat, wie fehr auch n wachſen mag, nie übers 
fteigen, der es aber zugleich beliebig genähert werden kann. 
Diefe Größe wäre demnach) die Summe der Neihe . _ 


@iy @ikty Qi? sn Bihbs Pier Here 


um folglich diſe Keie, fo mie nainich auch mum überhaupt die 
eihe es 


A, 


1, 015 02» & %; .... 
convergent. Nah (18.) find alfo auch die Reihen p und q, 
folglich audy die gegebene Reihe p + gF— 1 convergent. 

‘II. Wenn ez c O ift, oder ziwifchen O und — 1 liegt, Tdft 
fi) auf folgende Weife die Bedingung der Convergenz finden, 

In diefem Falle ift naͤmlich « + 1 immer eine pofitive _ 
Größe, welche nicht ZO ift, und man fann folglich die pofitive _ 
— u immer fo nehmen, daß a <att if. Wie in II 
ift nun 

(n—c—l+u) = (n—a—1)? + uln—a—t) + ur 

(n—ı—1 + = 
(n—a—I+u) + PP — a — 2uln—a—1), 
‚und, wenn man 
n>e.+rl—4a+ 2a 
nimmt: | 
anı > au + 20 — ut. + P? 
P— ut — LAuln—a—i 0, 
fo daß alfo er 2 
BP? — a? — QZu(n—ae—1) 
eine negative Größe, folglich 
(n—-a—-1? + <(n-a—i+u), 
(e—n+1)? + PB <(n—a—1+u)? 
if. Auch ift nach dem Obigen 
n+44>a+r1; 
folglich, weil u pofitiv ift, um fo mehr 
nt >ao+1, 
und demnad 
n— cae—1i1+ u 


eine pofitive Größe. Alfo 


— * - - 


= me 





— ——— 


=: 


Fa 
. Eu Dee 


- 


— — 





ne — Gr—— — ———————— 
— — — — 


nt — — * ⸗ 


Ve ige ee 

u Ko 2% - 

N nn — — — 
Ma > 


* — 
— = 
* BETEN NET 


——— Wiener 
7 — * 





nn 
2 


EN * ** — — 
. A Zus „Te. F en ne Pete * PR 
> — — — — 
nl — 
> — — — 
reg Br - 
2: _ I e — 


Wa 
——— — 


ww DIT EREIGNETE E ; VOTIETEIEETTLE ON LE N PR 


TREE ER FR 
” 0 


er 


» R 


er 


” 


— 
4 


—— ig. ‚Nad) (31.) ift aber 


J 


* wie. RN FREE 
RR — — ——. — 
— bie m | 

in. mar sta, 


J dem Obigen if — PR 
immer fo nehmen, da — Au EEE 


ee a>ati-y4l „n>1 
Ge Bst ı wird, Unter * Vorausſetzung * man 


ur: + 
Rei) R 


m 0 Bert) von n, welder vorſtehenden Bedingungen 


28 n+i — 
* * — 
für n=0, 1, 2,3, 4 ...., woraus fid), ganz wie in II, 
5 I 
— — —— 


ergiebt. Man ſieht alfo, daß ſich der Null näßert,; wenu 


e+ 7-1 _ 
Audigy Ain[cos(ytY. +. Fri) Hein yet ri) I 
= erh yLxa) + ein (y. Pya + Fra), 
fo daß ſich alfo aud) 


f et iR oder «+ß]) — IB 


der Null nähert, wenn n waͤchſt. Da nad) der Vorausſetzung 


x=1 if; fo iſt (31.) 
sw ——— in, 

Sey nun 
P —2 14 —— 4 e+ PT ip. 


...+ + —ipya ; 


+ ).. 


% 


Pa(i4+x)=1+ !1+ —— ⸗i 
—D——— AT — 


EEE 


! 
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— — 4 — —— | 
N aaa 
=1+ e+1+7 — — 4 — 1Br2 — 


Pn(1 +x) — En = P’n , 
wo die Bedentung von P’, ſogleich erhelfen wird, oder 


Pa Blipaj HT TB lcos(n+)p-Feinin+yg ZT}, 
@a-+1 if im vorliegenden Halle pofitiv. Folglich nähert nad) II., 


wenn n waͤchſt, P„ ſich einer gewiffen beftimmten Gränze, die 
wir durch S bezeichnen wollen. Der Coefficient 


+ ip, 
und folglich um fo mehr die Größe | 
+ — 1Blcos(n +1)Y + — 
naͤhert ſich, wie wir R — geſehen haben, fuͤr wachſende n, der 
Gränze Null. Alfo nähert a 
Pd +x). — 
Pa + AN TR eos + sin@ Hp YZ1} , 
für wachſende n, ſich ebenfall® der Gränze S, und folglich nd« 


bert ſich, wofern nur 14x niht = O ift, für wachfende n, 
„ der Gränze : 


j 1+x" 
Unfere Reihe it alfo auch in dem re! Sal convergent, 
win 14Xx nicht 0 if. Für 1 4 X0 
1+cop+siny/—1=0, 
1 + top=0, y=—1, sinp=0; 
alfo * — (2m 4 1)7, für jedes ganze poſitive oder negatipe 
emnach ift im — Falle unſere Reihe convergent, 
Fr lange nicht @ = (2m +1) if. | 
41. Setzen wir nun, daß die Reihe 
ao, A,X, 8,X, a, xꝰ, ax, A5XKd, .... 
für jedes pofitive x, welches 1 ift, comvergire, und daß auch 
Bo; Br Azr ü5, By, Rp oo. 


eine convergente Reihe fey; fo ift Mar, daß, wenn man x ſich 
beſtaͤndig der Einheit naͤhern laͤßt, die Summe 


a, + aıx + a2 + ar $ a,x’ +. 


fid) der Summe In . 





\ 
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. tra tr, +, Fa, + ...., 
als ihrer Gränze nähern wird, Geben wir alfo die Summe der 
erften Reihe — f(x); fo ift die Summe der legtern Reihe 
= Lim f(x), wenn man x. fidy der Einheit nähern fäft, An 
allen den Fällen alfo, wo die Reihen 
1 er eos Q. + E,c0s2, + g,co8Q, + .... 
g,5in2, +e,5in2, + e, in 2, +... 
convergiren, find nad) (37.) ihre Summen refpective 
| Limoe9° — 9 oos(8,0+ 9), 
‚ Lime9e— 9, Pin(@,a+ 8p), 
wenn man die Größe x, von welcher © und @, abhängen, ſich 
der Einheit nähern läßt. DBezeichnet man, unter diefer Boraus— 


fegung, die Gränzen von © und ©,, durch L und L,; fo find 
obige Summen: 


eba— LP oos(L,«+Lp) .“ 
ele—-L,f in (L,@+Lp). 





Es ift aber | 
' = 3l(14+2%xcosp+x?), 
— sing · 
©, = Arctang Ir zog? 
a i b b 
u A Te — 
Alfo ift offenbar s 
L=4l(2+2),L,= Arctang; ; 
Aber | 





s=Yarbe1l,e24bo1,b= VII, 


b_ _Yi-a: _ Yı-a.Yira_ 1—a, 
i+a. i+a Yı+aYırza / ira’ 











alfo 
1—a 
1+a 


42, Mir wollen nun nochmals alle Fälle, in denen die 


L=4l(2+2),L = Arctang 





gegebene. Reihe comvergent ift, und fic) demnach fummiren läßt, 


hier zufammenftellen. 
Lra+b<1. en 
+ HT a4 I7 + HN Tg ar Tr 
TI +... 


' * 
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= (t4a)? +53 — . cos{a0 +4Al[(1+a)2-Kb°]} 
; + sin{a0+4#l[(1+ a)? +b2]}.7 7 ’ 


wo 6 der zwiſchen — Hr und nthalt 
für in: ſch + +7 enthaltene Bogen iſt, 





b 
tango = 
i. ira 
ALS befondere Fälle find zu unterfceiden: 
= A)P=0. 
1+ eB(a+bY-1) + eB(a+bY-T): 
+ eB(a+bY-T) 4 


= /(1+a)? + ha}?, {cosao + a m 





o = Arctang 
wiſchen — 4 und + +. 
B)b=0. s 
1 + 4-1, PR = 0 1 EST POUFBE . / 1 Eiern 
= (1-+a){[cos[Al(1+a)] + sin[#l{1+a)].1777} 
weil bier a —=O0 ift. 


ar 


C)$=0,b=0. 
1+ «Ba + eBat + «Ba? +...=(1+a)e, 
meldyes fiir jedes @ gilt, deffen ee Werth < 1 ift. 
1. rar 1. 


In diefem Falle it a= cosp, b=sing. Wenn « pofitiv 
if, oder, wenn a0 iſt, oder hvifchen O0 und —1 liegt, voraus⸗ 


gefeßt, daß in den beiden legten Fällen nicht 1+a+br—1=0, 
d. i. a — — 1, b O, oder = (2m +1) 7 if, ift immer: 


1 + et! * — Ya:-1)+ pr — IB(a+ Ya:-1)? 
+ Hr ipea4 Ya-1): en 88 


cos{ao+4Ppl(2+2a)} 


arte 
= (2+-2a)Te + sin {00+4#l(2+22)).7—ı 





1—a 
0 = Arctang| 7 ’ 


und zwiſchen — +5 und + +rr enthalten, 
Supplem, zu Klügels Wörterb, J. 


a. vr. — * ** —X > w A u L 
⸗ — FI". x — — 
— * "; > 
e r . x 2° a ’ * J 
18 alfa * 
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£ F A 
1 * eree + Area \ 
+ B(a+r a ii —— 
=Q+A). — F —— 2 3 
fuͤr den Werth von 6. 
Bb=0. 
Wenn @ poſitiv iſt, fo ita=+1, und man hat: 
14 — „erziehen, a N 
- = 2«(cos(pl2) + —— Y—1}, 
EEE > ı 1 ee 15 4, Hr Zi — ——— md. 
* aber aifcen 0 und — * oder it a—=0; fo darf a 


feyn. In diefem Falle gilt alfo bloß die erite der 
Beien —5* Reihen. 


4æ0, -0. 
Sir jeden — — von ir} + and — 


1-B+B-B+B—. 0. 
Für jeden Werth von @ zwifhen — 1 und + if: 


IH B+B+ BFH... =a, 
Man fieht ee bierans, daf die Steung DZ 


1+ «Ba ES eBa: + «Ba: + aBat +... (1a). 
kt: 
1) I jeden Werth von a, wenn der numeriſche Werth von 
2) IR jeden Werth * @ zwiſchen — 1 und + ©, wenn 


3) für jeden pofitiven Werth von @, wenn — iſt. 


48. Vorſtehende Reſultate find mit denen einerlei, welche 
Abel in einer Abhandlung in Crelles Journal L S. 311. ge 
funden hat. Unfere obige Darftellung weicht aber von Abels 
Darftellung in mehreren Punkten weſentlich ab, und wir haben 
uns bemuͤht, ef deutlicher zu erläutern nnd ſtrenger zu 
begründen. Noch hat Abel a. a. D. ©, 159, einen Ausdrud 
mitgeteilt, von welchem die Binomial- Formel, wenn der Erpo- 
ment eine pofitive ganze Zahl ift, ein befonderer Fall iſt. Der 
Ausdruck | folgender: 


(tea x + — 


— — Fe 
— — — 


u aan a ante 
Flle den 





— * * 
—— — 


"or 


— — ar ee 


. ° . ” ” — 
“ ‘ 3 1 
P 


Digitized by ca 


Binomiſcher Rehrfag. 339 


+ BEL oe — —————— 


+ ————— — 


+ ola—nf)-. 
Sir n—=0 erhält man (x + a)? =x°, wie es feyn muß. 
an fann nun bemweifen, das der Ausdrudf für n+1 gilt, 
‚wenn er für m gilt. Zu dem Ende multiplicire man mit 
(n +1)öx, und integrire; fo erhält man: 


art (+) 


+ CH la 2p) (x + 2p)0-t 


„eime=N, (a — 38)? (x + 38)0-2 


4 J J ee—— 


+2 He ala—npt(x+np) 
+ — 
Im letzten Gliede ſetze man vor der Integration (x 4n4)0 dx 
für ox. Zur Beftimmung der GConftante fee man _ 
x=— (n+1)ß 
x+ P=— np 
- +3 =— (n—1)B 
x 33 = — Br 


(xt a)et = xm+ 








‘ % . 


* — + = zu 5 ö f 
Alfo, nad) der angenommenen und abgeleiteten Gleichung: 
ar Dr 


n(n— 


— 
n (n-1)(n-2) 
TTAG 


) (a2) (n—1)p-2 pn-2 


a (a-3#)? (n—2)n=3 — 





ta -(n+Hi)pjn+= mm are anti man | 
+ EN La —24) (m Mai mei 


—1 2 
— une, («-3)° (n- Z)n—2 An—? 


Muleipli m se —* mit (4195 fo er. 
Be, Wen REN CHH. Kernen amp 

ne 
34 iR Er — „2m pn—a 


— ER nen TanT IM 
ur? \ 


ea + ° 


Durch Addition der beiden fetten Gleihungen ergiebt ſich: 
= ER + (+ 1)Ple—(n+ 1) = = Const , 
de 


zolglich | 











we. = — So apa Ehe . 











ara nn iHletar pn 
| +. FOn — — 
— Ba re 
+ 1 (e—npy-i(x+np) 
“ — 
fo daß alſo der Satz auch für n +1 gilt, und demnach allge 
mein ift, da er fürn —= 0 richtig iſt, wie wir gefehen haben. 
Für E= 0 wird | 
N “ (x+ta) za + Zn Ba N nz a3 
4 f 14 
J | | | i + N ansgs 

a tet — 
die Binomial⸗Formel. 

Sir a—=—x wird: ı —* 

— 
x 
— 
nn en ae 


1\(n— 
a BEN) rag ton 
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welches auch fonft fchon befannt ift, da dad zweite Glied diefer 
Gleihung nichts anders it, als (— 1)! Sulxe-), wenn 
man Ix=—=Bß feßt, und Sr (x"-!) ift bekanntlich immer —= 0. 
— — noch allgemeinern Ausdruck giebt Burg a. a. O. 


4. Zur Literatur des Binomial⸗Theorems bemerke ich, 
außer den ſchon vorher angefuͤhrten Schriften: 
Eine Abhandlung von Erelle in feinem Journal (V. S. 187.) je 
über die Convergenz der Binomial: Reihe, 
Bolzano: Der Binomifche Lehrfag, und, als Folgerung 
aus ihm, der polynomifche u. ſ. m. Prag. 1816. 
Paucker: Neuer und allgemeiner Beweis des binomifchen 
und polynomifchen Lehrfaßes in den Jahresverhandlungen der 
turländifchen Gefellfchaft für Literatur und Kunſt. I. Mitau, 1819. 
Robertson: A new demonstration of the binomial 
theorem. Phil. Transact. 1806. p. 305. | 
R. Burrow: A proof that the Hindoos had the bi- 
nomial theorem. Asiatick Researches. Vol. II. p. 487. 


Ein Beweis von Palmquift in den Schwed. Abhandlun« 
gen. 1750. ©. 2357, 

Cauchyꝰs Cours d’Analyse algebrique. P. I. Paris, 1821. 
ift überall zu citiren, wo es auf gründlidye analytifche Unterfns 
dungen anfommt. M. f. p. 164. p. 291. 
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Bürmannifche Reihe ift eine von Buͤrmann, Pros 
feffor zu Mannheim, gefundene und ſchon im Jahre 1796 dem 
Zranzöfifhen Inſtitut vorgelegte Reihe zur Entwidelung einer 
beliebigen Function X von x nad) den pofitiven ganzen Potenzen 
einer andern beliebigen Sunction u von x (Memoires de I’In- 
stitut. Tom. 11. p. 14. 15. Legendre Exercices de Cal-. 
eul integral. Tom. II. Paris. 1817. p. 330. Lacroix 
Traitö du Calcul diff. et du Calcul int. T. III. Sec. ed. 
Paris. 1819. p. 623.). | 


1. Da u eine Zunction von x, alfo aud) umgefehrt x eine 
Function von u if; fo fann man auch X ale eine Eumchion von 
u betrachten, umd es ift folglich nach der Maclanrinfchen Reihe 
(Taylor's Lehrfag. 12.), wenn wir für u=0 


ſetzen: 
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z fey im Folgenden immer eine Function von x ‚ weldge mit u 
zugleich verſchwindet, fo daß aber das Verhaͤltniß — nie unend⸗ 
lich wird. | 

2, Es ift immer 


Or. u(&)" | | (2) 
di 


en = »(a-43)(nn2).„a-r+1, ’. 


wenn man nad) der Differentiation z = 0 feßt, 


Sp —=p, und | 
PT ZA HAT HA +... + Aldzs £ ...., 
ur () = 2" pu⸗x u zr | AO + Az + 432 tie + Amze + m..h. 
Fuͤr nr iſt offenbar 


Oa.ur 1. 


= r(r—1).2.1A% £ (r+41)r..3.2A'z + un 
Alfo für z= 0: | 

0° .ur a a 

— — = n(n—1).,3.1A° J 
Fuͤr z = 0 iſt aber: 

put = (2) za, 

Alſo 

On. ()" z 

— — = nfart)..2.1.(2) 

An (2) 

n)lamrl) ee ' 


da n— r == 0 iſt. 

Iſt ferner n>r, fo iſt klar, daß der nte Differentialguo- 

tient des allgemeinen Gliedes Am zurr obiger Neihe  - 
@FNa@+rm1).@+r—n+ 1) AR) zupren 


iſt. Fuͤr Hr <n kommt unter den Factoren 


z+r,s+tr—l,s+ro2,...s+tren+i 


ſtets einer vor, welcher — O iſt. Fir 4n enthaͤlt obiger 
Differentialquotient eine poſitive ganze Potenz von z, und ver— 
ſchwindet folglich für z=0. Man erhält alfo den Werth yon 


url)" 
— an 
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für 2=0, wenn man 
sFr=mn,smn—-r 
feßt, fo daß alfo fr z=0: 
z\n 
au) 
zu 
it. Da nun aber nad) der Maclaurin’fchen Reihe 
zy Nm | 
Aluer) — ‘ Önerpa=t ne an. (=) ; 
— 1.2.3..m—r)dan-r — 1.2.3..(n—r)dan-r 
ift, für z — 0; fo iſt unter derfelben Vorausſetzung: 





= n(n—1)(n—2)..2.1Alu-r) 


Au (2) u an, (2) 
— * a(n—1)n—2)..(n—r Hi) — ’ 
w. 4. b. w. 


3. Fuͤr Sr if 
n—1 „0.p® \ 
0 (a "d2/ _ e.urp® 
Ku 77 > 77 vun 
wenn man z=0 febt. 
Es ift nämlid) Ä 
j „g.p® — Op RER 4! in—} Op 
wem ul) 
* — = ——#.(n—r) cn 
n O.pu=r 


’ yeah Ta, 
Aber nad) (2.) 


pe— A 4 Az 4 AU + ... + Az 2... 
iz A + 2a + 3A” Az en 


Alfo 

u &;p — Fuer ki [AKA IA Az -. 
Sir n=r wäre der Nenner n—r—0, und fir n <r wär 
diefer Nenner negativ, Im erftern Falle würde alfo vorftehende 
Reihe nicht mehr Statt finden, und auch n <r ift nicht zu⸗ 
fäffig, weil, mie wir fogleich fehen werden, das Folgende auf 
dem in (2.) berwiefenen Satze, bei welchem offenbar n nicht flei- 
ner als r feyn darf, beruhet. Das (mn — I)te Differential des 





— 
— 








allgemeinen Gliedes 
nx 
n—r 





Al) zuhr—1 
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sift offenbar: | 
Ber—NEhr— 2). ron 1). Az 


Iſt nun + rZn—1, fo ift immer einer der Factoren 
*+r—1,x+r—2, x+r—3,... x+r— n+1 


=(0. fte+r>n, fo enthält obiger Differentialguotient 
eine pofitive ganze Potenz; von z, und verfchwindet folglich für 
z=0. Man muß alfo, auf aͤhnliche Art wie in (2.), 


*trrzn,s=n-—r 


feßen, und erhält demnach für z=0: 


fl „dpa | Ä 
e ae = n(n—1)n—2) .... 140n , 


Aber nach (2.) | 
| dr (2) 
n(n—1)(a— 2). 1Aa-m=n(n—1)..(a—r+1). a 


zz \n 
_Mw(t) _ Öe.urpm — 
— zu — 
immer für z=0, Alſo unter derfelben Vorausſetzung: 


2 O.pn 

om (uw u Ön,ur pa 
s zu-ı = zu 
w. z. b. w. 

Fuͤr n — r iſt 

| u &; Pt nun pam nuzn-ı © .” 
Differentiirt man num diefes Product n— 1 Mal, fo enthält 
jedes Glied des Differentialg offenbar einen der Factoren u oder 2, 
fo daß alfo, da nad) - der Borausfeßung z und u jugleich ver— 
ſchwinden, dieſes Differential für z= 0 verfchivindet. Iſt 
n<r, fo ift 

ul; = nurpn-i ce = nun+i zul . 


wor—n +1+n—i1=r>n ift, fo daß alfo, nach einer 
ganz Ähnlichen Schlußweife, wie vorher, ebenfallg 


On-1 (u Sr ) 


. on 





it, für — 0, 
4. Nach (1.) ift num 


v 


EEE 
Buͤrmanniſche Reihe, | 345 


Xps = Topr + TRTTE "q 2 3 + 0. 
as ur - 
| — u... 
' 02.Xpn On.pe  T’ Ön.up  T” — u?’pn 
Te teen + 
Te) Aa,urpi Ri 


r Pr FE Per Ozu a 











„+ Te, 


oder nad) (2.) 
Omi xp⸗ Ön,pn Or- ‚pn=1 ; 
— u Te, ZH + =T. — I 


n (n — 1) o-2, pr=? 
t 
n(n—1)(n—?2), .., An=3.pn—3 
* 1. 2.3 T”. ‚ dzn—3 


.. 7) 2 82 82 8 oe 


+ 2m-n. + Tin, 


Ferner ift 
7’ .pr 


P* _ To ,G, pt J 
ar er 2 rt. 
Tr) d.pe ü 
u ee 





Op 
+ ' Tr) am (ur R) 
1.2.3..r" Oza-ı 
ee Be ' 
Aber für n>r nad) (3.) und (2): 
9. po 
Ani (ur * ) On-r pn—r 
— — = n(n—1) ... zug us 


und nad) (3.) 


On air p® ) 
——= 
alfo 
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d.pn 
on (xS5E — a. pa n T Ani pri 
— —— 


n(n—1) er On—2, pn—2 
+ 1,2 T. O2n—2 
n(n—1)(n—?2) .. An—3,pn-3 
+ 1.2.3 T”. zn 





da die folgenden Glieder verſchwinden. Es iſt folglich, wie fe | 
gleich) erhellet: 


En. x _ | On (xp ‚pa 


zu—i = T) 
a OK Ö.pn 
\ — En = To) 
d. i. 
da=1 (PS 
Ta) = 
— 


— unter der Vorausſetzung, daß man nach der Differentiation 
0 ſetzt. | 
Sind alfo u und. z zwei zugleich verfchiwindende Sunctionen 
von x, fo iſt für jede Function X von x, wenn wir 


4‘ 


z 
= p 


u 
X oX u ICh m 
Aut? Pa Tr an 17 


WER: 





» u.“ 2 °. 2—— 


wenn man auf der rechten Seite des Glaichheits jeichens in X, 


Pe und allen EEE nah der Differentiation 
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5, Sey | 
— uchätde Anke? 17: Kb Au Aueh α 
fo ift 


z=a+ up(x) 
und 








wenn man auf der rechten Seite — 0, d. i. —— ſeht. 
Segen wir nun X— vx, a=y; ſo iſt hiernach, wenn 

; my + upr, yax ugs 

It; 


‚ou 
= dyy u ale) ” us 
“SWrWNg,TTt y 173 





welches die Lagrange'ſche Keihe Thl. u. 8. 632.) iſt, die 
alſo aus der Buͤrmanniſchen folgt, 


6. Für 
it u 6(x) — (a), sa x a 
l 
_2__ IR — ———— 
alſo P=7 RK _ 758 ze 
= (x) gla)\-1OX) u 
ar 4 (A? ) FT R 
2 (fo) — va\-2X) us 
u; hr 


ge 8* = zen,” 2 u 
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— vd — #(a) — e(a)\-n = ne, 


om-ı\ x a JS Al'l.2. 
wenn man auf der vechten Seite z=0,di.x=a fet. 
Für 'p(a)=0 wird: ’ 


px) \-ICX u 
=. Br *7 


+ 2ER, ge u: 





. 








0? — · 4x m 
“all Ahr 


wenn man auf ber: rechten - Sit x=a feßt. 
Sy z. B. X=b; p(x)=xer, Aus der Gleichung 
yla)=0= ac 
folgt a=0. Auch ift, wenn wir die natürlichen Logarithmen 
bloß durdy J bezeichnen: 


z=bib. 


gerner findet man durch fortgefegte Differentiation leicht: 
' On—!(c=nxbx]b) = Ib(Ib—nle )a-to-nz br , 


ni 





Alfo 





be=1 — ib — 2% — 
303 





+ b(ib— 310)? 2 — 
40% 


+ b(b— —4c)? = , 





+ Beste te 





C. 


Cardans Regel, Hill: Casum irreducibilem solvendi 
conatus, und Additamenta ad conatum, casum irredueibi- 
lem solvendi in Crelles Journal II. S, 303, und VII. 


S. 44, 
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| Gauftifche Flächen und Linien, 1. Der Weg eines 
Lichtſtrahls in einem homogenen diaphanen Medio bleibt nad) 
den erften Gründen der Optif fo lange eine gerade Linie, fo lange 
der Lichtſtrahl nicht eine feſte Släche trifft, oder in ein anderes 
homogenes diaphanes Medium von verfchiedener Dichtigfeit- uͤber⸗ 
geht. Im erſten Falle findet eine Zuruͤckwerfung oder Re— 
flerion, im zweiten eine Brechung oder Refraction ftatt, 
Die Sr der erftern unterfucht die Katoptrif, die der letz— 
tern die Dioptrif. Der Punkt, in welchem bei einer Neflerion 
der Lichtſtrahl die zuruͤckwerfende feite Fläche, bei einer Refra—⸗ 
ction die Fläche trifft, melde die beiden diaphanen Media von 
einander fcheidet, heißt der Einfallspunft, und eine durd) 
denfelben auf die entfprechende Fläche gezogene Normale dag Ein. 
fallsloth. Der Winfel, weldyen der einfallende Strahl met 
dem Einfallslothe bilder, heißt der Einfallsmwinfel, und deir . 
von dem zuruͤckgeworfenen oder gebrochenen Strahle mit dem 
Einfallslothe eingefchloffene Winkel wird refpective der Nefle 
xrions- oder Nefractionsmwinfel genannt. Der einfallende. 

und der zuruͤckgeworfene oder gebrodyene Strahl liegen, wie die 
Katoptrif und Dioptrif lehren, mit dem Einfallsiothe ftets in 
einer Ebene. Der Einfallswinfek ift immer dem NRefleriond« 
winfel gleich, welches das Grundgefeß der Katoptrif iſt. Bei 

der Drehung ift für diefelben zivei diaphanen Media das Ver— 
hältniß der Sinus des Einfalld- und Refractionswinkels, d. 5. 

das Drehungsverhältniß, ein conftantes Verhältmß, wel⸗ 

ches das Grundgefeß der Dioptrif iſt. In der Katoptrif und 
.Dioptrif erfcheinen Ddiefe beiden Grundgefege als Reſultate der 
Erfahrung, find aber aud) das Einzige, was diefe beiden Wiffen- 
fchaften der Erfahrung entnehmen, indem alles Uebrige aus diefen 

beiden Gefegen durch Schlüffe, denen nicht im Mindeiten geome- 

teifche Evidenz mangelt, abgeleitet wird. Für gegenwärtigen Are 
tifel find diefe Geſetze bloß geometrifche Bedingungen, welchen 

zwei eine beliebige .frumme Flaͤche oder Linie in einem Punkte 
treffende gerade Linien in Bezug auf ihre Lage gegen die in Rede 
ſtehende frumme Fläcdye oder frumme Linie. unterworfen find, fo 

daß wir alfo, indem wir die Natur folcyer geraden Linien hier 

näher fludiren, durchaus nicht aus den Gränzen der reinen Mas 
thematif heraustreten, indem alles Folgende ganz den Charakter 

der theoretifchen Geometrie an fi) tragen wird. Wir gehen von 

einem geometrifchen Problem aus, welches ung zu einem Lehrſatz 
führen wird, der ald die Grundlage diefer ganzen Theorie zu be= 
trachten ift. 


2. Seyen zwei willführliche feſte krumme Flächen im Raume 
gegeben, welche wir durch F und F’ bezeichnen wollen. Dentt 
man fi) num zwei bewegliche concentrifche Kugeln S und 8’, 
welche fich fo bewegen, daß ihre Halbmeſſer fidy zwar. ändern, 
aber immer ein gegebenes conſtantes Verhältniß zu einander: be= 
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halten, und daß dieſe beiden Kugeln die beiden gegebenen laͤchen 
ſtets berühren, die Kugel S die Flaͤche F, bie Kugel & die 
Suce F; fo wird bei diefer Dewegung der gemeinfchaftliche 

ittelpunft der beiden Kugeln eine dritte Fläche befchreiben, des 
ren Relation zu den beiden gegebenen Flächen zu beftimmen die 
Yufgabe it. . 

Dir beginnen mit dem einfachften Kalle, indem wir voraus 
fegen, daß die gegebenen Flaͤchen beide Ebenen find ‚ welche wir 
dur E und E bezeichnen: wollen, Die gefuchte Fläche mag 
immer durch G bezeichnet werden. Für irgend eine Lage und 
Größe der beiden Kugeln fey C ihewgemeinfchaftlicher Mittelpunft, 
und B, B’ feyen ihre refpectiven Derührungspunete mit den btis 
den gegebenen Ebenen, -alfo BC, B'C ihre auf benfelben ſenk⸗ 
rechten Halbmeſſer. Durch den gemeinfchaftlihen Durchfchnitt 
der Ebenen E, E und das Centrum C denke man fid) nun eine 
dritte Ebene gelegt, und nehme in derſelben einen beliebigen 


Punkt C, an, von welchem man auf die beiden gegebenen Ebe⸗ 


nen die Perpendifel B,C,, B,C, fällt. L fey der Punft, in 
welchem der gemeinfchaftlice Durchſchnitt der drei in Rede fies 
henden Ebenen yon der Linie CC, geſchnitten wird, fo ift offenbar 
BC _IC BC _ LG 

Alſo 
5,0, Ba BO" Ro, 

Demnad) ift offenbar auch C, der Mittelpunkt, und B,C,, 
B,C, find die Halbmeffer zweier concentrifchen Kugeln, weiche 
den Bedingungen unferer Aufgabe genügen, Auf diefelbe Weiſe iſt 
überhaupt, jeder Punkt der durch C und den gemeinſchaftlichen 


Durchſchnitt der gegebenen Ebenen gelegten Ebene ein foldyer Mittel 


punft, fo daß aljo diefe Ebene die gefuchte Flaͤche G ift, indem 
man fid) aus dem Dbigen zugleich leicht überzeugt, daß auch fein 
Punkt außerhalb derfelben die Bedingungen der Aufgabe erfüllt. 


Seyen jeßt F, F zwei willkuͤhrliche krumme Flaͤchen, C 
fey ein ‚beliebiger Punkt der gefuchten Fläche G, und B, B! feyen 
die entfprechenden Berührungspunfte der beiden Kugeln mit den 
gegebenen Flächen. Für eine unendlich Fleine Aenderung der Lage 
des Punktes C, und fomit aud) der Größe der beiden Kugeln, 
kann man jtatt der Flächen F, F' die fie in den Punften B, B' 
berührenden Ebenen E, E fegen, und der Mittelpunkt der beis 
den Kugeln wird ſich nad) dem Vorhergehenden auf einer die ges 
fuchte Fläche G in dem Punkte E berührenden Ebene E, bewe⸗ 
gen, fo daß die Ebenen E, E, E, ſich in ein und derfelben 
geraden Linie fehneiden. Die Flächen F, F’, G haben alfo die 
Eigenfchaft, daß die diefelben in den Punkten B, B’, C berüßs 
venden Ebenen E, E, E, fi) ftets in ein und derfelben geraden 
Einige, fchneiden. Legen wir num. durch den Punkt C eine auf 


‘ 
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diefer gemeinfchaftlichen. Durcchfchnittslinie ſenkrechte Ebene E,, 
fo ift far, daß die Ebenen E, E, E, fümmtlid) auf derfelben 
ſenkrecht find, und daß folglidy ſowohl die durd) C gehenden 
und auf den Ebenen E, E fenfrechten Linien BC, BC, als 
auch das durch den Punft C auf die Ebene E, errichtete Pers 
pendifel, ſaͤmmtlich in der Ebene E, liegen. In Fig. 5. fen die 
Esene des Papiers die Ebene E,, und Le, Le, Le, feyen 
die Durchſchnitte der Ebenen E, E, E, mit diefer Ebene. Be— 
zeichnen wir nun die von BC und BC mit dem durch C auf E, 
errichteten Perpendikel eingefchloffenen Winkel refpective durch & w 
* a', fo erhellet leicht, daß «= BLC, @ = BLC if. 

Alſo 


— BC sina’ = B’G 
gsına = LG f} a = ic . 
Folglich durch Divifion: 
sine _ BC 





j sinu BC’ 

— alfo sina:sina’, wie BC: B'C, ein conſtantes Verhaͤlt⸗ 

m l * z { 
Aus allem Vorhergehenden ergiebt. fich folgender Lehrſatz: 


Wenn zwei concentrifhe Kugeln von verändern 
lihem Radius im Raume ſſich fo bewegen, daß ihre 
Radien ftets ein conftantes Verhältniß zu einander 
haben, umd von ihnen immer beziehungsweiſe zwei 
gegebene feite Flächen berührt werben; fo iftder Dre 
ihres Fee Dahl Mittelpunfts eine Fläde 
von folder Beſchaffenheit, daß, wenn man von ei— 
nem beliebigen Punkte in derfelben auf fie und auf 
die beiden gegebenen Flächen ſenkrechte Linien zieht, 
diefe drei Normalen immer in einer Ebene liegen, 
und die Sinuß der von den beiden legtern Normalen 
mit der erftern eingefchloffenen Winfel in dem com 
ſtanten Verhaͤltniß der Halbmeffer der beiden Ku— 
geln zu einander fichen. 


3. Erinnert man fid) bei diefem Sage nun an dad Grund» 
gefeß der Dioptrif oder der Brechung der Lichtftrahlen (1.), fo 
ergiebt ſich aus bemfelben unmittelbar das folgende Fundamens- 
tal» Theorem : Ä 

Wenn zwei homogene diaphane Media von ver 
fhiedener Dichtigkeit durd eine beliebige Fläche 
von einander gefchieden werden, und die einfallen 
den Lichtſtrahlen haben eine foldhe Lage, daß fie 
ſaͤmmtlich von einer auf ihnen fenfrehten Flädhe 
eſchnitten werden fönnen, fo giebt eg immer aud 
für ſaͤmmtliche gebrodene Strahlen eine folde or 
tHogonale Transverfalfläde, und die.von irgend 


352°. -Gauflife Flachen und Linien. 


einem Punkte im der die beiden bredhenden Media 
von einander fheidenden Fläche auf diefe beiden or- 
tbogonalen Transverfals Flähen gezogenen Nor- 
malen ſtehen immer in dem conftanten Verbältnif 
der Sinug des Einfalld- und Refractionswinkels 
r einander. Auch fiehbt man, daß jeder orthogona— 
en a der einfallenden Strahlen 
eine ortbogonale Lransverfal-Flähe der gebroche— 
nen Strahlen entfprehen, und immer obiges Geſetz 
ftatt finden muß. 


4 Man fann diefen Sag auch fo ausdrüden: 


L Wenn zwei homogene diaphbane Media durch 
eine beliebige Flädhe von einander getrennt, und 
alleeinfallenden Strahlenvoneineraufibhnen fenf- 
rechten Flaͤche gefhnitten werden; fo befchreibe man 
aus allen Punften der die beiden brehenden Mittel 
von einander fcheidenden Flähe als Mittelpunften 
Kugeln, deren — zu den Entfernungen der 
entſprechenden ittelpunfte von der orthogonalen— 
Trausverſal-Fläche der einfallenden Strahlen in 
dem conftanten Verhältnif der Sinus des Refrac— 
tions# und Einfallgmwinfelg ftehen: dann wird im- 
mer die diefe ſaͤmmtlichen Kugeln einhüllende 
Fläche eine orthbogonale Transverſal-Flaͤche der ge 
brodenen Strahlen feyn, 

Nimmt man die einfallenden Strahlen fämmtlich unter ein- 
ander parallel an, fo ift jede auf ihnen ſenkrechte Ebene eine pr- 
tbogonale Transverfal- Fläche diefer Strahlen, woraus ſich fol- 
gender Lehrſatz ergiebt: 
| I: Wenn zwei homogene diaphane Media durd 
eine beliebige Fläche von einander geſchieden wer- 

. den, und die einfallenden Strahlen in einem diefer 
brechenden Mittel fämmtlidy unter einauder parallel 
find; fo befchreibe man aus allen Punkten der die 
beiden Mittel von einander trennenden Flädpe ale 
Mittelpunften Kugeln, deren Halbmeffer zu den 
Entfernungen der entfprechenden Mittelpunfte von 
einer willfübrlihen auf fämmtlidhen einfallenden 
Strahlen fenfrehten Ebene in dem conftanten Ber 
hältniß der Sinug des Refractions- und Einfall 
winfels ſtehen: dann ift die alle diefe Kugeln ein 
hüllende Slähe eine orthbogonale Transverſal— 
Släche ver gebrohenen Strahlen. 
| Laͤßt man die einfallenden Strahlen alle von einem Punkte 
ausgehen, fo ift jede aus diefem Punkte als Mittelpunkt be- 
fchriebene Kugelfläcye eine orthogonale Transverfal » Fläche der 


EEE 
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einfallenden Strahlen. Setzt man nun den Halbmeffer diefer Ku: 
gelflähen — 0, fo erhält man fogleich folgenden neuen merk— 
würdigen Lehrſatz: | h 

II. Wenn zwei Homogene diaphbane Media durch 
eine beliebige Ede von einander getrennt werden, 
und die einfallenden Strahlen alle von ein und 
demfelben Punfte ausgehen; fo befhreibe man aug 
allen Punkten der die beiden Mittel von einander 
trennenden Flähe Kugeln, deren Radien zu den Ent- 
fernungen der entfprechenden Mittelpunfte vondem 
ftrablenden Punkte in dem conftanten VBerhältniß 
der Sinus des Refractions- und Einfallswinfelg 
ftehen: dann ift die alle diefe Kugeln einhüllende 
Släde eine orthbogonale Transverfal-Fläde der ge- 
brodhenen Strahlen. z 

Denft man go bei der Meflerion "den zurückgeiworfenen 
Strahl über. den Einfallspunft hinaus rückwärts verlängert, fo 
wird augenblicklich erhellen, daß die Neflerion eigentlid) nur cin 
fpecieller Fall der Refraction it, eine Nefraction nämlich, bei 
welcher das Verhältniß der Sinus des Einfalls- und Refractions— 
winkels =1:—1, d. it. bei welcher die Sinus des Einfallg- 
und Refractionswinkels ſich bloß in den Zeichen unterfcheiden, 
oder bei welcher, wenn, wie,oben, & den Einfalls-, a den Re— 
fractionswinfel bezeichnet, « + « —=O ift, wobei man fic) aber, 
wie ſchon erinnert, dem reflectirten Strahl immer rüchvärts tiber 
den Einfallspunft hinaus verlängert denfen muß. Unter diefen _ - 
Borausfegungen ergeben fi) aus dem Vorhergehenden unmittelbar 
folgende Säße: \ 
IV. Wenn Strahlen, die alle auf einer beliebi- 
gen Fläche normal find, von einer zweiten willführ 
lihen $lächereflectirt werden; fodenfeman fid aus 
allen Bunften der reflectirenden Fläche als Mittel: 
punften Kugeln befhrieben, welche die aufden ein— 
fallenden Strahlen orthbogonale Transperfal- Fläche 
fämmtlich berühren: dann ift die alle diefe Kugeln 
einbüllende Fläche eine orthogonale Transverfals- 
Flaͤche der reflectirten Strablen. ! 

V. Wenn unter einander parallele Strahlen 
von einer beliebigen Fläche reflectirt werden; fo 
denfe man fih aus allen Punften diefer Fläche als 
Mittelpunften Kugeln befhrieben, welche eine wills 
kuͤhrliche auf den einfallenden Strahlen fenfredhte 
Ebene berühren: dann iſt die alle diefe Kugeln ein: 
huͤllende Fläche eine ortbogonale Transverſal-Flaͤche 
‚der reflectirten Strahlen. 
VI. Wenn Strahlen, die ſaͤmmtlich aus einem 
Punkte ausgehen, von einer beliebigen Flaͤche re- 
Supplem. zu Kluͤgels Wörter: 1. 
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flectirt werden, fo befhreibe man aus allen Punkten 
der reflectirenden Fläche als Mittelpunften Kugeln, 
welche durch den ftrablenden Punkt gehen: dann ift 
die alle dieſe Kugeln einhüllende Fläche eine ortho— 
gonale Trausverſal⸗-Flaͤche der reflectirten Strahlen. 


5. Daß die — Saͤtze mit der noͤthigen Modi- 
fication aud) für frumme Linien in einer Ebene gelten, erhelfet 
augenbliclih, wenn man nur annimmt, daß die orthognale 
Transverfal= Fläcdye der einfallenden Strahlen und die £rennende 
oder zurüchwerfende Fläche durdy Umdrehung ziveier krummen 
Linien um diefelbe Are entftanden find, und die Schnitte diefer 
Flächen betrachtet, weldye durdy Ebenen gebildet werden, die 
durch die gemeinfchaftliche Drehungsare gehen, Auch tiberzeugt 
man fich leicht, daß unter diefer Vorausſetzung die einhuͤllende 
Fläche in jedem Falle ebenfalls durd) Umdrehung einer Curve um 
diefelbe Are entftanden gedacht werden kann. Es wird über: 
früffig feyn, die obigen ſechs Iheoreme bier in Bezug auf Eurven 
in einer Ebene von Neuem aufzuftellen. Nur das Fundamens 
tal» Theorem mag hier einen befondern Platz finden: 
eder ortbogonalen Transverfal=- Linie der ein 
fallenden Strahlen entfpridht immer eine orthogo— 
nale Transverſal-Linie der gebrochenen oder ji 
ruͤckgeworfenen Strahlen, fo daß, wenn man von 
beliebigen Punften der frennenden oder zuruͤckwer— 
fenden Curve auf diefe beiden ortdbogonalen Trans 
verfalen Normalen zieht, diefe Normalen bei. der 
Brechung in dem conftauten Verhältniß der Sinus 
des Einfalld- und Refractionswinfelg zu einander 
fiehen, bei der Zurücdwerfung dagegen einander 
gleich find, wobei man nur zu bemerfen hat, daß im 
leßtern Falle die reflectirten Strahlen über den 
Einfallspunft hinaus rädwärts verlängert gedadt 
werden müffen | 


6. Erleidet ein Lichtſtrahl nicht bloß eine Brechung oder 
Zuruͤckwerfung, fondern mehrere Brechungen oder Zuruͤckwerfungen 
nac) einander, fo folgt mittelft einer leichten Scylußweife aus 
dem Vorhergehenden angenblicklih, daß es, wenn es für die 
einfallenden Strahlen eine orthogonale Trausverſal-Flaͤche oder 
Transverfal - Linie giebt, auch immer für die leßten gebrochenen 
oder zuruͤckgeworfenen Strahlen eine orthogonale Transverfal- 
Fläche oder Transverfal= Linie geben muß. 


7. Rad) diefen geometrifhen Betrachtungen wollen wir nun 
zu analytifhen Unterfuchungen übergehen, Seyen zu dem Ende 
F=0 F* 

die Gleichungen der orthogonalen Trausverſal-Flaͤchen der ein- 


i 
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fallenden und der gebrochenen oder zuruͤckgeworfenen Strahlen. 
Eben fo fey y 
G=0 
die Gleihung der die "beiden Mittel trennenden oder der zuriick 
werfenden Fläche. Die Coordinaten diefer drei Flächen folfen 
refpective durch X, y, 25; X, y, 25 X, Y, Z bezeichnet 
werden.“ Denfen wir ung von irgend einem Punkte in der die 
beiden Mittel fcheidenden oder zurüchwerfenden Fläche, deffen Coor- 
dinaten alfo nad) bem Dbigen X, Y, Z find, auf .die beiden 
Zransverfal » Flächen Normalen gezogen, fo find nad) dem Art. 
——— (22.) in dieſen Zuſaͤtzen die Gleichungen dieſer 
ormalen: 


x +0 (E)=0 1-7 +2 ()=0; + 
X—r + @-:,()=0, Y—-y+ 2-2y(5 =30. 


Die Quadrate diefer Normalen find nad) dem Art, Coordinate 
(12.) in diefen Zufäßen: 
(X—x)2 + (Y-y)? + (2-2)7, 

und (X—x)? + (Y—y)? + (Z— 7). ' 
Alfo nah (4, I), wenn wir das Brechungsverhältnif = min, 
und für den Fall der Zurücdwerfungg m = —noder m+-n=0 
feßen: 
n2(X—x)? + [Y—y)2 + (Z—2)2} =m? (X)? + (Y-Y)2HZrN)2}, 
fo daß wir nun folgende acht Gleichungen haben: 

F=-0,F=20,G=0; 


xx + 2-:)(E)=0,1-y +2-2)(%)=0; 


x—x + @-2),(%) =0,Y-y+ 2-2)($ =0; 
n2t(X—x)? + (Y—y)? + (2-2); =m?{(X—r)’+ (I Y)?+Z—7')?}, 
welche überhaupt die neun veränderlichen Größen x, y,2,x,y,Z, 
X,Y, Z enthalten. Nehmen wir nun zwei der Gleichungen 

j F=0,F=0,6=0 
als «gegeben an, fo bleiben ung noch fieben Gleichungen, aus des 
nen man jederzeit ſechs der obigen neun veränderlichen Größen 
eliminiren, und auf diefe Weiſe eine Gleichung zivifchen den drei 
übrigen. veränderlichen Größen, d. i. die unter den drei vorher- 
gehenden @leichungen als unbekannt angenommene Gleichung 
finden fann, Dan kann indeß noch andere weſentliche Vortheile 
darbietende Gleichungen finden, wobei wir, die Begriffe zu firiven, 
annehmen wollen, daß F=0, G=O bekannt ſeyen, und 
F=0O gefunden werden folle. Alle Differentialquotienten find 
bier, aud) wenn dies nicht befonders durch Einfchließung in Pa— 
32 
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rentheſen angedeutet wird, partielle Differentiale. Differentiirt 
man nun die Gleichung 
n2{(X—x)? + Y-Y?+(Z-2)’)=m’ (Ar)? + (I-y)? +H(Z@)?} 
in Bezug auf x, fo wird: ” 


[a9 (-1)+ un lra-n * J 


| „foX 0 „lo Oy\ „[OZ dr 
man (5 +-N(E- Fre) 
wobei zu bemerken ift, daß x, y ganz unabhängig von einander 
find. Aber, da Z als Function von Xund Y,z als Function 
von x und y’ betrachtet wird: 
07 _OZ 0X , 02 oX 
Ra tor 
oe _ Or AR | dry 
| Er 
welches, in obige Gleichung, gefeßt, giebt: 
621 X 021 0X 
E +e»ä]z + +25] 
= 1£X-: + 2-22] 
| I +e-n5] 24 +09]. 
in | 21 x 1 art 
-|x+@-2) =] > - sta] 


Folglich, wenn wir der Kuͤrze wegen 


— east) 


arten) 
fegen, nad) dem Dbigen: 


TE 


und ganz auf diefelbe Weife, indem man nach y differenfürt: 


woraus man leicht erhält: | » 
—R—— 
0 
IR 


\ 
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Wäre nun allgemein 


AED 


fo wäre dadurd) eine allgemeine Bedingung gegeben, welcher die 
Flächen, deren Gleichungen F=0, G—=O find, unterworfen 
feyn müßten, da doch offenbar diefe Flächen ganz willführlich 
angenommen werden Eönnen, und an eine folche Bedingung durch— 
aus nicht zu denken if. Es ift folglich im Allgemeinen nicht 


oX\ /d OX\ /CY 
Al DI Bei 
und daher wegen obiger Gleichungen 
‚P=0,0=0. 
Wir haben alfo num folgende acht Gleichungen: 
F=0,F20,6:0; 


X-x 4 (2—2)(5) =0,Y—y+ (an (or -0; 


n? [x—x + “2 (7)) = m? Ix-x42-2) —— 


n? Ir-r + 2-2 (5) = mt Ir-y + (Z—2') (7) h 
n? (X—X)? + (Ip)? + (Z-2)?) =m?{(X-r)? (IP rZR)°}. 


Diefe Gleichungen gewähren den wichtigen Vortheil, daß aus 
ihnen die Differentialquotienten 


07 07’ 
(2): (5) 
verſchwunden find, 


Sim F=0,G=O gegeben, fo bedient man fih, um 
die Gleihung FO zu finden, vorftehender Gleichungen, Sind 
F=0, G=0 gegeben, fo führt man, um FO zu finden, , 
flatt der Gleichungen | 


x-x+@2-2(5) =0, Y-y+2-2(5) = 0 
nur bie Gleichungen | 
X—r+ @-(55) = 0, — S0 


ein. Sind aber F=0, F=O gegeben, fo findet man bie 
Gleichung G = 0 mittelft der erftern obigen Gleichungen, aus 
denen die vorhergehenden abgeleitet worden find, Auf diefe Weife 
wird man nie der Integralrechnung bedürfen, 


Um ein Beifpiel der Anwendung diefer Gleichungen zu geben, 
fo feyen die beiden brechenden Mittel durch eine Kugelflaͤche von 
einander getrennt, deren Mittelpunkt. wir als Anfang der Eodr- 
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dinaten annehmen wollen. Die einfallenden Serahlen mögen alle 
aus einem durd) die. Coordinaten 'a, b, e beftimmten Punkte 
ausgehen. Die gegebene Gleichung ift alfo 
2+-+Y Zr; 
und, weil die Strahlen alle aus dem Punfte (a, b, c) ausgehen, 
fo haben wir: 
sea, ymb, 1 me. 


Aus der gegebenen Gleihung der Kugelfläiche folgt augenblicklich: 
0Z\ __X fAZÜ\__X 
(x)=- z’ (F)=- zZ ° 


Alſo Haben wir mittelft der obigen allgemeinen Gleichungen: 


y. Xoal _EeX—xZ cY—bZ zY—yZ, 
Da er ee Fi ’ 


ü E * n? ? m n 
(X—a)?+(Y—b)?+(Z— co)? _ RN)’ + (Y—)?+(Z— 7’)? 


m? n? 

Aus diefen drei Gleihungen und der Gleichung ber Kugelflaͤche 
muß man X, Y, Z eliminiren, um die Gleichung FF= 0 jwi- 
fhen x, y’, z’ zu finden. 

Aus den beiden erften der drei vorfiehenden Gleichungen, und 
der Gleichung der Kugel, findet man leicht: 

— (min) ——— 
(m?x—n?a)? + (m?y'’—n?b)? +(m?z —n?c)? 
(m?y'—n?!b)r 





Ya —— —— 
Y(m?x’—n? a)? + (m? y’—n?b)? — 
N — (m? !—n?c)r ‚ 
Y(m?x’—n? a)? + (m? y—n?b)? + (m! 7’ —n? c)? 
Folglich 


* 


(mꝰ x ⸗nꝰ a)X + (m?y'’—n?b)Y + (m?z’—n?c)Z 
= — ——— . 
Die letzte der drei obigen Gleichungen bringt man leicht auf die 
orm: 
(mm)X+Yı422) ” 
— 2[(m!’—n?a)X + (m?y—n?b)Y + (m’—n?c)Z)| =0, 
+ m?(x?+y'? 4 22) — n? (a? +b? +c?) 
oder i 
2{(m?x—n?a)X + (m?y'—n?2b)Y + (m?z’—n?c)Z)} 
=m’(x?£y?+z2+r2) — n?(a+b?hctH+r). 
— , mit dem Obigen verglichen, wenn man zugleich auf 
eiden Seiten quadrirt: 
‚dr{(m’x—n?2a)? + (mꝰ y - nꝰ b)2 + (m?z—n?c)?} 
= {mi(X?+y?+zZ? +72) n?(a? +b?+c?pr2)}?, 
die Gleihung der gefuchten orthogonalen Transverfalflädye der 
gebrocdyenen Strahlen. 
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Um ein Beifpiel-für den Fall zu haben, wenn die Gleichung 
G= 0 geſucht wird, wollen wir die Gleichung der Fläche be— 
ftimmen, von’ welcher die beiden Mittel getrennt werden müffen, 
wenn die aus einem Punkte, den wir als Anfang der Coordi— 
naten annehmen ‚wollen, ausgehenden Strahlen fi) nad) der 
Drehung wieder in einem durch die Coordinaten a, b, e gege= 
benen Punkte vereinigen follen, Wir haben alfo 

x=0,y=0, 2=0; u .!=c. , 


Folglich 
n?(X?+-Y?+22) = m?’{(X—a)? + (Y— py +(Z—c)?}, 
d. i. nach leichter Transformation: 
(mn) (X+Y+ 22) — 2m?(aX+bY+cZ)) ), 
+ m?(a?+b’+c?) * 
oder 
era 
= ——— +b?+ r 
- A) mn 
welches die Gleichung einer Kugel iſt. 


8. Sind 
F=0,F=0, G0 


Gleichungen krummer Linien in einer Ebene, ſo hat man sang 
wie vorher: 
— F=0,G=0; 


xy =0, X—x +1-Y)7 = 3 
n24(X— 2)? + (Y—y)?} = m’{X—r)? # (-y)?}. 
Differentürt man die legte Gieichung ſo wird: 


— + an - >)} 
= m (&-2)(% ==) + a-y(% -2) 
u [X + a-»R-[x-s+0-n2]} 


= m? lan + d- -»E-[a-n& * en 


Aber — 


x—r i Iy = 
volglich wenn man mit = auch 


wur) +(d-y — S0. 
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Alfo, wenn man zugleich auf beiden Seiten mit  multipliciet: 


mx 2400 y) = = m? Ix-r+a-nZl ; 
fo daß man folgende Gleichungen hat: 
F=0,F=0, G=0; 
x + 1-NI=0; 


m [x-x+0-n5) = m [x- rt ng ; 
n:{(X— x? +(Y-y’j =m’{(X—r)’+(Y—Y)’}, 
oder 
F=0,F=0, G=0; 


x-r+ a-nX% =0; 


m{x—x+ nz — m: Ix-x+a0-n5} ; 

n?{(X-x)’ + Y-y)}} =mt{(X—N)?+(V—Y)} - 

Alle diefe Gleichungen merden auf eine ganz aͤhnliche Art ange: 
wandt, wie vorher in (7.) gewieſen worden ift. 

9, An dem befondern Falle, wenn alle Strahlen aug ei- 
nem Punkte in derfelben Ebene —— „ in welcher die durch 
die Gleichungen F=0, F=0, G=DO dargeſtellten Curven 
liegen, bat man nady (4. III. VI.), wenn man diefen Punfi 


als Anfang der Coordinaten annimmt, die Gleichungen 


x=0,y=0. 
Folglich hat man für diefen Fall: 
j =05 G=0; 


x-x+1-NI=0; 


m|x + v5 = m[x-x40-n5) 3 

X 2]2 ma (X-x) + (Y-y’)}. 

Alle nun folgenden Beiſpiele ſollen ſich der Einfachheit weger 
bloß auf dieſen ſpeciellen Fall beziehen. 

10. Sey zunaͤchſt die Gleichung G = O der die beiden bre: 
chenden Mittel trennenden Curve gegeben, und die Gleichung F'=( 
der orthogonalen Transverfale der gebrodyenen Strahlen werd 
geſucht. Die gegebene Gleichung fey 

«X + fpY=y 
die Gleihung einer geraden Linie. Denft man fi) von dem 
Unfange der Eoordinaten auf diefe Finie ein Perpendifel gefällt, 
fo-find nach Principien der analytifchen Geometrie (Linie, gerade) 
die Coordinaten des Fußpunktes diefes Perpendikels: 
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er r 
Be a a ER.) 
a? 2 +? a? 2.2 82 

145: SE 145 Br 


wobei man ſich nur die gegebene Gleichung unter die Form 
— Io | 
7rt7 =! 


gebracht denken muß, Die Länge des in Rede ftehenden Perpen- 
difels ift 


2 

ß —— » 

= u Fe 
+5 en Ä 


Multiplicirt man num die gegebene Gleichung auf beiden Seiten mit 











L ’ 
a2. ß? 
fo wird: i ; 
| ay Y BETA. ; 

| st ai Tage 

und folglich), wenn wir die Coordinaten des Fußpunktes des von 
dem Anfange der Coordinaten auf die gegebene gerade Linie ge= 
fällten Perpendikels durch a, b, die Länge dieſes Perpendikels 
durch e bezeichnen: Se 

aX + bY = c? 

die Gleichung der gegebenen geraden Linie. Da 


Re En. : __Pr EEE, RER, 
Sam Par "yore 
ift, fo überzeugt man fich leicht von der für das Folgende wich» 
tigen Relation: 


a? 4 h2 c?. 
Da | 
oY — 
| oX— b 
ift, fo erhalten wir für den vorliegenden Sall aus (9.) leicht 
folgende Gleichungen: 
aX + bY = c? 
»?(|bX—aY} = m?’ (b(X—xr)—alY—y’)} 
n2/X?+ Y2} = m{(X—x)? + (Y-y)* 
aus denen nun X und Y eliminirt werden muͤſſen, um die ge- 
fuchte Gleichung zwiſchen x, y zu finden. | 
Den beiden erften Gleichungen giebt man Leicht die Form: 
aX--bY = ce? 


2 — 
bX—aY — — 
n*—ımn 
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und findet aus denfelben mittelft der Relation a? + b?— ct: 


= eX= ac + ee), 
— = ber abe), 

und hieraus: 

m? b(ay’ — bx’) 

m 

(Y-y)=c(b-y)— lee) . 

— man nun auf beiden Seiten die Quadrate und addirt, 

o wird: 


o X-x) 2 c’(a—r) + 


eꝛ x· .2) = cr „ Mlay—br)? : 


= (n? — m?)? 
e?l(X-x')? + (Y-y)?)=c? I(x’-a)?+ (y’-b)?} — m?(2n?-m?)(ay br")? 


(n?— m? )? 
Setzt man dies in die Gleichung 
"o{X+Y) = moal(X—r) + (Yy)}, 
fo ergiebt ſich als Gleihung der orthogonalen Trangverfale der 
gebrochenen Strahlen: 
m* (ay’ — br)? = c? (n? —m?){n? ce? —m?[(# —a)? + (y—b)?]} 
fo daß alfo diefe Transverfale eine Linie des zweiten Grades oder 


ein Kegelfchnitt if. Vorſtehende Gleichung bringe man leicht 
auf folgende Form: 


. min? et? 4 y2 ax + by’ —ct))=ntet + milar by’ — cr); 
oder, wenn man 
. 2m?n?c?(ax+by'—c?) 
addirt oder fubtrahirt: 
m?n?ci(x’2 +y'") = {n? c? „m? (ax’ + by’—c?) 2 

m nꝰ eꝛl (#20)? + (y’—2b)?} n? e - me (ax + by’ - e?)}? 
d. i. 

+ mneYx?+y? = n?o? Em?(ar+by'—ct) 

+ mul @ a) + Y-B) = mer—mi(artby—cr) 


oder, indem man diefe Gleihungen zu einander addirt, und auf 
beiden Seiten durch mne dividirt: : 


ENTF NT 2, 
wobei man aber zu bemerfen hat, daß die obern und untern 
Reichen ſich nicht auf einander bezichen. Da nun 
Yx?+y? und Y@—2a)? + (y — 


die Entfernungen eines willführlichen Punktes der gefuchten or- 
thogonalen Transverfale von dem Anfange der Eoordinaten oder 


Te 
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dem ftrablenden Punkte, und von einem durch die Coordinaten 
2a, 2b beitimmten Punkte find; fo ift die gefuchte Eurve offenbar 
entiveder eine Ellipfe oder eine Hyperbel, deren BÖrennpunfte der 
Anfang der Coordinaten und der Punft (2a, 2b) find, da bie 
Summe oder Differenz; der Entfernungen eines jeden Punktes der 
Curve von diefen beiden Punkten nach dem Obigen eine conftante ' 


Größe if. Die halbe Hauptare it — c, und die Coordina— 
ten des Mittelpunftes der Ellipfe oder Hyperbel find a, b, Die 
Ercentricität it = Ya? +b? =c, wie leicht erhellen wird. Iſt 
nun — ein echter Bruch, d. i. n<m, fo iſt Bie halbe Haupt- 
are fleiner als die Ercentrieität, und die Curve folglidy eine 
Hyperbel; iſt aber — ein unechter Bruch, d. i. n>m, fo ift 


die. halbe Hauptare größer als die Ercentricität, die Curve alfo 
eine Ellipfe., Dies führt zu folgendem wichtigen Theorem: 


Wenn zwei homogene diapfane Media durch eine, 
Ebene von einander getrennt find, und alle von 
einem beliebigen Bunfte ausgehende Lichtſtrahlen ' 
bei dem Uebergange aus dem einen Medium in dag 
andere gebrochen werden; fo find die gebrochenen 
Strahlen fämmtlidy auf einer durch Umdrehung ei— 
nes Kegelfchnitts entftandenen Fläche des zweiten 
Grades fenfreht. Der Mittelpunft diefer Kläde 
ift der Fußpunft des von dem ftrahlenden PBunfte, 
auf die die beiden Mittel’trennende Ebene gefäll 
ten Perpendifels, und der ftrablende Punkt if ein 
Brennpunft derfelben. Die Ercentricität verhält 
ſich zu der halben Hauptare wie der Sinus des 
Einfallswinfels zu dem Sinus des Brechungswin— 
kels. Die Drehungsare ift die Hauptare des Kegel» 
fchnitts, im welcher die Brennpunkte liegen, und - \ 
die Flaͤche ift ein Ellipfoid oder ein Hyperboloid (in 
diefem Falle une Hyperboloide a deux nappes), 
je nachdem der Sinus des Einfallswintels Fleiner 
oder größer ift als der Sinus des Brechungswin-⸗ 
fels, d. i. jenahdem die bredende Kraft des erſten 
Mediums größer oder kleiner ift als die bredende 
Kraft des zweiten. 


11. Denken wir und nun ein von zwei parallelen Ebenen 
begränztes bredyendes Medium , welches. in einem andern Medium 
von verfchiedener brechender Kraft liegt. Don einem Punkte in dem 
letztern gehen Lichtſtrahlen aus, welche bei ihrem Durchgange 
durch das erſtere zweimal gebrochen werden. Die Dicke des erſtern 
Mittels ſey — e, und die Entfernung der dem ſtrahlenden Punkte 
zunaͤchſt liegenden begrängenden Ebene deſſelben von diefem Punkte 


u. ES zZ 
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= 6 Der. ſtrahlende Punkt fen immer der Anfang der Coordi⸗ 
naten, Iſt num irgend ein einfallender Strahl gegeben, fo lege 
man durch denfelben eine auf den beiden parallelen Ebenen fent- 
rechte Ebene, in welcher fämmtliche Brechungen, die der Strahl 
erleidet, vorgehen werden, Diefe Ebene nehme man als Ebene 
der xy an, die Are der y auf ben beiden parallelen Ebenen fenf- 
recht. Die Gleidyungen der Durchſchnitte der Ebene der xy mit 
den parallelen Ebenen find hiernach offenbar 
yz=c,y=c+e, 
Die Gleihung des einfallenden Strahls fey 
— ax, 
fo it offenbar a die Cotangente des Einfallswinkels; alſo 
1 
rı +o: 
der Sinus diefed Winfeld. Da wir nun das Brehungsverhält: 
niß durdy min bezeichnen; fo ift 
g n 
: mYi-+a? 


der Sinus ded Brechungsivinfels bei der erften Brechung des 


Strahls. - Die Eotangente des Brechungswiukels ift alfo 


n * 


Die Eoordinaten des Einfalspunftes find 


x! = c 
ee . 


Solglich ift ; 
nn et ) (2) 

die Gleichung des gebrochenen Strahls. Verbindet man hiermit 

bie Gleichung y=c-+ e; fo findet man für die Coordinaten 

des Punktes, in welchem der gebrodyene Strahl die zweite pa- 

rallele Ebene fchneidet: 


c ne 

Fe 3, Kon er 

Dei der zweiten Brechung ift der ausfahrende Strahl, welche 
durch den fo eben beftimmten Punkt geht, offenbar.dem einfallen: 


7* — parallel, und die Gleichung des ausfahrenden Strahls 
iſt alſo: 


ne 


J-c—e:= alx — — 


5——— — 


ne 
‚y-me= - ae 
— Ym?(1$+a@?)—n? 
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Aus diefer Gleichung ift e ganz verfchtwunden, woraus folgt, 
daß die. Richtung des audfahrenden Strahls ungeaͤndert bleibt, 
wenn man daß zivifchen den beiden parallelen Ebenen eingefchloffene 
Mittel dem ftrahlenden Punfte, parallel mit ſich felbft, nähert, 
oder von demfelben entfernt,, Die Richtung der ausfahrenden 
Strahlen bleibt alfo ungeindert, wenn man auch c = o ſetzt. 
Dann bat man aber offenbar den in (10.) behandelten all, 
wenn zwei brechende Media durch eine Ebene von einander ges 
fehieden werden, und das a, a. D. bewieſene Theorem gilt alfo 
auch) für den gegenwärtigen Fall, Der ftrahlende Punkt ift, wie _ 
in (10.), ein Brennpunkt; der Mittelpunft des Kegelfchnitts, 
durch deffen Umdrehung die ortbogonale Zransverfal= Fläche der 
ausfahrenden Strahlen entitanden ift, liegt auf derfelben Seite 
des ftrahlenden Punktes, auf welcher das zwifchen den beiden 
parallelen Ebenen eingefchyloffene Mittel liegt, und die Ercentricität 
ift der Dicke diefes Mittels gleich. Die orthogonale Transverfal« 
Fläche ift ein Ellipfoid oder Hyperboloid (A deux nappes), je— 
nachdem die brechende Kraft in dem von den parallelen Ebenen 
eingefchloffenen Mittel die größerere oder die kleinere ift. Die 
Ercentricität verhält fi) zu der halben Hauptare wie der Sinus 
des Einfallswinfeld in dem von den parallelen Ebenen begränzten 
Mittel zu dem Sinus des Brechungswinkels .in dem ziveiten ges 
gebenen Mittel. 


12. Sei nun ferner die die beiden- brechenden Mittel tren- 
nende Curve ein Kreis. Der Mittelpunft diefes Kreifes werde 
als Anfang der Coordinaten angenommen, und a, b feyen die 
Eoordinaten des ftrahlenden Punktes. Der Halbmeffer des gege- 
benen Kreifes ſey = r, alfo \ 

+ Vor 
die Gleichung deffelben, Man bat alfo nad) (8.) für diefen Fall 
folgende Gleichungen: | 
| rF=0,%X’-»Y!=r; ‘ 


Be. Ix-a+0-05) = m (x) 
n2 (X—a)2 + (Y-bi}) = mi (X-Kj HIN) 
die Gleihung F= 0 wird geſucht. 


Da 
xı zo 
a: aa 
ift; fo bringe man diefe Gleichungen leicht auf folgende Form: 
X+-Y? —r? 


n2(aY—bX) = m(Y—y’X) 
n?1(X—a)? + (Y-b’} = m?{(X— x)? + (Y—y)?}, 
woraus fich ferner Teiche folgende zwei Gleichungen, die in Bezug 
auf X, Y- vom erften Grade find, ‚ergeben: 
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(m’y—n?b)X— (m’X—n!a)Y= f) 
2 (m?z’—n?a)X + 2(m?y—n?b) Y=m?(xX?+y’?+r?)—n?(a?+b?+r?) 
Addirt man zu dem Quadrate der zweiten das vierfache Quadra 
der erften; fo erhält man, indem man X? + Y?=r? feßt: 
“r® | (m®x’-n®a)? +(m?y;-n?b)?} = [m?(x’?+y’’+r?) —n?(a®-}-b2-}r?)}? 
Dies ift die Gleihung der gefuchten ortbogonalen Transverfale 
melde wir nun nocd auf eine andere Geftalt bringen wollen 
Man erhält naͤmlich leicht durch Entwicelung der einzelne 
Glieder: | 
2m? n? {(ad +b? + r?)(X + 2) — Ar? (ar +by’)} 
= m?* (x’* + y'—r’)? + n’(a® + bh? — r! * 
und, wenn man 
2m? n?(a® + b?—- rt Ax⸗ 452r) 
auf beiden Seiten ſowohl addirt, als auch ſubtrahirt: 
Amtn?{(a? +b*)(X?+y?) — 252 (ax 4 by)) 4 rt} 
— m ( x⸗ +y°'—r) + n?(a® +b!—r2)}? . 
Am! n? r?|(X—a)? +(y—b)?} = {m*t(z?+y’®—r?) — n?(a®+b?—r?)!2 
oder: 
+ ZmnY(a® +b*)(Xt Hy?) — 2rtlan+by)+r' 
= m’(xX?+yt—r?) + n?(a®+b?—r?) 
+2mnr Y(X—a)? + (y—b)? =mt (X + yt—r2)— u® (a?+b?—r? 
wo fidy aber die obern und untern Zeichen nicht auf einande 
beziehen. Zieht man diefe Gleichungen von einander ab; fo er. 
hält man: 
+ mTYfa’+b?) (a4 y") ara +by)+r? + mr Y(@—a)2+y—b)' 
| = n(a?+b?_—r?) 











oder auch: 


ar? 


re ee Hr a 
= —(a2+b2—r?) . 


Die ortbogonale Transverfale der gebrochenen 
Strahlen ift alfo eine Linie des vierten Grades, 
weldhe, wie aus obiger Gleihung augenblidlid 
folgt, die Eigenfchaften hat, daf die Summe odeı 
Differenz der Producte, weldhe man erhält, wenn 
man die Entfernungen eines jeden Punktes diefer 
Eurve von dem durch die Coordinateu a, b beftimm- 
ten ftrablenden Punkte, und einem duch die Coor— 


dinaten rap en beffimmten Punfte, reſpective 
in die beſtaͤndigen Factoren r und multipli— 
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eirt, eine conftante Größe if. Werden die beiden 


brechenden Mittel durd eine Kugelflähe von eins. 


ander getrennt, fo ift die ortbogomale Transperfal- 
Fläche eine durh Umdrehung einer Eurve von obi— 
ger Defchaffenheit entſtandne Flähe Die Dre 


bungsare ift dann die durch den firablenden Punkt 


und den Mittelpunft der Kugel gehende gerade kinie, 


13. Wir betrachten num nod) ein Beifpiel für den Fall, wenn 
die die beiden Mittel trennende Curve gefucht wird. Die Strahlen 
mögen wieder aus einem Punkte ausgehen, welcher als Anfang 
der Coordinaten angenommen wird, indem wir ung unter diefer 
a die Frage vorlegen, von was für einer Curve die 
beiden Mittel gefcyieden werden müflen, wenn die gebrodjenen 


Strahlen wieder in einem dur die Coordinaten a, b gege— 


benen Punfte zufammenlaufen follen, 
An diefem Falle hat "man alfo 
_=0,7)=0; =, y=b. 
Die Gleichung Er 
x! + (1-Y)y=0 j | 
in (9.) ift die Gleihung der auf der orthogonalen Transverfale 
der gebrochenen Strahlen normalen Linien, und ift in diefem Falle 


von ſelbſt erfüllt, weil man ſich die orthogonale Transverfale . 


der gebrochenen Strahlen bier als einen mit dem Halbmeſſer 
— 0 um den durch die Coordinaten a, b gegebenen Punft be= 


fehriebenen Kreis vorftellen fann, Man hat alfo nach (9,) bloß. 
\ 


noch die Gleichungen | 

mx + vn} = mex—a + a 

n2{X? + Y2} = m’[(X—a)? + (Y—b)?}. 
Differentüirt man die zweite nad) X, fo erhält man die erfte, 
und bat alfo bloß noch die zweite zu berüchichtigen, welche daher 
die Gleichung der gefuchten Curve iſt. Dan bringt diefe Gleis 
chung leicht auf die Form: 

(nt— m!)(X?+Y?) + 2m?(aX+bY) = m? (a® +b?) 

oder, wenn man auf beiden. Seiten | 








m*a* m+b® _ m*t(a®+b?) 
(n? — m? )? (n?—m?)? 7” (n? —m? )? 


addirt, nachdem vorher die Gleichung durd) n? — m? divibirt 
worden ift: 


m? 2 m? 2 | mn Ä a? + b*? 2 
Ir ae} + fr eb} "m N“ 
Die gefuchte Eurve ift alfo ein Kreis. Die Coordinaten des 
Mittelpunftes find Ks 
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m? m? 


n? — m? b; 
der Halbmeffer ift 
. mnYa? + b® 
n?— m? 


Die Entfernung des Mittelpunftes vom firablenden Punkte ift 


m?a ® m?b * m’Ya:+b?® 
= | (u) +) 


und die Entfernung des Mittelpunftes von dem durch die Coor⸗ 
dinaten a, b gegebenen Punkte 


TH ee - 





Das Product diefer beiden Entfernungen iſt 


_m®n®(a?+b?) 
= a 

d. i. = dem Quadrate des Radius. Da 

— — — b=a:b 

. n? — m? n? m m? 
ift, fo liegen der frahlende Punkt, der Mittelpunft des Kreifes 
und der durd) die Coordinaten a, b gegebene Punkt, d. i. der 
— — der gebrochenen Strahlen in einer geraden 

inie. 
Iſt m<n, ſo ift mn > m?, mn </n?, alſo auch 

mnYa’+b? _ m?:Ya:+b? n?Ya!+b: 


— — a — 
n? — m? n?— m? ? n?’— m? 


ft aber m>n, fo ift mn <m?, mn >n?, und folglich 
mnYa’+b?_ m’Ya’+b® nYa®+b® 


Een ee en ee 
n? — m? n?— m? ? n® — m? 


Am erften Falle liege alfo der ftrahlende Punkt innerhalb, ver 
Dereinigungspunft der gebrochenen Strahlen außerhalb des Kreifes. 
Am zweiten Falle findet das Umgefehrte ftatt. Noch iſt zu be- 
merfen, daß der firahlende Punkt und der Vereinigungspunft 
der gebrochenen Strahlen ſtets auf einer Seite des Mittel: 
punfts liegen. Die Coordinaten des Mittelpunfts find naͤmlich 
nach dem Dbigen: 


= r, 


m? m? 
- mr Dam 
Iſt nun n> m, fo find diefe Coordinaten den Coordinaten a, 
b des Vereinigungspunftes der gebrochenen Strahlen entgegengefest, 
und diefer Punkt liegt aljo offenbar mit dem ftrahlenden Punfte, 
deffen Eoordinaten beide = 0 find, auf einer Geite des Mittel: 
punkts. Iſt n Om, fo haben die obigen Eoordinaten mit a, b 


N ’ 
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zwar gleiche Vorzeichen, aber — 
und folglich 


m? ‚ m? 
nm >b 
woraus fi unmittelbar Daffelbe ergiebt, wie vorher, 


Hieraus leitet man folgenden Satz ab: — 

Wenn eine durchſichtige Kugel ſich in einem ho— 
mogenen Mittel von verfchiedengr Brechungskraft 
befindet, fo giebt es auf jedem Durchmeffer derfelben 
immer zwei Punkte von folcher Lage, daß die von 
dem einen ausgehenden, und an der Dberfläce der 
Kugel gebrochenen Strahlen fih in dem andern 
wieder vereinigen. Diefe beiden Punkte liegen im 
mer-beide aufeiner Seite des a und. 
das Product ihrer Entfernungen vom Mittelpunfte 
it dem Quadrate des Radius gleich; auch liegt der 
eine ftets außerhalb, der andere innerhalb der Ku— 
gel, und zwar liegt der ſtrahlende Punft außerhalb 
oder innerhalb, jenachdem die brechende Kraft der 
Kugel fleiner oder größer als die bredhende Kraft 
des Mittels ift, in welchem fich die Kugel befindet. 
Endlih verhalten fih die Entfernungen des ſtrah— 
lenden Punfts und des Vereinigungspunfteg der 
gebrohenen Strahlen vom Mittelpunfte der Kugel 
zu einander, wie die Quadrate der Sinus des Ein- 
fallswinfels in dem Mittel, in welhem fidh die 
Pe befindet, und des Brechungswinkels in der 

ugel, 

Die vorhergehenden Iehrreichen Beifpiele find ſaͤmmtlich einer 
Abhandlung von Gergonne in den Annales de Mathe. 
T. XVI. p. 65. entnommen. Die ausführliche Literatur f. m. 
man am ade diefeg Artikels. 


14. Wenn von einer ebenen Curve Fichtftrahlen, die von 
einem Punkte in derfelben Ebene ausgehen, zurückgeivorfen, oder 
durch fie gebrochen werden, und man denkt ſich die einfallenden 
und zuruͤckgeworfenen oder gebrochenen Strahlen in ftetiger Folge; 
fo wird man ſich auch leicht die ftetige Folge der Durchſchnitts— 
punfte je zweier auf einander folgenden zuruͤckgeworfenen oder 
gebrochenen Strahlen vorftellen koͤnnen. Die ftetige Folge diefer 
Durchſchnittspunkte bildet eine Curve, welche die cauftifche 

inie (durch Zurächverfung oder durch Brechung) der gegebenen 
Eurve, oder die Brennlimie derfelben genannt wird. Hier— 
aus ift num ferner augenblicklich erſichtlich, daß die Brennlinie 
von. ſaͤmmtlichen zuruͤckgeworfenen oder gebrochenen Strahlen be- 
rührt wird, und daher aud) als die einhüllende Curve (ſ. diefen 


Supplem, zu Klügeld Wörterb, 1. . Ya 
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Art.) der zurüchgeworfenen oder gebrochenen Strahlen defini 
werden kann. Da c8 in dem vorliegenden Falle, wo wir ante 
men, daß die Strahlen fünmtlid aus einem Punkte ausgı 
ben, ftets eine orthogonale Transverfale der zurücgemorfene 


oder gebrochenen Strahlen giebt (4. IH. VI. 5.), fo ift flar, da 


die cauſtiſche Linie die Evolute diefer orthogonalen Transverfal 
ift, und daher, weil leßtere nad) dem Obigen immer beftimn 
werden fann, ebenfalls mittefft der im Art. Evolution angegeh 
nen Methoden jederzeit gefunden werden fann. 


Die orthogonale. Transverfale der durch eine gerade Fin 
gebrochenen Strahlen ift nach (10.) eine Ellipfe oder eine Hi 
perbel, woraus ſich mittelſt des Vorhergehenden unmittelbar d 
merkwürdige Sag ergiebt, daß die Brennlinie durch Brechun 
der geraden Linie jederzeit die Evolute einer Ellipſe oder ein 
Hyperbel iſt. Aehnliche Säge würden ſich mittelft des Obigt 
mehrere finden laſſen. 


15. Die erſte in (14.) angegebene allgemeine Eigenſcha 
der Breunlinien fuͤhrt zu folgender Methode, dieſelben zu finden. 

Sey uͤberhaupt 

y(t,u)=0 

die Gleihung der Curve, deren Cauftica gefunden werden fol 
wo alfo u als Sunction von t betrachtet ıverden fan, ° D 
Gleichung eines beliebigen dem durd) die Coordinaten t ‚ub 
ſtimmten Punkte entfprechenden reflectirten oder gebrochenen Strah 


ſey 


Ymı Fit). XF, (t). 
Dieſer Strahl beruͤhre die geſuchte Cauſtica in einem Punkt 
deſſen Coordinaten x, y find. Die Gleichung 

v-%x oy 

“at i=sn 
der die Cauftica in dem Punfte (x, y) berührenden Finie mı 
alfo mit der vorhergehenden Gleichung identifch, folglid) 

Z=rt),yg®=r() 

feyn. Diefe Gleichungen müffen fir jede zwei zufammen geh 
vende Punkte (t, u) und (x, y) ſtatt finden. Man fann fü 
alfo x, y als Functionen von t denfen, fo wie aud) den Diff 


rentialquotienten 2, und erhält folglich, wenn man nad) t diff 
rentiirt: 





Aa Tat 
eF,(t) _dy_ x dy dey ex 
— —7 — — — x — — 
et ot ck ox CXx t 
* 





* 
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d. i. | = 
ÖF(t) _ @ty dx OAF,L) _ O?y Ax ; 
Eee use? 
OF, (t) _ ÖF(t) OF(t) HF, (t) 
Du 


Da der veflectirte oder gebrochene Strahl durch den Punft (x, y) 

geht, fo it | 
y-xFlt)—F,(t)=0. 

Seten wir nun den erſten Theil diefer Gleihung — V, fo if 

das partielle Differential u MN 
& = —_ „OELt).. OF, 


arJ/T t, a 
und wir haben alfo folgende zwei Gleichungen: 
| v=9, =0, 
ot 


Eliminirt man aus diefen Gleichungen t, fo erhält man die ge- 
fuchte Gleichung der Eauftica zwifchen x und y. 

Die Gleichung des reflectirten oder gebrochenen Strahls fin= 
det man auf folgende Art. Die Gleichung der Normale der ges 
gebenen Eurve in dem Punfte (t, u) if: 


ot 
T-ı1ım=—- —i2-1). 


Die trigonometrifchen Tangenten der von dem einfallenden Strahfe, 

der Normale, und dem zurücgeworfenen Strahle mit der Are 

der x oder t -eingefchloffenen Winkel find, wenn wir die Coor— 

dinaten des ftrahlenden Punctes durch a, b bezeichnen: . 
b—u dt you 


art’. du’ zo" 





Folglich find, wie leicht erhellt, die trigonometrifchen Tangen⸗ 


ten des Einfalls⸗ und Reflexionswinkels: 








b—u , At dt y-u 
a—t'cu du _ x—t: 
b—u et ’ y-uot 
1— . — — u 
a—t 'du x—t.,cu 


Ufo ift nach dem Geſetze der Zuruͤckwerfung die Gleichung des 
tefiectirten Strahls: 

(b-u)du + (a—t)dt _ (y-u)Au + (x—t)dt 
(a—t)du — (b-u)ot  (x—t)du — (y—u)at 
Eben fo find die trigonometrifchen Tangenten des Einfalld - und 

Brechungswinkels: 








b—u, et vu, 6 

a—t Ta et 
re 

ı_? uch PR u ct 
a—t ou x—t gu 


Ya? 
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Alſo, wenn wir dieſe Winkel durch © und © bezeichnen, nad) 


l 
der Forme — 


Un T+ ange: ' 
: b—u , dt 
\ | sine = — * 


——3] 


—J 


— (b-u)du Fla—t)At 
| TOR + an) Iat + bzun] 
| . — (y—u)du + (x—t)dt 
Yo + du){(x—t? + (y—u) 
Folglich, weil nach dem Gefege der Brechung 
sin® sin 
ın n 


sina? * 











oder 





sin 6:sin®' = m:n, 
iR: (b—-u)du + (a—t)öt = (y-u)du + (zx—t)öt 
mY(a—t)? +(b—-u) nY(x—t) + (y-u) 
die Gleichung des gebrochenen Strahls. 

16. Bon] diefen allgemeinen Formeln wollen wir nun eine 
Anwendung auf die Beſtimmung der Cauftica des Kreifes durch 
Zurücwerfung machen. Der Mittelpunft des gegebenen Kreifes 
fey — der Coordinaten, der Halbmeſſer des Kreiſes ſey 
* 73 ſon 

te 4 ur? 
die Gleichung deſſelben. Alſo 
tt uou O, uõu ⸗- td, 
und folglich 
t(b—u) — u(a—t) u(x—t) — t(y—u) 
t{a—t) + u(b—=u)  t(x—t) + u(ly—u)’ 


oder 
: bt — au x — 
a+bu-r? x uy— rn? 


(bt— au) (tx +-uy—r2) + (ty— ur) (at + bu—r?).— 0 
die Gleihung des teflectirten Strahls. Differentürt man num, 
wie nach dem Dbigen (15.) gefchehen muß, bloß in Bezug 
auf t;.fo hat man folgende zwei Gleichungen : 





% 
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tött + wu =0 
(x(u—bt)—b(tx + uy—r?) +a(ur—ty)—ylat+bu—r®)} dt 
={y(bt—au)—a(tx + uy—r?) +b(ty—ux)—x (at + bu—r?)) du : 
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Kolglih, wenn man * aus dieſen beiden Gleichungen eliminirt: 


{x(au—bt) —bitx+ uy— r?) Fa(ur—ty)—y(at+bu—r?)yu 
=[yf@au—bt) +a(tx Fuy—r?)+b(ur—ty)+x(at+bu—r?)it, 
(at+ bu) (tx-> uy— r?) + (tx-Fuy) (at+bu—r?)=2 (au—bt) (ux—ty)- 
Ans dieſer Gleichung, und aus den Gleichungen 

? - uU? —r 
(bt — au)(tx-Fuy—r?) + (ty—ux)(at+bu—r)=0, 
muß man nun t, u eliminiren, um die Gleichung der Cauftica 
wiſchen x, y zu finden. Dan bringt diefe drei Gleichungen 
eicht auf folgende Formen: 
“ "+ Wt—r 
 (—u?)(ay+bx) — 2tu(ax—by) =ri(y+b)t— (x+a)u} 

Mu(ay+bx) + 2(t?—u?)(ax—by) = r?|(x+a)t+ (y+b)u) . 
Eliminirt man aus den beiden leisten Gleichungen zuerſt ax —by, 
und dann ay + bx; fo erhält man: 

z’(aytbx)=(x+ta)u? + (y+b)t 
2r?(ax—by) = (xta)(t?+3tu?) — (y+b)(u?’+3t?u). 
Addirt man zu dem Duadrate der jiveiten das vierfache Quadrat 
der erfien Gleichung, und bemerft, daß 
(ay+ br)? + (ax— by)? = (a? +b?)(x’+y?) 
it; fo erhält man: 


[4 


ir (aꝰ 462) (x2 4 y2) 
(t?+u2)? {(x-Fa)? (tꝰ +4u?)—6(x+a)(y+ b)tur(y+b)?(u?+4t?)) 
oder, wegen t? u?’ —=r?: 
. 4a? +b’)(2 $v?)= 
(x+a)?(r?-+3u?) — 6(x+a)(y+b)tu + (y+b)? (r? +3t?) 


Ka?+b2)(x? + y?)—r? |(x+2)? + (y+b)?})=3|(xta)un—(y+b)tj”- 


Seht man nun 
xta=rA, y+-b=ıB; 
tz zn, u=ng, y+br=rtGC; 
A (a + b?)(x+y?) — r? {(xta)? + (yrb)) =IriRt ; 

fo hat man folgende drei Gleichungen nad) dem Dbigen: 

pP +g’=1, AP +Bp=C,Ay—Bp=RK, 
und es kommt num bloß darauf an, p und q zu eliminiren. 

Aus der erſten und dritten diefer Gleichungen ergiebt ſich: 











374 | Gauftifche Binden und Linien. 


—BR+AYA HR —R® 
— — 
_AR+BYAT+ BR?’ 
u ArBe e 

wo die obern und umntern Zeichen ſich auf einander beziehen, 
Seht man dieſe Werthe von p und q num im die zweite Glei— 
dung; fo wird: 

AAR+BYA® FB —R®?}’ — B{IBRZAYA?T+B?—R?®}> 
= C(A® + B:). 

Entwickelt man die Potenzen auf der linfen Seite des Gleich— 
heitszeichens, und dividirt durch A? + Be; fo erhält man: 

+ AB(A® + B? +2R) YA? + B?—R’=C(A®+ +B?)? — — R’(A®—Bt), 
—* — auf beiden Seiten in das Quadrat, und dividirt durch 
(A? + Ba)⸗; fo wird: 

A®B®(3R?+A® HB) RS —2CR’ (A? B®) + C2(A® + Br)? 
A⸗ Ba (3R?-A®4-B?—4C?) = IR? —C(A’—Be)/®. 
Es ift aber 


3R? 4. A? +B?— 40? — 





d(ax— by)? 
— 





alſo 
R> CG + 2AB. 7, 

oder, wenn man von Neuem auf beiden — quadrirt, und 
mit 27r!? multiplicirt: 

(3rR?)? = WrtirC(A?—B?) + 2r?AB(ax—by)}? 
d. i. nad) dem Dbigen: 

{dla +br)(x Hy?) — r’[(x ta)? + (y+b)%]}® 
= rt {(ay+ba)[(x + a)? —(y+b)’]+2(x+a)(y+b)(ax—b)j’ 
wo nun bloß noch eine Beftimmung wegen des Zeichens nöthig iſt. 


17, Wir wollen zu dem Ende fürs Erfte nod) den auch 
‚an ſich wichtigen befondern Fall betrachten, wenn der firahlende 
Punkt in der Peripherie des gegebenen Kreifes liegt. Der Anfang 
der Coordinaten fey der Mittelpunkt diefes Kreifed, und die Are 
der t oder x fey durch den ftrahlenden Punkt gelegt, indem wir 
zugleich denfelben auf der Seite der negativen t oder x annchmen 
wollen. Wie vorher ift 

te -uor, 
Die trigonometrijche Tangente des von dem im dem Punkte (t, u) 
einfallenden Strahle mit der Normale. in diefem Punkte einge 
ſchloſſenen Winkels ift, wie auch ohne Figur leicht erhellen wird, 
u 


r+t' 
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= — des von dem reflectirten Strahle mit der Are der 
t oder x eingefchloffenen Winfele fey =p; fo ift die Tangente 
des von dem reflectirten Strahle mit der ormale eingefchloffenen 
Winfels, wie ebenfalls leicht ohne Figur erhellen wird, 
u 
ne pt—u ai 








— u t u” 
1+p 4 +p 


Alſo nach dem Gefege der Zuruͤckwerfung: 





pt— u — SM ! 
tFpu" r+t’ ' 
woraus leicht: 
u(r+2t) — 


Folglich die Gleichung des tan Strahls in ANefent 


Falle: 
u(r-+?2t) 
t(r+2t)— 7 ( 
[?—t(r+ t)]Jy + u(r+it)x=ru. 
Nach (15.) muß man diefe Gleichung nad) t differentiiren, wo— 
durch. man erhält: 
Au 


— (r+ä4t)y + [+ (+25 ]x == "m . 
Aber, wegen der Gleichung ? Fu? =r?: 


Ham, —*2-. 


ya x—t) 


Alſo 
— (r+4)uy + [2u?— (rFit)ti]x = — ri 


(r+4t)uy + [(r+4)t—2r?]x = rt Er 
und man muß alfo t, u aus den Gleichungen: 
| et 4 Wr 
[r —t{r+2t)]Jy + u(lr+2t)x = ru 
(r+4)uy + [(r+A4t)t—2r?]x = rt 
eliminiren, Man erhält aber weit einfachere Gleichungen, wenn 
man aus den beiden leßtern Gleichungen zuerſt x, und dann auch 
y eliminirt, wobei man nur, um die Nefultate zu vereinfachen, 
ftetS auch die erfte der drei obigen Gleichungen zu berückfichtigen 
hat. Die Gleichungen, welche man auf diefe Weife erhält, find: 
+? + u? — r? 
I3r(r-+t)x — 2tu? + r?(r+t), 
Ir(t-Fr)y = 2u® 
und, wenn manı Mr 
ur’ —t’= (r+t)(r—t) 
ſetzt: 
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rt + u? — r? 
r(«k—r) = %t(r—t) 
dry = 2u(r—t). 
Um aus diefen Gleichungen t, u zu eliminiren, dividire man du 
beiden legten durch einander, erhebe auf beiden Seiten üme 
Duadrat , und addire auf beiden Seiten die Einheit; fo wird 
y_ _u +rli—r)” Urn Ft 
:-r":’" (kr 3 „ee gt 
r(3x—r) 
Ydye+ (Kr) 
Setzt man diefen Werth in die zweite der drei obigen Gleichun 
gen, fo wird 
LE Free 2 
972 + (Ix—r)e — Yet (den)? 








t= + 








9(xt+-y?)—r? = Ir 
Sy + (3x—r)? 7 TYOya HR d)e” 


woraus fid), wenn man auf beiden Seiten quadrirt, bie rationalt 

feine Ambiguitdt der Zeichen darbietende Gleihung: 
19x? + y?)—r? }%.= Art (9y? + (3x r)?} 

des — Grades fuͤr die Cauſtica in dem vorliegenden Fall 

ergiebt. 


18. Kehren wir nun wieder zu der Beſtimmung des Zeichen 
in der allgemeinen Gleichung (16.) zuruͤck. Man koͤnnte vielleich 
meinen, daß das eine der beiden Zeichen dem Falle, wo der ſtrah 
lende Punkt innerhalb, das andere dem Falle, wo dieſer Punl 
außerhalb des gegebenen Kreifes liegt, entſpraͤche. Dem ift jedoc 
nicht alfo, fondern beiden Fällen entfpricht ein und daffelbe Zei 
chen, wovon man ſich durd) folgendes Naifonnement Üüberzeug! 
Um zu dem in (17,) behandelten Falle überzugehen, feße ma 
in der allgemeinen Gleichung a=—r, b=o; ſo wird die 
Gleichung: 

46? + y?)— [sr + y?]? = (yly? aD) FRylr))?. 

Aus diefer Gleichung die in (17.) gefundene Gleihung herzu 
leiten, führt in weitläufige Rechnungen, und iſt zu unferm ge 
genwärtigen Zwecke auc) nicht nöthig. So viel ift aber flaı 
daß ſowohl die für den Fall, wenn der ftrahlende Punkt inne 
halb, als auch die für den Fall, wenn der ſtrahlende Punl 
außerhalb des gegebenen Kreifes liegt, geltende allgemeine Glei 
hung fir a=—r, b= o indie in (17.): gefundene Gleichen 
übergehen muß. Entfprächen nun den beiden in Rede ftehende 
Faͤllen verfchiedene Zeichen, fo müßte fid) fowohl die Gleichung 
46 + y9)— [x—r)? + y?]?=27 | y[ly? —(@a—n)?] =22y(x—r))® 
als auch die Gleichung 


4a +9) [&—n)? + 11] =27(y[y— Rn] + ya) 


. x 
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auf die in (17.) gefundene Gleichung bringen laffen, welches 
offenbar ungereimt ift, und nur in dem Falle ſtatthaft feyn 
würde, wenn das Glied mit dem doppelten Zeichen fir a= —r, 
b= 0 verſchwaͤnde, welches aber, wie man fieht, bier nicht der 
Fall iſt. Daher entſpricht den beiden in Rede ftehenden Fällen 
nur ein Zeichen, und es ift alfo willführlicdh, in welchem Falle 
man das Zeichen allgemein zu beflimmen fucht. | l 
Wir betrachten den Fall, wenn der ftrahlende Punft-aufer- 

halb des gegebenen Kreifes liegt. Man denke fich von dem ſtrah—⸗ 
lenden Punkte an den gegebenen Kreis zivei Berührende gezogen, 
und bezeichne die Coordinaten der Berährungspunfte durch t, u; 
fo überzeugt man fich leicht von der Nichtigkeit der Gleichungen 

+ nen =r,a+bu=r, 
Am Allgemeinen ift nie bt — au=o, weil aus ben 
Gleichungen 

at 4 ber, bht — au=0 
folgen wuͤrde: is 

(a? +b’)t=ar?, (a? +b*)u=hr? 
und hieraus, mittelft der Gleichung ? Fu? =r?: 
a + b?=r, 
fo daß alfo der ftrahlende Punft in der Peripherie des gegebenen 
Kreifes liegen müßte, da doch hier Feine befondere Bedingung 
rückfichtlidy der Lage des gegebenen Punktes vorausgefegt worden 
it. Seht man nun 
at 4 hu — r? =0 


in die Gleichungen: 
(bt—au)(txFuy—r?) + (ty—ux)(at+bu—r?) = 0 
(at+bu) (tx+uy— r?) + (tx + uy) (at + bu—r?)=2(au — bt) (ux - ty) 
(f. 16.); fo erhält man fogleid) 
 s+y-r =0(, x —ty=0 
oder \ 
x+wywzt! + u, ux —ty=0 
woraus ſich ohne Schwierigkeit x — t, y=u ergiebt. Alfo 
find die Berührungspunfte der beiden von dem ftrahlenden Punfte 
an den Kreis gezogenen Berührenden zugleich Punkte der Cauftica, 
Alfo muß die Gleichung der Cauftica erfüllt werden, wenn man 
für x, y die aus den Gleichungen 
"+ y„’_r?’,ax+by=r 
fich ergebenden Merthe fett. Nehmen wir nun der Kürze wegen 
den ftrahlenden Punkt in der Are der x an, und feßen alfo 
b=0; fo erhält man aus vorftehenden Gleichungen : 
— RE 
ui Mi ee" — 


Die allgemeine Gleichung (16,) wird für b=o: 


5 
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|dat—r?) (ih yP)r?(Qaxhat)} =27r8a°y? {(s+a)?—yr+22(e 
Aaꝰ -r) (x? Hy*)—r?(2axt+a?)) =27rta?y? Ixtatx)?—(x?+: 
Setzt man nun für x und y die obigen Werthe; fo wird 


a? »-a?r? + 2r?+2r2 (a? + r?))? 


a-ry=| — 


wo man offenbar das untere Zeichen nehmen muß, da hu 
rt — — 
a a 
iſt. Alſo muß man aud) in ber allgemeinen Gleihung der 
flica dag untere Zeichen nehmen, fo daß alfo diefe Gleichu 
Kart +b?)\(+y?)—r?[(x+ta)’+(y+b)?]}: 
=27r*t ((ay+bx)[(x+a)’—(y+b)]—2(xFa) (y+b)fax—) 


oder 
(4a? »b*)(x?+y?) — r[(xta)? +» (y+b)’]}° 
| —= Wr(bx—ay)? (x?+y?—a?—b?): 
wird. 

19, Betrachten wir nun noc den befondern Fall, 
die Strahlen alle einander parallel find, wobei wir der Ei 
heit wegen die Are der x der gemeinfchaftlichen Richtun 
Strahlen parallel, und den Mittelpunkt des Kreifes wied 
Anfang der Coordinaten annehmen wollen. Die Coordi 
irgend eines Einfallspunftes feyen, wie früher, t, u; fo ü 

??+ Wor, 


Die trigonometrifhe Tangente des Winkels, welchen der ı 
lende Strahl mit der Normale einfchließt, ift = St 


trigonometrifche Tangente des von dem reflectirten Strahl 
der Are der £ oder x eingefchloffenen Winkels; fo ift, wie 
ohne Zigur leicht erhellen wird, Ä — 


die trigonometriſche Tangente des von dem reflectirten S 
mit der Normale eingeſchloſſenen Winkels. Alſo 


—EVV— — 
typ — 
Folglich die Gleichung des reflectirten Strahls: 
2tu 
t? — u? 


2tux — (t!—uW)y=r’u. 





y-um (x—t) 


‘ 
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Differentiirt man nach t, fo wird 


du_ _t M_ _,_2lur—ty) | 
De u’dt = 7 RixFuy)—r: 


t/2(tx+uy)—r?} = Qu(ux—ty) 
2(t?—u?)x +4uwym=rt. 
Man muß alfo jeßt t, u aus den Gleichungen 
— 2+- Wr 
2tux — (tt—-u?)y=r’u 
2(t?—u?)x + Auy = r’t 
eliminiren, Aus dem beiden leßten eliminire man zuerft x und y; 
fo erhält man: 
2? -uU—r, rr(xR—t)—2tu?, r?ymu. 
Addirt man zum Quadrate der Gleichung 
2r?x — t(r?+2u?) 
dag vierfache Quadrat der dritten obigen Gleichung, fo wird 
Art(x2+y?) = t?(r?+ Ar? u? Aut) + Aus 
= t?r?(r?+4u?)+4ut(t?+u?) 
= r?(r? —u?)(r?+4u?)HAr?u 
= r°+3rtu? —* 
4(5 4y2) - x = Bu? 
[4(x?+y?)—r?)? = 27(u?)? 
und folglich, weil u = r? y if: 
4(x?+y?)—r?}’ = 27r?y? 
eine Gleichung des ſechſten Grades. 


2%. Die in (17.) und (19.) - betrachteten Brennlinien 
haben verfchiedene merkwürdige Eigenfchaften, von denen wir jetzt 
einige beiweifen wollen, indem wir mit dem in (17.) betrachteten 
Salle, wo der ftrahlende Punkt in der Peripherie des gegebenen 
Kreifes liegt, beginnen. Nach (17.) ift 


u 3y y 


"ir ip 
- iſt die, trigonometrifhhe Tangente des von ber Normale in dem 


Einfallspunfte (t, u) mit der Are der x eingefchloffenen Winfels, 
Eben fo leicht erhellet, daß — die trigonometriſche Tangente 


r r 
des MWinfels ift, welchen eine von dem entfprechenden, Punkte 
(x, y) der Cauftica nad) einem um die Abfeiffe + 3r von dem 
Anfange der Coordinate entfernten Punkte in der Are der x ge— 
jogene gerade Linie mit der Are der x einfchließt. Demnad) 
giebt obige Gleichung folgenden Satz: 


Fuͤr irgend einen ſtrahlenden Punft in der Peri⸗ 
pherie des'gegebenen Kreiſes und fuͤr einen beliebi— 


J 
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gen Einfallspunft confiruire man dem eimfallenden 
und zuräcdgemworfenen Strahl. Durch den ftrahlen 
- den Punft ziehe man einen Diameter, und nehm 
auf demfelben einen feften Punft an, welcher von 
dem firablenden Punfte um zwei Drittheile dieies 
Diameters entfernt if. Zieht man nun durd die 
' fen feften Punkt mit der Normale in dem Einfalls 
punfte eine Parallele, fo wird deren Durchſchnitts 
punft mit dem reflectirten Strahle ein Punkt ve 
Gauftica feyn. 

Man hat hierin ein leichtes Mittel zur Eonftruction de 
Eauftica durch Punkte, Da der reflectirte Strahl die Caufticı 
jederzeit berührt, fo ergiebt fi) aus obigem Gabe and) cin 
leichte Methode durch einen gegebenen Punkt der Cauftica au 
diefelbe eine Berührende zu ziehen. Man zieht nämlidy von den 
DBerührungspunfte nach dem feiten Punfte eine gerade Linie 
und mit diefer durch den Mittelpunft des Kreifes einen parallele 
Radius; fo wird deffen Endpunft ein zweiter Punkt der gefuhte 
Derührenden feyn. 


21. Die Länge des einfallenden Strahle ſey = Q, N 
Fänge des von der Cauſtica begränzten Strahl — @’; fo ik 


a=Nt+rn?+u,0= Tat’ +g—u). 
Aber nad) (17.) 
r? ur’, (3x - ) = 2t(r—t), Iy=2lu(lr—t); 
Mt(r—t)+r? y Zu(r—t) 


n Ir da 3r ; 
2 —t 2t J 2 
ta tet), „un  , 
* _r—?2rt(r-WMt)+r?(r +2)? 
Gt ———— 


*2 _?r(r+t), 

— gr? — ⸗e * 
(t+r)’ WW = t?+u?+r? + 2rt = 2rlr+t). 
Alfo 
Q=TYTar(r+t),Q' = }4Tfi(r+t), 


d. i. =4+Q, woraus ſich ein neues fehr einfaches Mitte 
die Cauſtica durch Punkte zu befchreiben, ergiebt. Verbaͤnde mı 
diefes Mittel mit dem in (20.) angegebenen, fo würde man d 
. Eauftica ſelbſt befchreiben koͤnnen, ohne die reflectirten Strafl 
ju ziehen. 

‚22, Um die Cauſtica zu reckificiren, differentiire man d 
Gleichungen 


“+uizr, r (II r)=2t(r—t), Iyzlulr—t), 
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aus: denen die Gleichung der Cauftica durch Elimination von t, 


u erhalten wird, in Dans auf t, indem man u, x, y als von \ | 
t abhängig betrachtet. Dies Br ‚ 
— — — 


= = rn) — Qu. 
Folglich, wenn man, bie dritte durch die zweite dividirt, da be⸗ 
kanntlich —F 3* 23 iſt: | - 


0 
er 57" — 


r—i 1 
und, wenn man für 5 feinen Werth aus der —— Gleichung 
ſetzt: 


(r—t)t-+ u? 
Öx n(r—2t) ? 
oder, wenn man u? mitlelft der Gleichung u? = 2 e? eli⸗ 
minirt: 
ar _ Ga—t) den 
E= u(r—2t) 


wobei zu bemerken, daß ? — t? ⸗ (r— (r+t) if. Alſo 


Ay\? _ @—Ur+ m? 
(%) = (r+i)(r—2t)? 


ay\? _ 2r3 
— —8 
Ferner iſt nach dem Obigen 
— — ee 


Alſo, wenn wir den Bogen = Cauftica = s feßen: 


8 = /»fı +’ „ frz — , 


d. i. nach leichter Reduction: 


=; af 2 = —— For. " 
Set man nun r+t=z, dt 9a; fo iſt 


J® +1) 3a = fı tar = * = arFE. 





; en 
s—4#/ir(r+t) + Const. 
fur t — —r , u=mo wid x — —tr, yo, fodaß alfo, wie 


auch von felbft augenblicklich erhellet, der ſtrahlende Punkt ein 


Bei nach (21.) 
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—* der Cauſtica iſt. Will, man daher von demfelben den 
ogen, rechnen, fo muß s=0 weden, frt=m—r ieg 
giebt Const = 0. Alſo | 


s—=4Y2r(r+t) 


SEN ER=-A+R=QAH+T, 
woraus fi ein leicht in Worten auszuſprechender Satz ergicht, 
und zugleich erhellet, daß fich die Cauſtica geometriſch rectificiren 
laͤßt. Man überfieht leicht, daß die obige Rectificationsformel 
fich nur auf die eine Hälfte der Cauftica erftredt, 


Zt der einfallende Strahl dem Durchmeſſer des gegebenen 
Kreiſes gleich, d. i. Q=2r, ſo iſt s= tr Dies iſt offenbar, 
die Fänge der halben Cauſtica,“ da dieſelbe augenſcheinlich auf 
beiden Seiten des durch den ftrahlenden Punft gehenden Diame- 
ters ganz auf gleiche Art liegt. Die Chorde diefer halben Caujtice 
iſt oe = Q Wr — zIr — Ir. Alſo ift die 
balbe Cauſtica ihrer doppelten Ehorde glei. In 
dem von dem flrahlenden Punkte um Fr entfernten Punkte auf 
‘dem durc) den ftrahlenden Punft gehenden Durchmeffer hat die 
Gauftica offenbar eine Spitze (point de rebroussement), 


23, Die auf den reflectirten Strahlen orthogonale Trans: 
dverſui⸗ iſt eine von der Cauſtica abgewickelte Linie. Fuͤr die 
Cauſtica durch Brechung iſt die Gleichung dieſer orthogonalen 
Transverſale nach (12.): 

Ar? (m?x—n?a)?+(m?y—n?b)?}={m? (x?+y?+r?)—n?(a?+b?+-r?)}2. 
Alfo, indem man m- n=0, m=—n feßt, die Gleichung 
einer der durch Abwickelung der Gauftica durch Zurüchverfung 
erzeugten Linien: 

Ar? |(x—a)? +(y—b)?} = f(x? +y?)— (at+b?)}? 

Arꝰ xꝰ + y? —2lax+by)+a?+b?j=|lx?+y?)— (a? +b2)l?. 


Folglich), wenn man den ftraplenden Punft in der Peripherie des 


gegebenen Kreifes annimmt: 

May? pr? — 2laryby)) = Igor)? 
und fra=—r,b=0: 

Ar|y?+(x+r)) = = Ix?+y? —-r?]?, 
Denken wir und nun einen mit dem gegebenen Kreiſe concentri- 
ſchen und mit dem Radius Ir befihriebenen Kreis, und nehmen 
den Punkt diefes Kreifes, deffen Entfernung vom Mittelpunfte 
—= + Ir it, als Slenden‘ Punkt an, fo it nach (17.) die 
Gleichung der Cauſtickuurch Zurückwerfung für diefen Fall in 
Bezug auf das vorige Esordinatenfyftem : 
4.97? 9y? + (—3x— Ir)? = 9a? + y?)—9r? |? 

d. i., wenn man mit 9.9 dividirt: 
ale P Aula 155 2d 2 ZB 3 SED u 2 SE 


* 
J 
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Alfo ift immer die Cauftica durch Zuruͤckwer— 
fung für einen ftrablenden Punkt in der Peripherie 
des gegebenen Kreifes die Evolute einer ganz aͤhn— 
lichen, nur in umgefehrter Lage liegenden Cayitica 


für einen dem gegebenen Kreiſe concentrifchen, aber 


mit dem dreifachen Radius befdhriebenen, Kreis, 


Umgekehrt ift die Evolute der Cauſtica für ei— 
nen ſtrahlenden Punft in der Peripherie des gege— 
benen Kreifeg eine ganz ähnliche, nur in umgekehr— 
ter Lage liegende Cauſtica für einen dem gegebenen 
Kreife concentrifchen, aber mit einem dreimal flei- 
nern Radius befhriebenen, Kreis. Der frablende 
Punkt für die Evolute ift die Spiße der gegebenen 
Cauſtica (22.). 


24. Wir wollen jetzt die Spitze der Cauſtica als Anfang 
der Coordinaten annchmen, und die Polargleichung derſelben fit» 


chen. Die Abfeiffe der Spite der Cauſtica ift = Ir; alfo 


braucht man in der Gleichung 
9(x 4 5) - x22 = A [9y? 4(3x - )2 


der Cauſtica bloß x Ir für x, oder Sx+r für 3x zu ſetzen, 


— A 


. 


wenn die Spige als Anfang der Coordinaten angenommen werden 
fol. Dadurch erhält man leicht die Gleichung: - 


2 + y? Fin=+trtfarry?, 
oder, wenn wir der Kürze wegen r = 3a fegen: 

2 +3? 4 ax +dlı?+y?. 
Sir die polaren Coordinaten 9, g in Bezug auf die Spiße der 
Cauftica alg Pol it \ 

x=ocosp, y=esinp,x?+y?=o?. 
Alfo 
eo+ 2ccop=+2, 


welches die Polargleihung der Cauftica it. 


DBefchreibe man mit dem tee @ = Fr einen dem ge 


gebenen concentrifchen Kreis, fo ift deffen Gleichung in Bezug 
auf die Spite der Gauftica als Anfang der Coordinaten: 
x? + y2 + 2x =0, 
und folglic) die Polargleichung diefes Kreiſes: 
e + 2acospy=0. 
Alfo 


ee =tria,eme +2. 
Demnach ift der Radius vector der Cauftica im- 


mer dem Radius vector des mit dem Radius +r um 


den Mitttelpunft des gegebenen Kreiſes befchriebe- 
nen Kreifes glei, wenn man denfelben um den 


‚ Durchmeffer diefes Kreifes vermehrt und vermin- 
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dert. Die Spige der Eauftica ift als Pol ange- 
nommen. - 


Man überficht leicht, daß ſich hieraus ebenfalls eine leichte 
Conſtruction der Cauſtica ergiebt; auch ift klar, daß alle 
durhdie Spike gehenden Chorden der a eine 
conftante Größe haben, nämlich alle zwei Drittheis 
Idn bes Durdhmefferg des ——— Kreiſes gleich 
ſind, weil offenbar jede ſolche 
4=3.% ift. 


25. Die Eauftica bat noch die merkwürdige Eigenfchaft, 
daß fie eine Epicycloide ift, welches fich auf folgende Art beiveifen 
laͤßt. Ein mit dem zurücwerfenden Kreife concentrifcher Kreig, 
welcher mit dem Radius @ = Hr befchrieben ift, werde als Baſis 
angenommen. Der erjeugende Kreis fey mit demfelben Radius 
befchrieben. Berm Anfange der Bewegung berühre der erzeugende 
Kreis die Baſis in dem Punkte, deſſen Coordinaten x — F a, 
y=0 find. Für irgend eine Lage des erzeugenden Kreiſes ſeyen 
x, y die Coordinaten des befchreibenden Punktes, x, y’ die 
Eoordinaten des Mittelpunftes des erzeugenden Kreifes ; fo uͤber— 
zeugt man fid) leicht von der Richtigfeit folgender Gleichungen : 


x2 + y? = (2a)? — Au? 
(x— x)? +- (y-y)’=o?, 


wobei man zu bemerken hat, daß der Mittelpunft der Baſis der 
Anfang der Coordinaten it. Denft man ſich die Punkte (x, y’) 
und (x, y) durch eine gerade Finie verbunden, fo fchließt diefelbe 
mit der Are der x nad) der Seite der pofitiven x einen Winfel 
ein, deſſen trigonometrifche Tangente 
= = I, y, 
X— x 

iſt. Dieſer Winkel iſt der Außenwinkel des Dreiecks CAC’ 
(Fig, 6.), welches nach der Natur der Bewegung, wie leicht 
erhellet, ein gleichfchenflige® Dreieck feyn muß, Die trigonomes 
trifche Tangente eines der Winfel an der Grundlinie dieſes Dreis 
ecks ift 


horde = 2a + 2a = 4a = 


= 
x 
Folglich if 
A 27 F 
+ ku ii 2 Y — 2 


* 
X—x 


er 
xy X)=(y-y)a?—y?). 
Aus diefer Gleihung, und aus den Gleichungen 
x? + y? — 4a? 
arg”. 


x 
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muß man x’, y’ eliminiven, Aus der erften und dritten Gleichung 
findet man leicht: 
..\ Dax’ 
y-y=t 5 | 
Man überzeugt ſich aber. fogleih, daß y—y und x’y’ ftets 
enttgegengefeßte Zeichen haben (f. Fig. 6.), und. muß daher in 
obiger Gleichung das untere Zeichen nehmen, fo daß. alfo, wenn 
man zugleich x — x’ aus der Gleichung | 
y(x—)=(y-y)(X?—y?) 


‚ 


beitimmt, 
| 2 a(x’2?—y’?) PF 2ax’ y’ 
RAY  menıy 
oder 





| !"—_ı 
ift. Alſo auch) 
2a(x—o)—=x(la—x), dy=y(lda—x), 
woraus durch Divifion: 
BR. — 
euer I Dr 
Setzt man diefen Werth von’y’ in die Gleihung x’? + y? = 4a?; 
fo erhält man: 


2 
N — EN — *X 
Aa — Et * 4a 











u else) ,- . __2ey 
= Yy?2+-(x— 0)? 2 Yy?+(i—-o)- 
Folglich) 
2a(x— e) 2a (x— a) 
2a(x—e) = Fe > 
\ Yy?+(x— a)? Yy?2+(2—e)? 
— 2a 2a(x—e) 
 I+a-a) PrR—at? 
y? 4x2 a2 x 2a 


— —— oT, (dt y?202)? a2 |y2 RT 
BETT 
oder, wenn wir für a feinen Werth Ir feßen: 

19? + y?)—r?]? = Ar? [9y? + (3x —r)?} 
die Gleichung der Eauftica (17.). 

Alſo iſt die Caufticaeine Epicyeloide, Die Bafig 
ift ein dem zuräcwerfenden Kreife concentrifcher, 
mit dem Radius ir befchriebener Kreis. Der erjeus 
gende Kreis ift ein eben folder Kreis, Die Spike 
der Cauftica ift der Anfangspunft der Bewegung 
des erzeugenden Kreifes, 

26. Auf ähnliche Art wollen wir nun aud) die Haupteigen- 
fhaften der Cauſtica für parallele Strahlen betrachten. . Die 
Gleichung diefer Linie ift nad) (19.) 

4(x?+y?)—r?]? = 277r%y?. 
Supplem, zu Klügels Wörterb. 1. Bb 
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Die Are der x iſt den einfallenden Strahlen parallel, und der 
Mittelpunkt des zuruͤckwerfenden Kreifes iſt wieder der Anfang 
der GCoordinaten. Daß die Curve auf beiden Seiten der Are 
der x auf gleiche Art liegt, fällt fogleih in die Augen, Eben 
fo leicht erhellet auch aus der obigen Gleichung,“ daß die Curve 
auch auf beiden Seiten der Axe der y ganz auf gleiche Art 
liegt. 
Die Länge der veflectirten Strahlen ſey = Q’; fo ift 

Q' = Yx—t)? + (y—u)? 

d. i., wilt Fur? if: 
Q=erre+yp—Ltx+uy)+tr?. 

Aber (19.) 

_ t{r? + 2u?) _» 

— ar A r? A n 
Alfo 


2 se 4 2 2 
me + 2u?) + 2u —— + 2u 


Ir? 2 


— —— (r* + Ar? u? + 4u®) 4 4u r?1? 44? u? Mu⸗ 
te Ana Ar* I Ar? 


ü __ 121? 4 4uꝰ (tꝰ Hu?) _ 124 Au? 
er Ar? az Sur, 


"Q' = 1a? — 31? — Au? = 41 ie — I? = it = ıYr—u!. 


Denr reflectirte Strahl ift alfo immer der halben 
Abfciffe des Einfallspunftes gleich, weldes ein leich— 
tes Mittel zur Conftruction der Cauſtica an die Hand giebt. 
Sir y=0 wid x — +4r, und man überzeugt fidy leicht aus 
der Conſtruction der Eanftica, daß fie im jedem diefer Punkte 
eine Spiße bat. | Zu 
Da nad) (19.) 





' r? (2x—t) = 2tu?, r?y= u? 
ift; fo folge durch Divifion: 
y _ı 
Em zueT 
Alfo 
EN | 
7877* 


Hieraus ergiebt ſich ſogleich, daß die durch irgend einen 
Punkt der Cauſtica mit der Normale des entſpre— 
chenden Einfallspunktes gezogene Parallele die 
Are der x in einem Punkte ſchneidet, deſſen Entfer— 
nung vom. Mittelpunfte deg zurücdwerfenden Kreis 
fes der Länge des entfprehenden zuruͤckgeworfenen 
Strahls gleid ifl. 









f "parallele Strahlen über. Nad) (19 

‘ j 2x =t(r? >Qu?), ’y=uw. 

AN wenn man nach £ differentürt: 

. * — Lee u: i 


u ‚ wegen der Gleichung ? FW —r?: 1J 


du du t 
t+um =0) We 
ER: ’ 
mer were; 
ey) 6tu a 6tu — au” .. 
— I V 
(u? —t?)? + 4t?u? u? 2. u? +t?)2 r! 
1 F (2)' = Tr — —5 
( +2u?—4t?)dt _ Blu? —t?)dt 
— me 2 (u? —t?) — * 7 
=fia= = it 4 Const . 











Nimmt man die Bogen von der Are der y * u an, fo iſt 


— 
FE zt =t+#=20+0=3%0, 
Bi: u Worten auszufprechende Saͤtze folgen. Man über- 
 eicht daß die. Formel s — +t fid) nur auf den erften Dua- 
ten der Cauftica erſtreckt. Die ganze Fänge eines foldjen 
tdranten iſt — dr, die Fänge der ganzen Cauftica alfo 
* —=6r—=3,2%, d. i. dreimal fo groß als der Durch— 
des zurlichverfenden Kreifes, 
28. Suchen wir nun auc die Evolute der Cauftica Pr 
u — Sind x’, y’ die Coordinaten der Evolute, fo erhält 
Pix, 3 y) — 0 die Gleichung der gegebenen Eurve 
u, 5 bie leichung der Evolute, wenn man x, y aus den 
Arsen 


BR y-y en 
— Rad (27) if 


? em? ey 2tu 


"Gare Ben Ei, 


7297 Wir gehen nun wieder zur a pechan „der ER 


s—=0 firt=0, d. i, Const — O. Folglich unter 
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ER ER Er BER 
Ferner iſt — Fr Y 
| 66 
a — öt 
AR de Sehr 7 
' Aber, da du re - 
rd 
fe | 
al) E 2(u? —t?)? + St? u? 2( 2+1?)? * 
25 Ba rem 2 — — — 
ER, Ir: —2 
ceœ⸗ 
ib Ars 


—— Fu — tr?) .u 


Ox?höy? _ dx? + Ay? Or? 3u (u? —t?), 
st He 5 rt > rt 

Oy Ox? +Ay? _ 6tu? 3tu⸗ 

0, ii 
R t{r? +2u? 3tn? r t{r— u? +1? 
mr - I erommt 
— I Zufm?—t? 3 ® 1.22 
ey EN an 
Man muß alfo jet aus den Gleichungen 


Er — 24 2 
x ma) U, e+ "Y—=r 


t und u eliminiren, Zunächft ift * 
at* (ta 4 u?) + ur? + Autt?r? 


# 
r 


— 16r* 

_ ri +u?)+Hurr? _ Mu? serr 
EEE. ——— 

4X? +y?)— (ir)? =ät? . 


MH) - rei) er 


Vergleicht man diefe Gleichung mit der Gleichung der Cauſtica 
(26.); fo wird man fogleid auf folgenden Sas geführt: 

Die Evolute der Cauftica für parallele Strah- 
(em it eine diefer Cauftica ganz ähnliche Curve; fie 
ift eine Cauftica für parallele Strahlen in Bezug 
auf einen zuräcdwerfenden Kreis, welder dem gege— 
benen zurückwerfenden Kreife concentriſch, aber 
nur mit einem halb fo großen Radius befhrieben 
it. Auch find bei der Evolute der gegebenen Eau- 
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ftica die Strahlen nicht, wie bei leßterer, der Arc 
der x, fondern der Ute der y parallel, immer in Be— 
zug auf ein und daffelbe Coordinatenfpyftem. 


Umgekehrt ift demnach aud jede Cauftica durd 
Zurüdwerfung für parallele Strahlen bei’m Kreife 
die Evolute einer ganz aͤhnlichen Eurve für einen 
mit dem gegebenen concentrifhen, aber mit einem 
doppelt fo großen Radius befhriebenen Kreide. Die 
Strahlen bei beiden Brennlinien find auf einan 
der fenfredt. 

29, Suchen mir jeßt die Gleichung einer Epicycloide, 
welche von einem Punkte in der Peripherie eines mit dem Radius 
ce befchriebenen Kreifes befchrieben wird, wenn die Bafıs ein mit 
dem Radius 2a befchriebener Kreis if, Der Mittelpunft der 
Bafis fey der Anfang der Coordinaten. Für-irgend eine Lage 
des erjeugenden Kreifes fenen x, y die Koordinaten des be- 
fchreibenden Punktes, x’, y’ die Coordinaten des Mittelpunftes 
des erjeugenden Kreifes; fo ift 

ze x'2 + y'? — 9a? 
(x -x) +(y-yY)! zo, 
Denft man fi die Punkte (x, y) und (x’, y’) durdy eine ge- 
rade Linie verbunden; fo ſchließt diefelbe mit der Are der x nad) 
der Seite der pofitiven x hin einen Winfel ein, deflen trigono- 
metrifche Tangente 
| — Y—Y 
— 
iſt. Nach der Natur der Aufgabe iſt in dem Dreieck CAC 
(Fig. 6.) der, Winfel bei C’ offenbar doppelt fo groß als der 
Mintel bei C. Die trigonometrifche Tengente des legtern ift 


alfo die trigonometrifche Tangente des erftern 
eL 


—— 
— 735 


Der Außenwinkel des genannten Dreiecks bei A iſt der Summe 
der Winkel bei C und C' gleich. Folglich 


y 2x’ y’ 
y—-y u x x2 — er — y (3x'? — y'?) 
Sy Ray Tre 
1 477. 2 
x ty 


Aus diefer Gleichung und den beiden erften obigen Gleichungen 
muß man nun x, y eliminiren. Aus den beiden Gleichungen 


I — %; * — 2 Ed “ “+ r 3 5 
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| · 
—— =y Narr »). ee 

findet man leicht: + Mh 

gx (X ya) 


xx - wen v 

DR ae Vx? (x: — 2 
RE RER PER. Cr 1 REN: ni 
ELITE SEES up IE Dr 


unter der Vorausſetzung, daß die — ⸗ poſitiv — 

men wird, weshalb man diefe Bruͤche = — X, | 

nicht =x— x, y—y gefeßt bat. Das Duadrat des — | 

meinſchaftlichen — iſt 
= x 4 By? + Kay ya dt) 


5 98 a Ma. . 23 
Folglich ER | 
> . 27702(xX—x) = x’ (x? —3y’2) € « 
Mey) — 
oder 
Maꝛ? (x· —x) = x (X? 4 y — 452) 942 x —- 4x y 
2702 (y’—y)ı= y (270° —4y?) = Ma? y' Ay? \ 
x d. ls 
3% 9a? (I3x— 2x’) = Ay’? Be 
> Metymdy’, 
woraus durch Divifion: 
Bl SORE. DIBRR 3 
Ix— 2 x’ x-iX x 
Ferner ift | 
h Alſo 7a?x = 2x (942 4 252). x] 
. 272 .at (x? + y?) = 4X? (9a? +2y’?)? + 16y’° 


— 4(9a® —y'2)(9a? +2y')? + 16°, vr 
woraus nach) gehöriger Entwicelung: 
3(x24 y* — 442) — Ay’? 
27 (x 42 - 442 = 4.(4y")? 
d. i., wegen der Gleichung 
702y=Ay:: 
(x? + y?—4a?)? = 108@*y? , 
oder, wenn man auf beiden Seiten wit 4? multiplicirf: 
ı/ : A(x2+y?) — (4e)?)? = 277(4da)?y?. 


* 8 ⸗ - 
— et — Ne RE-EEnn 


ee en 


ar un * 
een en a — — 
en — 


wei 
een Oi 


” 
u —— 


. — — 
en ze — 


— 


— — 
— a 
= 1 

—— 

a, Arie at 

ET er“ 


ir # Die in Rede ſtehende Epieycloide ift alfo eine 
an Cauſtica durch Reflexion für parallele Strahlen 
4 9 en zuruͤckwerfenden Kreife, deſſen Radius 
—JV—— a if, 
FREE Be Wie diefer Satz fid) umfchren laͤßt, faͤllt Pte in die 
ugen, 


— — 
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30, Für die Cauſtica durch Drehung in Bezug auf den 
Kreis wollen wir hier nur ein Paar befondere Faͤlle betrachten, 
für welche ſich die Gleichungen aus dem Vorhergehenden leicht 
ableiten laffen, da allgemeine Unterfuchungen in zu große Weitz . 
läufigfeie führen würden. . Der Mittelpunft des bredyenden Kreifes 
ſey aud) hier der Anfang der Cootdinaten; die Coordinaten dee 
ftrahlenden Punktes feyen X, y, und das Brechungsverhältniß fey, 
wie gewöhnlih, =m:m. Die Gleichung einer. orthogonalen 
Zransverfale der gebrochenen Strahlen ift nad) (12,): ‚ 


4m? n? rs )’+y—y)’j=im? (a? +y?—r?) nt (a? 4y?—r?)}?. 
Die Cauftica durch Brechung ift die Evolute diefer Curve. 


Mit dem gegebenen Kreiſe concentrifch fey mit dem’ Radius 
R cin neuer Kreis befihrieben, und X, Y feyen jeßt die Coor— 
dDinaten des flrahlenden Punktes. Mollte man nun aus obiger 
Gleichung fir diefen Kreis und diefen ftrahlenden Punft die 
Gleichung einer orthogonalen Transverfale der von dem SKreife 
zurücaeworfenen Strahlen ableiten; fo müßter man «=X, 
y=Yr=R,m=—n ſetzen, woraus ſich ergiebt: 


AR? (x-X) + y-YI=RrP— RN). 


Liege der ſtrahlende Punkt, deifen Coordinaten x’, y’ find, in 
der Peripherie des mit dem Halbmeffer x befchriebenen bredyenden . 
Kreifes; fo iſt 

} x’2 + y:3 = r? N 
und folglich die Gleichung der orthogonalen Transverfale der ge= 
brochenen Strahlen: 

4 =r) Ir? + y- Veran? y?). 
Um diefe Gleihung mit der obigen Gleichung. der orthogona- 
len Trausverfale der zurückgeworfenen Strahlen zu vergleichen, 
fege man: 


!=K,y=Yor=R. 


Dies giebt folgenden merfiwärdigen Lchrfaß: 


Die Cauftica durch Brechung für den Kreis und 
für einem ffrabhlenden Punkt in deffen Peripherie ift 
die Cauftica durd Zuruͤckwerfung in Bezug auf den- 
felben ftrablenden Punkt und für einen zuruͤckwer— 
fenden Kreis, weldher dem erfiern concentrifh und 
mit einem Radius befchrieben ift, den man erhält, 
wenn man den Radius des eritern Kreiſes mit dem 
Verhaͤltnißdes Sinug des dredhungswinfelg zu dem 
Sinus des Einfallswinfelg multiplicirt. 


Man ſchließt hier nämlidy von der Identitaͤt der durch Ab- 
wickeluug erzeugten Linien auf die Identitaͤt der Evointen, Nach 


* 


nn _ 
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(18.) ift alfo die gefuchte Gleihung der Cauftica durch Brechung 
für einen in der Peripherie des brechenden Kreifes liegenden Punkt: 
Am (ꝓ⸗4 2) 424 y?) — nert[ah)® + lyHy)P]l® 

= 27mtntrt(ay’— xy) (ar 4 y* nr yt)®, 
oder 
r2{/4m® (x2 4 y2) — n®[x® + yP + r2 + 2er’ Hyy)]i® 
= 277min?(xy—ıy)e(xt > y%—ı®)® , 
31. Ferner verhalte ſich die Entfernung des flrahlenden 
Punktes von dem Mittelpunfte des bredyenden Kreifed zu dem 


Radius diefes Kreifes wie der Sinus des Einfallswinkels zu dem 
Sinus des Brechungswinkels, di. 


Segt man diefen Werth von m? in die — der orthogo⸗ 
nalen Trausverſale der gebrochenen ie in (30,); fo wird 
diefe Gleichung: 
Art (wet yr)iK—r)eh(y—y 9— 
= ((#t+y?)(2 + y) rt) —iR))® 
Arzt -y2){(x— x) H(y—y’)*} 
= {[(x®+yt)ar Hy) — rt] — alt yt—rr) )® 
oder, wenn man das ziveite Glied wie ein Quadrat einer zwei— 
theiligen Größe entwidelt: 
IX + y2)(Rr pyr)—rthe 
= Ay r)[Ka Hy) Hy) rare gerne 
+ A4Ar* M G-)ö—— 
ober, wenn man dag zweite Glied entwickelt und nad) r ordnet: 
Is +yB)(@+3H)—rt|® 
Zur | Lyra) erh Hrhry) tr hr) 
= Me |[@® ty je + [ae 4 ye)y—rey]e] 


en le] +] 
er! 


= 4r? il — * 4 Ir- —— Tal J 
Setzt man 
Kam Y,r=ßR; 


fo wird diefe Gleichung: 
(X? + y?—X?— 172)? = 4R? f(x X + (y-Y)’l 





\ 
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and fällt alfo mit der. Gleichung der orthogonalen Transverfale 
für zurücgemwbrfene Strahlen in (30.) zuſammen. Dies führt 
auf folgenden Lehrſatz: | 

u Sir den Kreis und für einen ſtrahlenden Punkt, 
deffen Entfernung vom Mittelpunfte des Kreifes 
ſich zu deffen Radius verhält, wie der Sinus dee 
 Einfallswinfels zu dem Sinus des Brehungswin- 
Fels, it die Caufticadurd Brechung einerlei mit 
der Eauftica durch Zurädwerfung für denfelben 
Kreis und für einen firahlenden Punkt, deffen Coor— 
dDinaten 


r2y En r?y’ — 
x2.-y? "m? ? x?.+ y'? ” m? 


find, wenn x, y" die Coordinaten des gegebenen 
ftrahlenden Punftes bezeichnen, und r der Halb- 
meffer des gegebenen Keifes ift. 

Nad) (18.) ift alfo die Eauftica durch Brechung in dem. 
vorliegenden Kalle: | Er 
Ant (X? + y?)(X® + y?) — rrl(m’xHn®a)? + (m?y+4n2y)2])3 

= Mtrt(xy—xy)?{mt(XR hy?) nt(K2hy2))e, | 
AUllgemeinere Unterfuchungen über die Brennlinien durch Bre= 
chung bei'm Kreife hier mitzutheilen, verbietet der befchränfte 
Raum um fo mehr, da die allgemeinern Gleichungen fehr- com 
plicirt ausfallen müffen, Es find nun noch einige Säbe über 
— im Allgemeinen zuruͤck, zu denen wir jegt übergehen 
wollen, | 
32. Wir. gehen dabei von einem geometrifhen Problem aus, 
welches aud) in anderer Ruͤckſicht wichtig und merkwürdig ift, 


Sey die Gleichung 
V”’=o(s,y)=0 
einer Curve gegeben. Man foll die Gleichung einer Curve finden, 
welche alle die geraden Linien berührt, die mit den Normalen 
der gegebenen Curve nad) einem gegebenen Gefeße fortfchreitende 
Winkel einfließen, wobei wir annchmen koͤnnen, daß dieſes 
Gefeß durch die Gleichung 
‚V”"=g(x2,0)=0 

ausgebrüct fey, wenn die in Rede ftehenden Winfel Überhaupt 
durch) & bezeichnet werden. | 

Die Coordinaten der gefuchten Curve feyen X, V. Die 
Gleihung der Normale der gegebenen Curve in dem Punkte 
(x, y) it: 


u.—y= = Fu) 


* 


394 Gauſtiſche Flächen und Limen. 


Der Winkel dieſer Normale mit der Are der x ſey = 0; fo iſt 
ie tango = — 2 . 


‘Die Beruͤhrende der gefuchten Curve in dem Punkte (X, Y) 
—— mit der Are der x den Winkel © ein; ſo iſt, wie leicht 
erhellet: — — 


WW = — 6 
‚_ tangw—tang® _ cos®+y'sin® 
de; an  A+tangutang ©  sinO—y’cosQ ’ 
wenn wir der Kürze wegen 
- Oy — 
— 


ſetzen. Die Gleichung der in Rede ſtehenden Beruͤhrenden, welche 
nach den Bedingungen der Aufgabe auch durch den Punkt (x, y)- 


geht, it: 
z— y= (u—x)targo’, 
woraus man mittelft des Obigen leicht findet: 
_cos@+y’sin 0. (sin 9—y’ cos @)y—(cosQ+y’sin®)x 
— sin 9—y'cos © sin ) — y’cos © 
ober der Kürze wegen: 
s—_vwu+rv,z— u—v=0, 
wo v eine Function von ©, y', dagegen v’ eine Function von 
x, y, 9, y iſt, wenn wir diefe Größen als unabhängige ver— 
änderliche Größen betradhten. Die Gieihung unferer Beruͤhrenden 
it, aber auch, weil diefelbe durd) den Punfe (N, V) geht: 


X „oX 
; ı= —— 4 Y—X X . 
Aus der Vergleihung beider Gleichungen der Berührenden ergiebt 
fid) alfo: K 
wire rx 
a > Sl 0X 


Nimmt man nun x als unabhängige veränderliche Größe an, 
und differentürt in Bezug auf diefelbe; fo wird 


or OL OX ov _ MY OX 

' ES > 
Alfo f : 
v _ yo xor av _ 
u 7 ur > 


Da bie Berührende durch den Punkt (X, V) geht; fo ift nad) 
dem Dbigen 
v-Y—- vi—- v’=0,. 
Differentlirt man, indem man X und Y als conflant betrachtet, 
die Function V in Bezug auf X; fo erhält man: - 
oV Or ov 


—- m — x — 


= Fa 
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Alfo ift nach dem Obigem unter derfelben Bedingung 
00V _ 6 | 
| a 
Weil aber V von x, y, ©, y abhängt; fo ift 
oV _ av OV\ @y , (EY\ 09 | (OV\ dy 
=) +): ++ 6 x’ 
wo die eingefchloffenen Differentialguotienten partielle Differen- 
tiälquotienten bezeichnen. Wir haben alfo folgende Gleichungen: 
v0, V’=0, ”’=0 


av OV\ öy |, [OV\ 00 , (OV\ Ay _ 
ONOESOLMOrS 
oV aV\ oy _ 
Rt)? 
av”, Jov”\ 00 _ 
Ft) 


Differentürt man die fünfte von Neuem, fo erhält man die fieben 
Gleichungen: | | 


— 


v=0, V’=0, V =0 
DEE 
HE 
Konore 
———— 


aus denen man die ſechs Größen mr 


öy 09 6 
x, y, O8, mo BE’ ix 


eliminiren kann, welches die gefuchte Gleichung zwifchen X, V 
giebt. | 
- Man könnte indeß auch y — 3 aus der Gleichung V ⸗0 


entwickeln, und den gefundenen Ausdruck fir y’ in die Function 
V feßen, welche nun bloß von x, y, © abhängen wird. Dann 
ift die gefuchte Gleichung das Nefultat der Elimination der 
Größen | en 
oy 09 - 
x,y, ©, a’ x 


aus den ſechs Gleichungen: : | 


36 Gauffhe Flachen und Linien 
ee 
—A 
— 
Iſt © eine conſtante Größe, fo werden dieſe Gleichungen: 
v=0,V=0 


EHE 
aus denen man nun bloß | | 


eliminiren muß, 
Die Zunction V ift nach dem Obigen 

y_co O+ysina, (sin 9— y’ cos 89) y— (cos + y’sin x 
sin 8—y’cos®& sin 9—y'cos & 


Durch partielle Differentiation erhält man: 
oV\ cos + y'sin® er 
(#) — sind —y’cos®’ (38) — — 
oV 1+y'? 
(7) = (sin 8 —y’cos 6)? a7 
X—X 
(7)= Zn (sin 8— y’ cos 9)?" " 
Hieraus erhält man mittel des Obigen leicht folgende Gleichung: 
(1+y?)cos > — cos ®) 
+ UHJI RE (X) = 0 


Da nun auch 
cos + y’sin © 


— 
ft; fo erhält man, wenn zur Abkürzung 


1- (X—x) 


oy _Ay_ 
er a 


gefeßt wird: Ä 
| x. 9 9Cıin 8—y’cos®)(1+y”) 
| — 


u ; O 

y Bd de 

yo - meet mh, 
y -u4+y2)2 








— 


* 
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Folglich En 
Kt UN, 
| y (ti —J— 


Segen wir num die Entfernung der Punkte (x, y) und (X, Y) 
von einander = p; fo ift 
_ es (1+yv2:)Yır y? 
— ’ 
dry, 
wo die Quadratwurzel pofitiv und negativ genommen werben 
kann. Man nennt zuweilen g den fhiefen Krämmungs. 
balbmeffer der gegebenen Eurve in dem Punfte (x, y), weil, 
wie augenbliclidy erhellet, ç der Kruümmungshalbmeffer r der ge⸗ 
gebenen Curve in dem Punkte (x, y) wird, wenn man O — 0 
ſetzt. Da nun befanntlih | Ze 


u Mt) +7) _ ty y7 
: 5 y 


iſt, wo man die Quadratwurzel immer poſitiv nimmt, fo wollen 
wir, unter derfelben Vorausfegung, damit der Ausdruck von E 
— Ausdruck von r übergehe, wenn man 0 —0 nimmt, 
au ‚ 


cos@(i+y?:)Yi+y? 
Z ‚ — 
*755 


fegen. Der Grund, warum man dem Ausdrucke des Kruͤm— 
mungshalbmeflers das negative Zeichen giebt, wird bier als bes 


em — 


fannt vorausgefeßt. 
Es erhellet leicht, daß | 
> ’2 % J 
cos er -. 8 
e = J 
ne 
— m x 
— y" ri+ry? 








iſt. Dies giebt, weil 
YiFy7?7=& 
ift, die merkwuͤrdige Relation: 


rcos® 


* 08 _ cos® 
Sr re Teer 


1-2 e 





33. Man kann noch andere merkwuͤrdige Relationen finden. 
Es iſt naͤmlich 
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e 3 g : 
Pay. 1 2 7 








“Aber nach (32) ß 
cos®(sin@—y’cos®). 8 r 
mx * — — — ., 





coosG(cos 04ysin 0). 
1=y+ ——— — 
| "öx 
Alfo 
: ar r cos (sin ©@—y’cos®) 
— ⸗ 10) 
tr 
—— A 
| Aatz 
Aus der letzten Gleihung in (32.) findet man: 


/ r=— 


 - 


— 


0 
a rg 


Folglich nach gehöriger Subftitution:. 
— eſsin 0 — y — 
5 
— | 
i — e(cosO+ ysin 0) 
— Y — "ee . 
1 dx 
34. Setzen wir der Kürze wegen 
OXY _ y 
X —— 
ſo iſt nach (32.) 
Yo cos O+y sin © 
u sin®—y’cos@ ? 
woraus leicht erhalten wird: 
— cos —Y’sin® 
Ä Im imsrYcao 
und hieraus ferner: 


j 1-+-y” 
2 nn — — — — 
141 = (sin © — y’ cos 9)? 
14 Y2 
142 


— (sind + Y’cos @)? ’ 


F * u 
: ’ 
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SR 2. 
08 ÖX Fr 


: X" 0—y cosO’ ix — rn 


— ſich ferner, wenn man nur diefe Brüche umkehrt, leicht 
ergiebt: 


OX . LOX Ay 
Zn — cr | 


= sine 4 cos oT 5 
‚Ferner findet man aus diefen Gleichungen bu Elimination: 
= zu sin 0 — cos 057 j 


or‘ O: — 
Zn cm 03 4 in J 
ſo wie umgekehrt: 


more, 


Öy_ OX aeg 
Zen 97 + sin 975 


Endlich it 
y = co Q+y 
1—ycot®' 

Folglich we 
. ot IV 
1+yY 

1+ ie (&% 
I+ryY iryY 


1+y Re: 


jr 1+yY 
os | ur 
0X 1478 

1+Y' co 9% __08$ 


1+-Ycot9 = 








'1—y co = 





B ÖX = 
35. —— man 3 aus den beiden — Gleichungen 
in (33, ); fo erhält man: 


r 
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Os j 4 
— 7 (YIy)co® — 


— 
= —— 


oder, wenn man die letzte Be mit . multiplicirt: 


Os 

en — 
d. | 

57 ern 


Beſtimmt man hieraus =, Bi Tu — ſetzt die entſprechenden Aus— 


druͤcke in die Gleichungen für © = ; F in (34.); ſo erhaͤlt man 
nach einigen leichten Reductionen: | 





Alſo 


Differentiirt man nach x, ſo wird 


oY X 6 o?Yy X OX OY 
IX an * —— J 
0 2 2 
* Y Gy o⸗ꝛ X 
Y 
— - ana x 
(2) - re 0?Y 0X 
0X 0X? x y 


Durd) le; der — 


oY 
DEE) 
erhaͤlt man aber ſogleich: F 
os das ray 

0X 0 0X 0 ' 
Alfo 


14yY = (=) _ (x in. S. =, 
i+y'Y’ _ 08 0:5 0X 
08 X — x) Kr dr * 
X 
und folglich nad (34) 
/ 0S 
0X 08 MS 0X 


IrVona Tor Fa 





/ 
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Aber nach (34.) | “oz 


3 ; sin 0 Tr 
sin 0% Om DE mm —.. 
Folglich x sn®+Y’cos® "1 + Y'cot® 
sin 03 æ 2 — (X—x) 3 
Ferner iſt 


em — — » . 
Folglich, wenn man differentürt: 


8 _ SOX |, (OX HE) J 
78 -—)30 
_0S_ (68 = (xn,93 % | 
u ed 
d. i. nad) dem Dbigen: 


do 08 | r os 
— * — dx — sın 9% 
woraus fich die merkwuͤrdige Relation: 
05 = sin90s—de 
ergiebt. ı 
36, Der Krimmungshalbmefler der dem Syſtem der Coors 
dinaten X, Y entfprechenden Eurve ſey =R; fo ift 


Nach (35.) iſt 
. ox 8X 





Ferner iſt aach | 
y _cs®+ysn® ,_ _cosal+y”?) 

I" sind—ycod — sind — y’cod 

A EA A 


0x 


Alfo 
Ä — 
ax 


Kur e (sin 8—y’cos © )? OX2'0x 
Nach (34,) iſt 


Ss 5 > DS 
ag PT ee 


Supplem. zu Kluͤgels Wörterb, I. Cc 


402 Cauſtiſche Flächen und Einien. -_ 














Alſo 
‚.. ds 
ar. _ UNE 
* e(sin@— y’cos 0.2 
Da nun nach (34.) 
— 1+y? | 
U (sin 8— y' cos 6)? . 
iſt; ſo iſt PR 
FR e(sin 8—y’cos 8)3. 
Ä ) (1+y'2)? x ds 
NR — a 9 Ei 
(sin —y’cos®)? eos elt+y")z 
98 N 
| eds os 
R= Fe ‚Rcs®= Zr 


Wir haben alfo jegt die folgenden drei Relationen gefunden: 
1 08  cos® 





rang 
05 = sinO0s—dke , 
Reos0 =. . | 


Aus diefen Relationen laſſen ſich manche andere ableiten, von 
denen wir nur noch folgende bemerfen: 

1 ,.00 _1 0 

ae —— 

* * g tans © — 1, 


37. Von den bewieſenen Saͤtzen läßt ſich nun folgende 
Anwendung auf die Theorie der Brennlinien machen, wobei wir 
den Einfallswinkel ſtets durch ©, dem entſprechenden Refractions— 
oder Reflexionswinkel durch ©, das Brechungsverhaͤltniß durch 


1: X bezeichnen wollen, fo daß alfo immer . 
sin® _ 23 
sino X’ 


und für die Zuruͤckkwerfung Am — A, A -V=0 if. De 

Krümmungshalbmefler der gegebenen zurüchwerfenden oder bre- 
chenden Eurve ſey =r. Wir wollen annehmen, daß die eins 
fallenden Strahlen alle eine gewiſſe Curve berühren. Die Eurve, 


J 
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welche ſaͤmmtliche gebrochene oder zuruͤckgeworfene Strahlen be⸗ 
rührt, iſt die Cauſtica der gegebenen brechenden oder zuruͤckwer— 
fenden Curve. Die den Winfeln © und ©" entfpredyenden 
ſchiefen Krümmungshalbmeffer diefer Eurve find die Längen des 
einfallenden und gebrodyenen oder zuruͤckgeworfenen Strahls, 
und follen durch E und E bezeichnet werden. Dann haben wir 
nad). (36.) 
08 _cs9 1 09 _ cs 1 





Fler Tal 29 a 
Differentiirt man die Gleichung 
| sin ©’ 


5 — Const 
in Bezug auf s als veraͤnderliche Größe; fo erhält man: | 


sin © oo — sin @ cos #58 = 0, 


und, wenn man die vorher gefundenen Werthe von — ; ſub⸗ 
ſtituirt: | Ä 
sin® cos&? sin © cos ©" _ in(8 — 9) 
777 ⸗ r % 

Diefe Gleichung gilt auch, wenn die einfallenden Strahlen alle 
auf einer gegebenen Curve fenfrecht find, weil fie dann alle von 
der Evolute diefer Curve berührt werden. Die legtere Curve hat 
man dann an die Stelle der eriten zu ſetzen. Strahlen, melche 
alle aus einem Punkte ausgehen, find ſaͤmmtlich auf” einem 
‚aus diefem Punfte als Mittelpunkt befchriebenen Kreife normal, 
und die Evolute diefeg Kreiſes reducire ſich auf feinen Mittelpunkt, 
Daher gilt obige Gleichung aud) für Strahlen, die aus einem 
Punkte ausgehen, und g ift in diefem Falle die Entfernung des 
Einfallspunftes von dem ftrahlenden Punkte. Petit bat diefe 
Gleichung für den Fall eines brechenden oder zurückiverfenden 
Kreifes und eines ftrahlenden Punktes zuerft bewieſen in der 
Correspondance sur l’Ecole polytechnique. T. I. p. 353. 
Dbige Eriveiterung ift von C. Lambert (Ingenieur des mines) 
in den Annales de Mathem. T. XX. p. 101. mitgetheilt. Auch 
Sturm bat ſich mit dem Beweiſe diefer Gleichungen befchäftigt, 
a. a. O. XVI. p. 238. Die Gleihung dient vortrefflich zur 
Zeichnung der Cauſtica durch Punkte, befonders in dem Falle 
eines ſtrahlenden Punktes. Fuͤr irgendeinen einfallenden Strahl 
ift naͤmlich © gegeben, und, @ wird daraus leidye mittelft der 
Gleichung : 

in® A 

sin © ru 

berechnet. Beſtimmt man nun nad) befannten Methoden den 
Kruͤmmungshalbmeſſer r der gegebenen Eurve, fo läßt fich, meil 
auch @, als die Entfernung des Einfalspunftes.von dem ſtrah— 

Cc2 
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leiden Punke gegeben ift, E mittelft der in Rede fehenden Gleis 
‚chung berechnen, Durch © und iſt Lage und Länge des ge- 
rochenen oder zuruͤckgeworfenen Strahls beftimmt, folglih ein 
Sankt der Cauftica gefunden. Daß fidy auf diefe Weife bekiebig 
viele Punfte der Cauſtica finden laſſen, fälle im die Augen. 
Bringt man die Gleihung auf die Form Ä 


sin®cos@?: sin® cos®? _ sin®cos® — cos9 sin 
Fa —— Bo e x 
und feßt | 


sin 0° = — sin 8 - 
fo wird: 


cos 9’? X cos 9? 2cos®' — 2’cos® 
Lg F} 


— 
—n GEM GER deu 


e e r 
unter welcher Form die Gleichung auch zur Rechnung bequem ift. 
Iſt der Einfallswinfell © = 0, fo ift auch in —=0, O 0. 
Alſo iſt 
| 2 442 
—F — — 

wenn der einfallende Strahl E auf der gegebenen Curve normal 
it. Iſt im Fall eines firahlenden Punktes diefer Punkt unend- 
lich) weit von der gegebenen Curve entfernt, fo ift 

J Se 2; 

eine 


a brechende oder zuruͤckwerfende Curve eine gerade: Linie, 
o i u 





2° 
”T y 


Br; FE 
38. Wir wollen uns jeßt den allgemeinften Fall denken 
wenn Strahlen auf eine gegebene Curve A ‚unter gewiffen nad 
einen gegebenen Gefeße Fortfchreitenden Winfeln auffallen, un! 
von mehrern andern gegebenen Curven B, C, D, E, ..... ge 
brochen oder zurückgemorfen: werden, indem wir ung die Aufgak 
ftellen, die Cauftica für die leiten gebrochenen oder zuruͤckgewor 
fenen Strahlen zu beitimmen. Nach (32,) — (36.) beftimm 
man bie Curve, von welcher die einfallenden Strahlen ſaͤmmtli 
berührt werden, wobei natürlich die Gleichung der Curve A al 
‚gegeben vorausgefeßt wird. Hieraus beftimme man nun na: 
den obigen Methoden die Cauftica A’ der Curve A, von welch. 
die gebrochenen oder zuruͤckgeworfenen Strahlen, d. i. die a 
der Curve B einfallenden Strahlen, fimmtlich berührt werde 
fo daß man nun auch die Cauftica B’ der Eurve B, hieran 
wieder eben fo die Cauſtica C ‚der Curve C, und, auf die 
Weiſe fortfchreitend, offenbar die Eauftica der legten gebrochen 
Strahlen beftimmen fann. Sind 5. B. nur zwei Curven A, 
gegeben; fo mögen r,, @} @ı daſſelbe in Bezug auf 


21—7 


* e eg 


nn 
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Curve B bezeichnen, was Tr, 0, E in Bezug auf die Eure A 
bezeichnen. Die Brechungsverhältniffe für beide Curven feyen 





sin® 1 sin®, _4, 
| | ET’ mM. 
Nach (37,) if: : 
| 1c0s 6? cos @? __ 2cos @ — 1'cos® 
Ba RE —— A 
2, cos @' 2 er 2,0050? ,2,c0s0,—2,cos®, 
di eı * Tı 5 
voraus: | 
— \ cos @2? 
ee 70os0l  ic0s0 — 7c0®@’ 
— V, oos 0 
es 2 J . 


\ 
Die Strahlen E' und E, bilden aber, wie augenblicklich erhellet, 
eine gerade Linie, in welcher die beiden: Einfallspunfte: liegen. 
Dezeichnen wir alfo die Entfernung diefer. beiden Einfallspunfte 
von einander durch e, fo ift offenbar e=g, te, d. i. 
de 2,005 9? 4 1 cos 6? 
2. cos #2 1,0050, -7,c05 ®, -: cos &:  Acos@-4cos@ " 
@; Tı @ x 
Nimmt man in diefer Formel E', als die unbekannte Größe an, 
fo ift Elar, daß man mittelft derfelben für eine doppelte Brechung 
oder Zuruͤckwerſung fogleich die Cauſtica der zweiten Curve B 
conſtruiren fann, ohne zuerft die Cauftica der erften Curve A zu 
zeichnen, Schließen die beiden gegebenen Curven ein brechendes 
Medium ein, welches auf beiden Seiten von einem andern ho— 
mogenen brechenden Medio umgeben wird; fo if} mit vorfiehender 
Gleichung die Gleichung | 
sin@ _sin®, _ 4. 
J— | sin® sin6, X 
zu verbinden, und die Cauftica nad) doppelter Brechung wird 
ſich immer leicht conftruiren laffen, mit völliger geometrifcher 
Genauigfeit, da im Begentheil in der Optik gewöhnlich die 
Die des von den beiden gegebenen Eurven eingefchloffenen bre— 
enden Mediums vernachlaͤſſigt wird, | 
39. Nach (36.) ift ferner 
0S + de = sin @ds, 08° + de’ = sin @’ds ; 

0S + de _sinO _ 1 

OS +0 * ino 7° 

0S+0e _ 08’+0e 

rd u —— : 

woraus durch integration: , 








— 
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nn Ste S+te_ 
Tr zus 
wenn © eine Conftante bezeichnet. 
Laͤßt man die Bogen S und S' in zivei zufammengehörenden 
Punkten der entfprechenden Curven anfangen, ſo daß alfo, wenn 
S—0 if, auch S— 0 ift, und. bezeichnet die den Anfangs- 
a entfprechenden Werthe von g und E durch @o und Qo; 
o if 





7 
Ste _ Ste —— 
7 ———— jr 
Stema _ S tee 
2 Fl , 


Sollen die Strahlen von einem Punkte ausgehen, und bie 
brechende oder zuruͤckwerfende Curve fo befchaffen feyn, daß nad) 
der Brechung oder Zuruͤckwerfung die Strahlen fi aud) svieder 
in einem Punfte vereinigen; fo muß man in vorftehender Gleis 
- hung allgemein S = V8 ⸗ 0 feßen, wodurd) diefelbe in 


oder 


übergeht. E und e’ find hier die Entfernungen. des Einfalls- 
punftes von dem.ftrahlenden Punkte und dem Vereinigungspunfte 
der Strahlen. Die allgemeine Bedingung alfo, weldyer Curven, 
die durch Brechung oder Zuruͤckwerfung Strahlen, die von eis 
nem Punkte ausgehen, wieder in einem Punkte vereinigen, 
genügen müffen, wird durch die Gleichung 


> — * = Const 


dargeftellt, Sole Curven hat Duetelet, der ihre Natur in 
verfchiedenen Abhandlungen näher unterfucht hat, ablanetiſche 
?inien (lignes aplanetiques) genannt. Die allgemeine Glei— 
ung. derfelben ift mittelft obiger Bedingungsgleihung leicht ges 
funden, Sind ndämlidy refpective a, b und a, ß die Coordinaten 
des ſtrahlenden Punktes und des Vereinigungspunftes der Strahlen, 
fo wie x, y die Coordinaten irgend eines Punktes der aplane- 
tiſchen Linie; fo folgt aus obiger Bedingung augenblidlich: 
- Y@=aP — Hr — PR 
* 2 — — 
und man uͤberſieht leicht, daß dieſe Gleichung, wenn man ſie 
rational machen wollte, den vierten Grad erreichen wuͤrde. Zu 
weitern Unterfuchungen iiber diefen Gegenftand fehlt hier ber 


= Const , 
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Kaum. M. f. Quetelet Correspondance mathömatique et ' 
physique an verfchiedenen Orten, 

Kür den Fall der Zurächverfung hat man! in allen bieherigen 
up nur 6 —= — 9, sin@ = — sin®, 0080 = 0089, 
= — A zu ſetzen, wodurch man leicht erhält: 

| Re WE 

7 + !®  r56’ 

eine Gleichung, welche, auf aͤhnliche Weife wie vorher, eine 
leichte Conftruction jeder Cauftica durch Zuruͤckwerfung an die 
* giebt. Fuͤr einen ſenkrecht einfallenden Strahl iſt 0 0, 
alſo 


1 1 2 
747*7 
Shr parallele Strahlen it e ==, * =0, Alſo 


e=-. 


st die zuruͤckwerfende Linie eine gerade Linie; fo ifr—®”, 
e=—e» 
Für die aplanetifche Linie durch Zuräcwerfung iſt 
e+ e = Const, 
fo daß alfo diefe Linie immer eine Ellipfe oder eine Hyyperbel ift, 
je. nachdem E und E' gleiche oder ungleiche Vorzeichen haben. 


40, Den in den Artikeln Brennlinie und Diacanftica mit⸗ 
getheilten hiſtoriſchen und literariſchen Bemerkungen fuͤgen wit 
noch folgende bei. 


Die allgemeinen Saͤtze, von denen wir in dieſem Artikel 
ausgegangen find, bat in Bezug auf ebene Curven zuerſt Que— 
telet in. den Mémoires de l’Acad&mie royale des sciences 
de Bruxelles. T. IH. p. 89. bewieſen. Gergonne und 
Sarrus haben diefelben nachher auch auf krumme Flächen er- 
weitert (Annales de Math. T. XVI. p.1.). Einen elemen- 
taren Beweis ded Zundamentalfages (2.). in Bezug auf ebene 
Eurven gab zjuerft Timmermanne.in der von Duetelet 
herausgegebenen Correspondance mathem. et physique. T. 1. 
p. 336., nachdem fchon vorher Dupin in feinen Applications 
de Geometrie p. 195. einen elementaren Beweis deffelben Satzes 
in Bezug auf frumme Flächen für den Fall der Neflerion gegeben 
hatte. Auf krumme Flächen ausgedehnt ward der Beweis von 
Zimmmermanng durch Gergoune in den Annales de Ma- 
them. T. XVI. p. 307. Anwendungen der allgemeinen Säge 
auf befondere Fälle bei ebenen Eurven gab Gergonne ın ben 
Annales de Mathem. T. XVI. p.65. Mit der Beflimmung 
der Cauſtica des Kreiſes durd) Reflexion und Refraction hat ſich 


— gg 
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vorzüglih Thomas de St. Laurent befchäftiat in drei Ab— 
bandlungen in den Annales de Mathem. T. XVIL p. 1.p.128. 
T. XVII. p. 1, Im alle einer Brehung hat Gergonne 
diefe Unterfuchungen zu vereinfachen gefucht ebend. T. XVIIL 

.49. Die allgemeine Gleichung der Cauſtica durch Res 
le bei'm Kreife ift nody nicht gefunden. Noch gehören 
einige Abhandlungen von Gergonne und Sturm hierher, in 
den Annales de Math&m. T. V. p. 283. T. XI. p. 229. T, XIV. 
p-1. T.XIV. p. 129. T.XV. p. 205. T.XV. p.345, T. X VI. 
ß; 247. Serner f. m, noch eine Differtation von Aug. de la 

ive Aber die Brennlinien (Genf. 1823, 4.), die ich mir nidyt 
habe verfchaffen können. Früher als alle diefe Geometer hat 
vorzuͤglich Malus ſich mit diefen Unterfuchungen beſchaͤftigt 
(Journal de lécole polytechnique. T. VII. Mémoires pre- 
sentes a l'Institut. Vol. II. Paris. 1811.). Seine —35 — 
gen ſind aber, wie Gergonne (Annales de Mathém. T. XVI. 
p- 313.) urtheilt, nicht frei von Fehlern. — Nnbet man 
audy in Littrow’s Analytischer Geometrie. ien. 1823, 
8. 347. und in Brandes Lehrbuch der höhern Geometrie, 
St $.467.8.468.8.487. Der Arbeiten von Petit und 
E. Lambert ift fhon oben Erwähnung gefchehen. Zu den von 
Klügel mitgetheilten Altern Nachrichten bemerfe ich nur noch, 
daß auch Earre ſich mit den Brennlinien befchäftigt hat (Möm, 
de Paris. 1703.). Don der Brennlinie der Parabel hat Fuß 
ges (Nov, Act. Petrop. T. VIIL). Tſchirnhaufens 

andfung ward als falſch erfannt von Eaffini, Mariotte 
und de la Hire, als Commiſſarien der franzöfifchen Akademie, 


Ueber die Cauftica der logarithmifchen Spirale f. m. den Art. 


Spirale (61.) und (68.). ; 


Ciſſoide. Raupach Disquisitio analytica circa cis- 
soidem. P, I. St. Petersb. Halle.) 1806. 


Eombinatorifche Analyſis. Jung ius, die Lehre von 
den Permutationen und Combinationen, dem binomifchen Lehr 
abe der —— der unmoͤglichen Größen und der Gleichungen. 

erlin. J 


Schweins, Analyſis, combinatoriſch bearbeitet, Heidel⸗ 
berg. 1820. 

Köcher, Combinationslehre mit Anwendung auf Analyſis. 
feipzig. 1822, : 
Sommer, EShſtem der topiſch⸗ arithmetifchen Combing- 
tionslehre, Braunſchweig. 1822, 

Spehr, vollftändiger Lehrbegriff der reinen Combinationd- 
Ichre mit Anwendung auf Aualyfis und Wahrſcheinlichkeitsrech⸗ 
nung. Braunſchweig. 18524, ; 





| 
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v. Ettinghauſen, combinatoriſche Analyſis. Wien. 1826. 
Einen trefflichen Abriß der combinatoriſchen Analyſis ent⸗ 
haͤlt auch 
Thibauts Grundriß der allgemeinen Arithmetik, vorzuͤg—⸗ 
lich in ſeiner neueſten Ausgabe. Auch ſ. m. | 
- Brandes, Vorbereitungen zur Höheren Analyſis. Leipzig. 
1820,, worin ein. recht guter für erfte Anfänger berechneter Abriß 
F Combinationslehre und combinatorifchen. Analyfis gegeben 
it, und | 
Prasse, Institutiones analyticae. Lips. 1813., worin 
der combinatorifche Theil fehr gut behandelt ift, wie fih von 
dem Verfaffer, der zu den erflen und eifrigften Bearbeiten: der 
—— Analyſis gehoͤrte, ſchon von ſelbſt erwarten 
t. 
Viele treffliche einzelne Unterſuchungen enthalten: 
‚Dritinget, Differenzial» und Differenzen» Calcul, Mainz, 
N und 


- Dettinger, Forſchungen in dem Gebiete der höheren Anas 
lyſis. Helvelberg. 1831, 


Auch f. m, 


„„Schert, mathematifche Abhandlungen. Berlin. 1825., vors 
züglicy die zweite Abhandlung über die allgemeine Auflöfung der 


' Gleichungen des erften Grades, und die dritte Abhandlung. über 


die Anzahl der Combinationen mit eingefchränften Wiederholuns 
gen zu einer gegebenen Elaffe, Ho wie an verſchiedenen einzelnen 


Stellen manche hierher gehörende fcharffinnige Bemerkungen. 


_. verdienen als einzelne Abhandlungen erwähnt zu 
werden; 

Ohm, de elevatione serierum infinitarum secundi ordi- 
nis ad potestatem exponentis indeterm, dissert. Erl. 1811. 

Sauer, Potenziirung, Multiplication und Divifion der 
Reihen aller Ordnungen, Halle, 1823, 

Ucher das Wefen und den Nuten ‚diefes wichtigen Theile 
der Analyfis glaube ich nichts Beſſeres fagen zu innen, als 
was von dem vereiwvigten.. Begründer dieſes Woͤrterbuchs, der 
ſelbſt zu den erſten und gluͤcklichſten Bearbeitern der combinato— 
riſchen Analyſis gehörte, daruͤber ſchon im erſten Theile beige— 
bracht worden iſt. Merkwuͤrdig iſt die Erſcheinung, daß die fuͤr 
die Theorie der Analyſis unftreitig ſehr wichtige Erfindung 
Hindenburgs die Gränzen Deutfchlands nur wenig überfchrite 
ten, und namentlich bei unfern weſtlichen Nachbaren im Ganzen 
nur geringe Beachtung gefunden hat, Liege der Grund diefer 
Erfheinung zum. Theil wohl in dem mehr auf das wirklich prak— 
tiſch Anwendbare gerichteten Sinne unferer Nachbaren im Welten, 
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ſo traͤgt doch gewiß auch die bei aller ihrer Schoͤnheit compli— 
cirte Charakteriſtik keinen geringen Theil der Schuld, und es 
ſcheint uns daher Noth zu thun, in den Lehrbuͤchern auf moͤg⸗ 
lichſte Vereinfachung der Bezeichnung zu ſehen, wozu z. B. 

hibaut in dem oben angefuͤhrten Werke ſchon einen trefflichen 
Anfang gemacht hat. Nur iſt freilich auf der andern Seite ſehr 
u wuͤnſchen, daß, wie dies früher bei der Hindenburgiſchen 
Eharafteriftif der Fall war, eine Bezeichnung moͤglichſt allge» 
‚mein eingeführt und befolgt werde. Wer foll aber bier der Ge 
feßgeber ſeyn! 


Gombinatorifches Integral, Dan denke ſich einmal 
einen beliebigen analytifchen Ausdruck, und unterfcheide in dem- 
felben zwei Arten von Größen. Die. eine Art bezeichne man 
durch lateinifche, die andere Art durch griechifche Buchftaben. 
Kommen nun 3. DB. in demfelben die drei ‚griechifchen Buchitaben 
Y, 8,7, Auf beliebige Art mit lateinifchen Buchftaben verbuns 
den, vor, und man feßt flatt der gedachten griechifchen Buche 
ftaben das erfte, ziveite, dritte Element irgend einer Complerion 
von drei Elementen oder einer Ternion, fo beißt, wenn 
diefe Arbeit mit allen Gomplerionen einer dritten combinatorifchen 
Klaſſe vorgenommen wird, das Aggregat aller fo .entftehenden 
Größen ein combinatorifheg Integral, 

Sey z. B. der gedachte analytifche Ausdruck 
(art mp, 
und die combinatorifche Klaffe die dritte Variations-Klaſſe zur 
Summe 2 mit Zulaffung des Elements 0, Nimmt man die 
Subſtitution auf die angezeigte Art vor, fo entfichen aug 


% 


den Compferionen der Klaffe folgende Glieder 

Ei 6 
1 Pe ee . . (a9 % 12)! 
0,2. u — ..(a’ + 27 )0 
0,342, 4 0) 
ED a ae 


2, 0, 0 . . tr er Te (a? 4 0z )? 


und die Summe aller Glieder zur Rechten ift das combina- 
torifche Integral oder Aggregat, 

Der analytiſche Ausdruck, in dem die griechifchen. Buchftas 
ben vorfommen, beißt das allgemeine Glied, die griechifchen 
Buchftaben heißen die veränderlichen, die übrigen Buchftaben 
die beftändigen Größen, \ 

Es giebt fo viele Gattungen combinatorifcher Integrale, als 
ſich combinatorifche Klaffen denken laffen, worauf die Entwicke⸗ 
lung des combinatorifchen Integrals gegründet wird. Die Cats 
tung combinatorifcher Integrale, bei welcher die combinatorifche 


1 


ee Sn 
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Klaffe alfe Aufloͤſungen darftellt, welche einer oder mehrerer Glei⸗ 
chungen dergeftalt Genüge leiften, daß für die unbekannten oder 
veränderlichen Größen bloß Null oder pofitive ganze Zahlen : ge= 
feßt werden dürfen, ift vorzüglich wichtig und bisher am meiften 
unterfucht worden. Das oben betrachtete combinatorifche Inte⸗ 
gral gehört zu- diefer Gattung, indem. die dritte Variations⸗ 
Klaffe zur Summe 2, mit Zulaffung des Elements O, auf 
welche ſich deſſen Entwickelung gründete, alle Auflöfungen dar⸗ 
ftelle, welche der Buchftabengleichung | | 
| ytrerı=? 
fo Genuͤge feiften, daß flatt der unbekannten oder veränderlichen 
Größen y, 8, n bloß Null und pofitive ganze Zahlen gefegt 
werden dürfen. 


Zur. vollftändigen Beſtimmung eines combinatorifchen Antes 
grals der letztern Gattung gehören 1) dag allgemeine. Glied; 
2) das Verzeichniß der Buchftaben des Fleinen griechifchen Alpha 
bets, welche die veränderlichen Größen bezeichnen; 3) die Be— 
ae une Daher werden combnatc/ Stege 
diefer Gattung gewöhnlich fo bezeichnet, daß man 1% dem allge- 
meinen Gliede das Zeichen f als Zeichen der Summe zur Linken 
vorfeßt, und an den oberſten Punkt zur Rechten einen Horizon⸗ 
talftrich anhängt, der fo weit reiht, als das allgemeine Glied; 
2) unter dag allgemeine Glied das Verzeichniß der; veränderlichen 
Größen in Klammern eingefchloffen, und 3) noch tiefer die Be 
dingungsgleihungen feßt, Das obige combingtorifche Integral 
würde ſich hiernach z. B. auf folgende Art fehreiben laſſen: 

je + 8:2 )% 
(y, &, 7) 
ytet+3=?. | 
Wenn alle vorkommenden Fleinen griehifchen Buchftaben vers 
Änderlihe Größen bezeichnen, fo fann man auch der Kürze 


wegen die ziveite Zeile ganz weglaſſen, und obiges Integral 
z. Di bloß fo ſchreiben: | 
/®@ + 4) 
yteryı=?2; 

bedeuten aber bloß einige der vorkommenden griehifhen Buche 
ftaben veräuderliche Größen, fo darf die ziveite Zeile nie wegge⸗ 
laffen werden. | | | 

Die Aufldfung der Bedingungsgleichungen fällt ganz der uns 
beftimmten Analytik und den beiden fogenaunten Discerptiong- 
problemen in der combinatgrifhen Analytif anheim. Mit den 


combinatorifchen Integralen ſelbſt laffen fich aber verfchiedene 
Veränderungen und Berwandlungen, gewiffe Operationen vor- | 
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nehmen, wodurch ein- gewiffer eigenthämlicher Ealcul entfpringt, 
den man den combinatorifchen Integral» Ealcnl ge 
nannt bat. Die erſte dee und der Name combinatorifcher Ans 
tegrale rührt von Kramp ber (Hindenburgse Sammlung 
combinatorifch  analytifcdyer Abhandlungen. Erſte Sammlung, 
S. 91 — 122, zweite Samml. ©. 341 — 368). Eine eigent« 
liche Theorie diefer .combinatorifchen Ausdrücde hat aber zuerft 
H A. Rothe aufgeftelle, in der mit vieler Deutlichkeit abge» 
faßten Schrift: Theorie der combinatorischen Integrale von 
H. A. Rothe. Nürnberg. 18%. Zugleid hat Rothe in 
diefer Schrift die Anwendung diefer Theorie anf verſchiedene Un— 
terſuchungen der Analyfis gezeigt. Den Liebhabern der combinas 
torifchen Analyfis ift daher das Studium diefer Schrift fehr zu 
empfehlen, Wo es auf eine einfache Bezeichnung fehr complicirs 
ter Ausprüde anfommt, werden die combinatorifchen Sjutegrale 
Häufig mit großem Vortheil angewandt, 


Gomplanation, Ebnung. Man vergleiche hierbei vors 
zuͤglich den Artikel Stereometrie im vierten Bande, 


- Boljano, die drei Probleme der Kectification, Complas 
nation und Eubgtur ftreng erwiefen. Leipzig, 1817. 


‚- Complementum decadicum , gleichbedeutend mit: 
Arithmetiſches Complement eines Logarithmen im 
Artikel Complement, 


Conchoide. C. Witte, Conchoidis Nicomedeae ae- 
quatio et indoles. Gött. 1813. 


‚  Gonfofale Kegelfchnitte find Kegelfchnitte, welche einen 
gemeinfchaftiichen Brennpunkt haben. Die Erweiterung des Be⸗ 
griffs auf Flächen: der zweiten Drdnung it leicht. 


Coniſche Flächen Heißen alle diejenigen Flaͤchen, welche 
von einer geraden Linie befchrieben werden, die, über eine ges 
gan: beliebige frumme Linie im Raume bingleitend, bei dieſer 

ewegung immer durdy ein und denfelben Punkt, welcher die 
Spiße der Kegelfläche genannt wird, geht. Die gegebene 
frumme Linie beißt die Directrix; die fich bewegende gerade 
Linie, von welcher die conifche Fläche befchrieben wird, mag die 
erjeugende Linie genannt werben. 


1. Die Coordinaten des gegebenen Punktes, durch mel 
chen die erzeugende Linie, immer hindurch geht, feyen a, b, © 
die Gleichungen der Directrir feyen 

Ix,y,2)=0,F(x,y2)=0. 
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Die Gfeihungen ber erzeugenden Linie‘ in einer beliebigen Sage 
derfelben feyen | 
xs=ate,y=Ppr +. 
Da die erzeugende Linie immer durch den Punkt (a, b, c) 
geht, fo ift 
| — 
und folglich find 
x — azmze(lz—c), y—-—b=Pl(z—e) 
die —— der erzeugenden Linie. Eigentlich ſind dies aber 
die Gleichungen einer jeden durch den Punkt' (a, b, e). gehen⸗ 
den geraden Linie im Raume, da doch die erjeugende Linie im« 
mer der Bedingung genügen muß, daß fie, einen Punft mit der 
Directrix gemein hat. Sind daher x, .y, x die Coordinaten 
diefes Punftes, fo hat man die folgenden vier Gleichungen: - 
sr, y,vY)=0, Flia,y,r)=0 
| Se A 
Aus diefen Gleichungen fann man x’, y', z' eliminiren, wo⸗ 
durch man eine Gleichung zwiſchen a, 3 und gegebenen Groͤßen 
erhält, fo daß alſo 4 eine beſtimmte Function von «@ iſt, wenn 
die durch die Gleichungen 
x— am=eo(z—c), y—b= ß(z—c) 
charafterifirte gerade Linie in der conifchen Släche liegen ſoll. 
Man kann folglich 








P=yYle), 
oder, weil 
_x—a _y-b 
er — 


iſt, 








y-b _ x — a 
er af (=) 
feßen, und dies iſt alfo die gefuchte allgemeine Gleichung der 


coniſchen Flaͤchen, welche man folglich erhaͤlt, wenn man aus 
den Gleichungen 
i(x,y,z) =(, F(x,y,2)=0; 
x— am=alz—c),y—b=f(z—c) 
die Größen x, y, z eliminiert, und in der ſich hieraus ergeben 
den EN ß = op(e) 
X— 4a 


a = 42 


2—c’ a —c 





fest. 00 
2. Iſt nun zunaͤchſt die Directrix ein Kreis, fo ſind, 
wenn wir ſeinen Mittelpunkt als Anfang der Coordinaten, ſeine 
Ebene als Ebene der xy annimmt, ſeine Gleichungen: 
2 4 y2 mr, 2z 30, 


aa >, Gonifkhe Flaͤchen. 


wenn r den Halbmeſſer bezeichnet, Um alſo die Gleichung der 
eutfprechenden conifcyen Fläche zu finden, muß man nach dem 
Vorhergehenden zunächft aus den Gleichungen 
| | x +y ar,z2=0; 

RX—-azmali—c), J—b=Plz—c) 
die Größen x, y, z eliminiren, Da 2* 0 if, fo hat man 
bloß die drei Gleichungen | 

x? - y? mr’, x— me u0, y-b=— fc 
zu betrachten, aus denen man augenbliclich zwifchen & und f 
die Gleichung | 

(a—ac)? + (b—fc)?’ = r? 

erhält. Seht man nun | 
| ‚= —c ’ > 
ſo wird bie geſuchte Gleichung der coniſchen Flaͤche: 


a(3—c) — z(x—a)l? ,” 








Zac 
—V— 
+} z—cC 


Auch erhält man leicht durch Entwickelung der Quadrate: 
et a? — 2aca + c?ß? — 2bef =r? — (a?+b?), 
folglich 


e (=) — 2 ( ) 

y-b 2 y—b 

+ e (2) — A— 

die Gleichung der coniſchen Flaͤche. Nimmt man die Spitze des 

Kegels, dei. den Punkt (a, b, c), als Anfang der Coordi- 

naten an, und eine durch diefen Punkt gelegte mit der Ebene 

der Directrix parallele Ebene als Ebene der xy, fo muß man 

nach dem Artikel Coordinate i. d, 3. in obiger Gleichung re- 

fpective x a, y+b,z+ecfürx, y, 2 ſetzen. Dies giebt 
die Gleichung | : 


e(*)—2ae(&) + e⸗ (Z)' (2) =r? — (at+b), 


ober Ä 
(a? >b?—r?)e? + c?(x?+y?) — 2acız — 2beyz = 0 
der conifchen Släche, wo nun — a, — b, — c die Coordinas 
ten des Mittelpunfts der Directrir in Bezug auf das angenom«- 
mene Syſtem find, obgleich) man auch, wie aus worftehender 
Gleichung leicht erhellet, diefe Coordinaten ſich durch a, b, c 
felbft bezeichnet denken kann, ni 
3. Zür den geraden Kegel fann man die Gleichungen der 
Fläche auch auf folgende Art finden. Die Coordinaten der 





= rt — (a?+b?) 





* 
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Spitze ſeyen x, y’, z in Bezug auf ein beliebiges Coordinaten⸗ 
ſyſtem. Die Öleihungen der Are und der erzeugenden Linie in 
einer beliebigen Lage der letztern fyen 
| zx=a2 + c,y=bz+c; 
und 
x aſæ + co, ymbz+c,. _ 
Beide Linien gehen durch die Spitze. Folglich hat man 
x=a +c,y=be+c; 
x=ar7+c,y=br’r+rc,, 
en demnach find. die Gleichungen der Are und der erjeugenden 
inie: 
, x — "=alr-e), y—-y=b(z—z), 
und | | 
u x — X" =als—r), y— y=b(2—7). 
Der Winkel der erzeugenden Linie mit der Are, welcher hier eine 
— Größe iſt, ſey — 9; fo iſt nad), allgemeinen Prineipien 
der analytifchen Geometrie 
1-+aa’+bb’ 
= a ———— 2 
W * Yi+a?+b?.riı +a?+b’2 
Aber 


folglich en u 


00 ——, 7— —— 
——— EN N 
riretb.fı + (%)' + (=) 
die gefuchte Gleihung der Fläcdye des geraden Kegels. Setzt 
man cos O9=M, fo läßt ſich dieſe Gleichung leicht auf fol⸗ 
gende Form bringen: | 
ta(x—xX)+b(y—y)+ z— 7)? 

= M’(l+a? +b?2){(x—x)? + (y-y)2’+ (z—2')?}. 
Für den Durchſchnitt der Ebene der xy mit der Kegelfläche muß 
man z—= 0 feßen. Dies giebt die Gleichung diefes Durchſchnitts: 
= ta(z—xX)+ b(y—y)— z}2 Ä 

=M’(t+a?+b?){(x— X)? H(y—y)!+z%}. 
4. Iſt die Directrix eine Ellipfe, deren Gleichungen 
‚a?y? + b?x? =athb", z=0 
find, fo muß man aus diefen Gleichungen und aus den Gleis 
Khungen 
x— azelz-c),y—b=f(z—c) 

wieder X, y, z eliminiren, und dann 
| x—a _y-b 
r J— 226 226 
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ſetzen. Die Elimination von x, y, z giebt 
a2(b— Pc)? + b?(a—ac)?=a’hb?, 

Folglich ift 
a®lb@—c)—cly—b)}?} _ 1. 
rear) = ne 

die Gleihung ‚der Kegelfläche mit elliptifcher Directrir, Nimmt 

man die Spiße der Kegelfläche als Anfang der Coordinaten au, 

fo wird ihre Gleichung - 
| a2(br—cy)? + b’2(az—cx) = a?b?z2t. 

Liegt die Spiße der Kegelfläche in der Are der z, d. 5. ift der 

entfprechende Kegel ein gerader, ſo iſt — b 0, folglich 

a2c?y? + b’20?x2 = azh'?22, 

oder, für — = m, = = n, 

m? y? + n?x? = m?n?z? 


die Gleichung der Kegelfläche. 
Conjointe, f. Kegel und Kettenregel. 
Conſtante Groͤße, ſ. Beſtaͤndige Groͤße. 
Continuirliche Functionen, ſ. Stetige Functionen 


l. * 


Gonvergenz der Reihen. 1. Seyen 

bon kyy tan bay tan oem | 
die auf einander folgenden Glieder einer reellen oder imaginären 
Reihe, deren allgemeines Glied, als Function des Zuder betrady« 
tet, wir dur) ta bezeichnen. Die Summe der n erften Glieder 
dieſer Reihe fey * 

n=t, ht, it, ht, ton. ten 

Wenn nun sn fi) einer beftimmten Gränze s defto mehr nähert, 
je größer n wird, und diefer Gränze beliebig nahe gebracht wer— 
den kann; fo heißt die Reihe convergent oder convergis 
rend, und s heißt ihre Summe, weldes man befanntlich 


durch | 
s=b+t +t +t; + tb... 


bezeichnet. Nähere ſich sn feiner beftimmten "Gränze, wenn n 
wächht; fo beißt die Reihe divergent oder divergirend, | 
Divergente Reihen haben, im eigentlichen Sinne des Worts, 

feine Summe, fondern find bloß als analytifdye Größenformen 
zu betrachten, . welche gewiſſen allgemeinen analytifchen Bedin- | 
gungen genügen, fo wie z. B. die Binomial⸗-Reihe 
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te EIED 


der Bedingung genügt, daß für jedes n und m 
25,mS — n4anS 
it, Man hat daher auch zumeilen zwiſchen arithmetifchen und 
analytiſchen Summen unterfchieden (Reihe. 34.), 
Soll alfo die Reihe 
Los Bun Bay kyy Bay eeenn 
convergent ſeyn; fo muß die Differenz 
Sntn — Sn = tn + tarı + tap2 + 2... + tn--m=1 
für jedes ganze pofitive m der Null ſich fortwährend nähern, 
wenn m wächft, und muß ber Null beliebig nahe gebradyt wer- 
den fönnen. Da dies auch für m—1 gilt; fo ift klar, daß, 
wenn eine Weihe convergiren foll, ihr allgemeines Glied t, ſich 
der Null fortwährend nähern muß, wenn n waͤchſt, obgleid,, 
vie wir fogleidy fehen werden, diefe Bedingung nicht allein hin= 
kit, um daraus die Convergenz einer Reihe ſchließen zu können, 
Bir betrachten zunächft, wenn nicht das Gegentheil aus⸗ 
druͤcklich bemerkt wird, bloß reelle Reihen, und wollen jetzt obige 
egriffe an einigen Beiſpielen erlaͤutern. 


2. Eine der einfachſten und am haͤufigſten vorkommenden 
Reihen iſt Die geometriſche Reihe 


1, Pe pe Pe PR 


Wenn der abfolute Werth x größer ale die Einheit, oder 


x=+41 if; fo divergirt die Reihe (1.), weil unter diefer Vor— 


— 


ausſetzung das allgemeine Glied x" fidy nicht der Null nähert, 
wenn n waͤchſt. Da aber, wie man leicht findet: 


dieſem Falle. Dies erhellet aud) daraus, weil 


I 


Span — Sn = xa 2 zahl 2 zut2 L „. xe+hmeı 

j—ım 

1—x 

it; fo nähert die Differenz Sa-tm — Sn, wenn der abfolute Werth 
von x Fleiner als die Einheit ift, für jedes m ſich offenbar der 
Gränze Null, wenn m waͤchſt, und die Reihe canvergirt alfo in 


zeit x ++... Feen, 





Ij— ın 
1—x 


s — 14x4x2 + ri +... + x 


1 x» 


* i—x 1x 
it, indem 2 fi der Null nähert, wenn n waͤchſt ‚ vorauds, 
gſetzt, daß der abfolute Werth von x Eleiner als die Einheit 
iſt. Die Gränze von 81, für wachfende n iſt alfo in diefem 


Sale der Bruch 


1—x’ 


Supplem. zu Kluͤgels Wörterb, I. Dd 
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und demnach: 
— zittert —— 
Unfere Reihe hat folglich auch nur in dieſem Falle eine wirkliche 
Summe; fonft genügt‘fie bloß der durch die Gleichung 
1= (1x) 11 4 x + + + rt ++. 3 
auggedrückten allgemeinen analytifchen Bedingung, für jedes x 
Man überzeugt ſich leicht, daß die Reihe 





mit der Reihe | 
to > t,; t,, t, , t,, Re 

gleichzeitig convergirt und divergirt. Iſt nämlic) 

„eb +t, + +, +... + ta 

Sn =at, ++ at, + at, + at, + ... + atni 5; 
fo ift flar, daß 

Sn = asn, Sntm — Sa = al san = — = 
iſt. Convergirt nun die Reihe 

A 
fo kann man n fo groß nehmen, daß, ruͤckſi ui des abfolu- 
ten Werths, 
Sntn — 6 <4 
iſt, wo A eine beliebige pofitive, nad) fo Feine Größe bezeichnet. 
Man kann alfo au) n immer fo geoß nehmen, daß, ruͤckſicht⸗ 
lich der abjoluten | 2 


Sntn — un < 2, af Sn--m - 5; <4; 
Sn-Fın — Sn < 2 
it, fo daß alſo die Reihe 
at,, at,, at,, at,, Al,y oe... 
ebenfall8 convergirt, 
‚Ganz auf Ähnliche Art übergengt man ſich von dem umge- 
fehrten Sage, woraus dann weiter fogleidy folgt, daß die Reihe 
.at,, at,, at,, at, , at,, -ı.. ; 
divergirt, wenn die Reihe 


i i Loy tin tan ta, tun · 
divergirt. 


Die Reihe 
a, ax, ax’, ax’, ax’, .... 
convergirt und divergirt folglich unter denfelben Bedingungen 
wie die Reihe 


- 


1, X, x?, x’, x#, ...;7 
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—* alſo offenbar auch von der Reihe 


xa, zut, xt, zxubd, satt, .... 
oder j ' ’ 


’ axe.,axeti, grut?, axet3,  axutt, u... 
gilt. 


3. Man habe ferner die Reihe 


J 


deren einzelne Glieder ſich fortwaͤhrend der Null naͤhern. Deſſen 
ungeachtet iſt dieſe Reihe doc) divergent, wie mittelſt folgen— 
der einfachen Betrachtung erhellet. Es iſt nämlich 


1 1 1 1 1 
. I J- 
Die Anzahl der Glieder dieſer Reihe it = n, und jedes Glied 
derfelben, das lebte ausgenommen, > 2. Daher ift für je 
Ken 
| Sant ing >. >}: 

Folglich nähert fic offenbar diefe Differenz nicht fortwährend der 
Null, wenn n waͤchſt, und unſere Meihe ift demnach divergent. 
| Diefes Beifpiel zeigt, daß eine Reihe divergent feyn kann, wenn 
auch ihr. allgemeines Glied, indem der Juder waͤchſt, ſich fort 
| während der Null nähert. Obige Reihe bat alfo auch feine 


Summe. 


4. Die gegebene Reihe ſey: 
| 1 1 1 
1°’ 1.0 TAM 123.0 12,0 
ı Die Glieder diefer Reihe, vom (m 4 1)ten an, find: 
| 1 1 


“4. 


4 


Ä 1 
1.2.00" 1.2..n(n+1)’ 1.2..n(n++1)(n+2)’ .... 
Diefe Glieder find refpective eben fo groß oder Fleiner als: 
a ed 
I, SE Da 


und ihre Summe ift folglid) Fleiner ald 





J 
u —— 
d. i. nach (2.) kleiner als 
1 1 1 1 
1.2.0] _ 1 = 2ı.. (ai) nm * 


Diefe letztere Größe nähert ſich aber der Null fortwährend, wenn 
n waͤchſt. Alſo ift die gegebene Reihe eine convergirende Reihe, 
dv 2 





Seben wir 


420 Convergenz der Reihen. 


und bat folglich eine Summe, die wir durch bezeichnen wel⸗ 


len, ſo daß alſo 


21 — 1... tr te 


ift, Setzt man 
1 1 1 1 1 
IMERTF IT III TTAFURT 
fo ift der Fehler kleiner als | 
1 


1 
1.2.3..(n—1)'n—1 " 


x Sie n=11 findet man 


e = 2,7182818 ...., 
und der Fehler ift Fleiner als 
1 
36288000 " 
Aus der Lehre von den Pogarithinen weiß man, daß e die Ba— 
fig der natürlichen oder hyperboliſchen — iſt, welches 
jetzt nicht weiter zu unſerm Zwecke gehoͤrt. 

Wir wollen nun die Bedingungen der — bei den 
verſchiedenen Arten der Reihen etwas naͤher unterſuchen, wobei 
wir, wie in dieſem Artikel — tl rem Cauchy (Cours 
d’Analyse algebrique. Paris. xercices de Mathe- 
matiques. me Livr. Paris. 187. . 221.) folgen werden. 
Auch f. m. zwei Abhandlungen vom Abel und 2, Dlivier in 
Crelles Journal. J. S. 313. II. S. 31., und cine Recenfion 
des obigen Werfd von Cauchy in den Jahrb. für wissen- 
schaftliche Kritik. 1829, S. 217, von Dirkſen. 


I. Reihen, deren Glieder ſaͤmmtlich Poſitiv find. 
5. Wenn ſaͤmmtliche Glieder der Reihe 


u FT FPRTER 
pofitiv, und die Glieder 
hr ins in2y iapiy knhas are. 
refpective fleiner ald die Glieder der comvergirenden Reihe 
To, T,, Ta, T,, Ta, +. 
find; fo comvergirt die Reihe 


ty t;> t, 5 t;, t;, sro 


sa — to ht, +, ti, tee + tan; 

=T T. * T. +T, +... + Tası ; 

fo ift 
Sntm — = Ta+ Ta+t + Tar+2 +... + Tapın=ı . 
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Nach der Vorausſetzung iſt: 
.. | .. ten < Tn 
tönt < Tori 
tany2 < Tarz 
«t2n-kın=i < Ta-fm-i . 
Alſo | 
tan + tan+ı + tan+2 +... + tanpm=s < Satan — Sn > 
d. i. 
S2n-Kn — 52n << Snm — Sa > 
oder, für n=x: 
Sehm — 84 < Sn-Fn — 5. 
Da nun nad) der Voransfehung die Reihe 
To» T,;> T,; T;» T,, .... 
convergirt; fo fann, für jedes m, wenn nm wächft, die Differenz 
Sa--ın — S, der Null beliebig nahe gebracht werden (1.). Alſo 
kann auch, für jedes m, wenn x wächft, die Differenz Sehın — 84 
der Null beliebig nahe gebradyt werden, fo daß folglic) 
tu, t,, t,, t,, ty, .... | | 
eine convergirende Reihe iſt (1.). 
Wenn fümmtliche Glieder der Reihe 
| SE Te Se 
pofitiv, und die Glieder 
tn; Int; In+25 Ende Inpay ser. 
refpective größer als die Glieder der divergirenden Reihe 
J RE 
ſind; ſo divergirt die Reihe 
Eon tan E25 dan bay oonn 
Sey wieder 
„"=t, +, +t: +t, +... + toi y 
S:=T, +T, + T, + T, +... + Taeı 5 
fo ift | 
| Sn-kn — S — Ta + Tarı + Tn-t2 + ...+ Takmmı 
ton > Ta 
tank > Tarri 
tzn.+2 > Tax 
tzn--n—ı > Ta-tn-ı 
t2u + tanpı # tanf2 + ++. + tanpn-ı > Sum — Su 
S2n--ın — 52n > Sn-Fın — In; 
oder, wenn wir in S * feßen: 
Schm — Su > San — Sn» 
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Da nun nad) der Vorausfegung die Reihe 
Tor Ta, Far Ta, 04 5 ri . 
divergent iftz fo kann, für wachfende mn, die Differenz 
Sntm — Sn; 
alſo um fo mehr, für wachfende x, die Differenz 
Buhm — — 
der Null nicht beliebig nahe gebracht werden, woraus unmittel- 
bar folgt, daß. Die Rihe er 
to; t,5 ty, tun fu on. 


gleichfalls divergent iſt. | 
6, Wenn fänmtliche Glieder. der Reihe 


Loy ton tan tan tar ene u : 
pofitio find; fo fuche man dig Graͤnze L, welcher fih, wenn n 


waͤchſt, die größten Werthe von (tn)* nähern, Dann iſt die ge— 
— Reihe convergent oder divergent, jenachdem L 1, oder 
Sey zuerſt L<1. Man nehme eine beliebige, zwiſchen L 
and 1 liegende, Größe T; fo daß alfo 
L<T<1i 


if, Da fih, wenn n waͤchſt, die. größten Werthe von (1„)=® 
nad) der DVorausfegung immer mehr und mehr der Gränze J. 
nähern; fo muß es einen Werth von n geben,, von welchem au 
immer i nn: ö | 
7 (na < T,ta < Ta 
ift, wie groß man n auch annehmen mag. Man abs Alf daß 
es immer einen Werth von m giebt, für welchen die Glieder 
tn; tnchi 3; tn-h2 5 tn-L3 5 Ins; rer 
refpective Eleiger als die Glieder der Reihe 
- Ta, Tat, Tat2, Ta+, Taf, 2.7 
find, Letztere Reihe ift aber, weil T < 1 ift, eine convergis 
rende Reihe (2.). Alſo comvergirt auch die gegebene Reihe (6.). 
Iſt ferner L>1, fo nehme man wieder eine zwiſchen L 
und 4 liegende Größe T, für welche alſo 
L>T>i | 
it. Da nad ber Borausfegung, für wachfende n, die größten 
Werthe von (t„)” der Gränze L fich fortwährend und big zu eis 


nem beliebigen Grade nähern; fo wird es einen Werth von n ges 
“ ben, von welchem an immer u 


1 
(tn > T,n> Ta 
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it, wie groß man auch m nehmen mag, Dan fieht alfo, daß 
es immer einen Werth von m giebt, für welchen die Glieder der 


Reihe 
iny tn ta2 ta4, ta .... 
tefpective größer als die Glieder der Reihe 
Ta, Ta+t, Tat, Tat, Tatt, 2... 
find. Da nün leßtere Reihe, weil T>1 ift, divergent ift (2.); 
fo ift guc) die gegebene Reihe divergirend (5.). 
7, Wenn die Function f(x) für fehr große Werthe von 
x ſtets pofitio bleibt, und das Verhaͤltniß 
| f(x+1) 
f(x) 
ſich fortwährend und bis zu jedem beliebigen Grade der Größe 
L nähert, wenn x waͤchſt; fo nähert die Größe 
1 


cx)* 
für wachſende x ſich derſelben Gränze, 
Wir wollen zuerft annehmen, daB L, welches offenbar po— 
fitio ift, einen endlichen beftimmten Werth habe. Da nun nad) 
der Vorausſetzung 
f(x+1) 
fx) 
fürs wachfende x der Graͤnze L beliebig nahe gebracht werden 
fann; fo muß es eine Zahl h von ſolcher Beſchaffenheit geben, 
daß für x—h uud x>h das DVerhältniß 
fix+t1) 
f(x) 
ſtets zwifchen den Grängen L-— © und L-+ © enthalten if, 
wie Mein man aud) © nehmen mag. Demnach find die Brüche 
f(h+1) f(h+2) -flhtn—1) _flh+n) 
ich) ’ EFih+1)’""Tih+n—2)’ f(h+n—1) ⸗ 
fuͤr jedes ganze poſitive n, ſaͤmmtlich zwiſchen den Graͤnzen 
L—-09, L+ 9 enthalten, wie klein man auch © nehmen 
mag. Das geometrifche Mittel zwifchen diefen Bruͤchen ift 
f{h+1) f(h+?2) f{h+n—1) f(h+n) \" 
fh) Flh+1)'""flhrn—2)ich+n—1) 
(Mittel in d. 3. 13.), welches folglich auch) zivifchen den ange- 
gebenen Gränzen enthalten ift, wie flein man auch © nehmen 
mag (a. a. O.). Diefes geometriſche Mittel it aber » 
. 1 


ln 
welche Größe alfo auch immer zwiſchen den Gränzen L— 06, 
L-+ © enthalten it, fo daß wir alfo 
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feßen önnen, wo @ eine zwiſchen — © und +0 enthaltene 
Größe iſt. Setzen wir jetzt hFn =x; fo wird | 
‘ 1 


f(x) — 

lm ur 

f(x)=f(h).(L+ro)-h, 
1 


1 h 
MERFT= LSCh)F.lL+o)'”=. | 
In diefer Gleichung kann man offenbar h als conftant betrach- 
ten, indem man, um x beliebig mwachfen zu laffen, Bloß; h un- 
verändert laffend, n beliebig wachfen zu laſſen braucht. Naͤhert 
ſich nun x der Graͤnze 5 fo nähern ſich die Groͤßen 


u DIS AE e- 
offenbar beide. der Gränze 1, und 
a 1 . 
ER) | 
nähert fi) alfo einer Größe von der Form L + a, wo «’ 


zwischen den Gränzen — © und -+ © enthalten if. Da man 
aber O‘beliebig Flein annehmen kann; fo ift flar, daß 
f 1 


j ix). + °. | 
ſich der Gränze L nähert, wenn x ſich der Graͤnze » nähert. 
Iſt ferner L=.o, fo ſey H eine Größe, welche beliebig 
groß genommen werden fann. Da | 
| f(x+1) | | 
- i f(x) | 
größer als jede beliebige Größe werden kann; fo fey h eine Größe 
von folcher Befchaffenheit, daß, rx—=h und x>h, 
, f(x+1): 
| f(x) >KR | 
iſt. Daher, find die Brüche 
Sch+1) Sh+W fFchtn—1) .fCh+n) 
Eh) ’ fih+1)’"" flh+n—2)’ f(h+rn—ı) . 
ſaͤmmtlich größer old H, und es ift folglicy auch das geometri- 
ſche Mittel iz 





‘ 1 
\rchy) > Hana mn, 
Süch-n=x ergiebt fid), wie vorher: 
1 
Kon: — 


* 
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SE) > Eh). J— 


h 
Kar > [Ech)ja.H —— 
Folglich, wenn x ſich der — onaͤhert: 


Lim(i@))T>H, 
fo daß alfo die Graͤnze, welcher 


tecxyt 
ſich näßert, wenn x ſich der Gränze o nähert, seht als jede 
gegebene, noch fo große, Größe, d. i. ſelbſt — = ilt. 
Denft man 99 für h in dem vorhergehenden Beweiſe eine 
er große ganze Zahl gefegt, fo ift klar, daß der vorhergehende 
Sag aud) für den Fall gilt, wenn für x bloß ganze Zahlen ges- 
fegt werden. Hat man alfo eine Reihe 
Eon En : 
mit pofitiven Gliedern, und das DVerhältniß 
tt 
m 
nähert fich fortwährend der Gränze L, wenn nm fich der Sring 
© nähert; fo nähert 


(tn * 
unter derſelben Vorausſetzung ſich derſelben Gränje 
Fuͤr f(x)=x if 
i(x+ 1) _ * 
f(x) ar =1+ e 
und nähert fi) alfo der Gränze 1, wenn x fi ch der Gränze 
nähert. Unter derfelben Boraueſeung naͤhert alſo auch 





© 
ſich der Gränze 1, 
Für \ | 
— ass + ban-i * cın=2 4 dxn⸗- 4... 
iſt 
1 n4 n—2 

414)1 — 48 17 (Gr +2. (1+-) tr. 

A I ar + gr rt. . | 
und nähert fich folglich der Sränge 


— —1, 


wenn x fich der Gränze co nähert. Unter derſelben Voraus⸗ 
feßung — alſo auch 


Fr h x . — — — —— 
m Pr ‘ 

; w Hasa + * PT Fr 
 fih-der-Öränge . 20000 — 
Fuͤr x). = kif: A — ehren. 
&x+1) _Uxt1) _ BER OHEN ER i 1649 

— — RE 
und SR ſich folglich der Grönie 1, welcher — alſo auch 
I up or hide jr ; 


vo alte) wenn x er der Gränje « ale.) —. 
pi Sir 11.2. I... n iſt das Verhaͤltuiß 


v WER — Bunt, Narr 
und — ſich ſolglich der Sin “, wenn n n oo 

















— — — en — — —— 


Graͤnze nähert, Alſo naͤhert auch 
1.2.3.0 
ſich der Gränge oo, wenn n ſich derſelben Gränze nähert. 
RN, Mit Huͤlfe des in (7.) bewiefenen Satzes laͤßt fih num 
der in (6.) bewiefene Sag aud) auf folgende Art ausdräcden: - 
Menn fämmtliche Glieder der Reihe 
s boy top taptzy bay men 
pofitiv find, umd fir wachfende m dag Verhaͤltnig 
tn+1 
r te J 
ſich der Gränze L nähert; fo iſt die eBint ee egunregirenb 


oder divergirend, jenachdem L< oder > 
Für die ne 
1 1 1 1 


—— — — —,— ——— “.. 


% T’ 1.27 1.2.3’ 1.2.3.4 "1. .m 
z. B. iſt 


1 u tn gr 
— He 
Naͤhert alfon ſich der u Sr >, fo nähert 


a — — ee er * 
= Pr = sa en — — — a = * > — an * * 
En pen .. — rn ——— -- n 3 . - 
* * > Zn — = — _— — 2 = * — ——- * — > 
2 — — *⸗ — — nn mr - 2 * — - s — — 
— > — —A ee > a —— — > 8 — 
E - - - ME F = — * — 
v s — — wu. u ni — 2* * = 
2 * — — 3* = * > —* — —— — u = — — — — * 
— - ig - “. * A” . * e £ u 
97 ur ser > * * — - > 
——: m * u - * ng ran 
— — = [2 . — — - a —— =; 
4 . . we —— ig 
= - ar > ES im . EEE —E _ * = > 
* u 2, us 
al 2 \ in 5 ... - u. re 2 
. * * 4 ah u ⸗ 4 = 
8 4 u Fa Draw Pe" d rm ar ; 
= ne —— Dr ee —* 
= * > — . “son. * 
wu his 6 we > . » - — rd — age * 
r = + um tm on = 
7 et * 

wu . * — ⸗ “ > 


— — 
> re * 

Rn .d i 
———— — — 

— = 


tn \ s - 
ſich der Graͤnze — -0 <1. Alſo iſt die gegebene Reihe con- 
en , wie wir fhon in (4) auf anderm Wege, gefunden 
“haben. 


Das hier beiwviefene Kriterium der Convergenz und Diver — 
einer Reihe iſt in allen den Fällen anwendbar, wo L nicht 
it, In diefem Falle ift es jedody nicht immer ganz — uͤber 
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die Eonvergenz oder Divergenz mit Beſtimmtheit zu entfcheiden, 
Folgende Säge, die wir eheufalls von dad, entlehnen, koͤn⸗ 
nen oft von Nutzen ſeyn. 

9. Wenn in der Reihe 


| to t,; tt,» t, , t,, r..,.0. 
jedes Glied kleiner ift als das zunaͤchſt EEE) ſo tft 
diefe Reihe mit der Reihe 


to, 2, , 4t,, Bt,, 160,55 FFIR — 
zugleich eonvergirend und divergirend. 


Sey zuvoͤrderſt die erſtere Reihe convergirend. Da Idee 
Glied diefer Reihe Eleiner als dag nächft vorhergehende iſt; fo if, 
wie ſogleich erhellet; 

tw t. 
a, = 2%, 
4“, < 2, + 2, 
8, <2t, + 2, + 2, + 2%, Ä Ä 
16,5 < ts + 25 F 2,0 + 21, + 2 4 ts + 2 — 


u. ſ.. u. ſ. ſ. 
Setzen wir num 
To = te 
T, =t, 
T=t +; | 
T,=t,+t +t +t, | N 
T,=b TE di tu + 
uff: | ut 


fo find die Glieder der Keihe 
to > 2t,, 4t,, 8t,, 16t,;, 32t 5*4 245 
wenigſtens vom dritten an, reſpective kleiner als die Glieder der 


Reihe 
To, 2T,; 2T,, 2T,: 2T,s; 2T;ı> a. 


Die beiden erften Glieder find in beiden Meihen — gleich. 
Da nun nach der Vorausſetzung die Reihe 
t,, t 4» t, 5 t;; ty, ton von e. 
convergirt; ; fo convergirt offenbar auch die Reihe 
| To, Tı, T,; T} ; ER SPERT rn 
alfo auch (2,) die Reihe 
Tor 2T,, 2T;> zT, 2T,s» Ti ee 
oder die Reihe 
To ., SE, . Alain ven 
| Gr convergirt nach (5.) auch die Reihe 
t,, 2t,, 4t,, 8t,, 46tı5 EI PRERERTD 


— 


* 
Er SS ———9ꝰ 
IE FITTERE DE 


— — — 


J 
J 
je 
J 
J 
A 
4 
4 
\ 
ni 7 
1 
\ 
i . 
J 
nu) 4 
\ h” 
’ 
wur 
} 
' 1 
Ich 
au 
/ 
‚Ai 
\ 4 
! 
14 
'zir 
- 3 
J 
si 
EuB 
- r 
If | 
2 
4 
un 
si 
Ar 
. 
' 
Ehe 
H 
Tu8 
u 
u 
J 


49 
N 
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ze 


Du Fe 
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welche, fo wie die Reihe 





"DR die Reihe nae ne kin erela czco me 


AT EA 17 — 


divergent; ſo in nach der Borausfegung SEN" — 
FD Ri A 
a Er rt 
Du 4, ++ nd it 
— ————— 
— u“ 
und es > alfo, wenn wir die Aggregate ** der rechten — 
nach der | Reihe durd) 


To; Alien Ti Baar: Seomb., I: ie “ 
bejeichnen, die Glieder der Reihe —X 
a: 5: ie 
reſpective größer als die Glieder der Reihe 
T,» T,, Ter Tas Tzo> .... 9. 


a a en 
‚ofenbar divergirt. Alfo divergirt nad) (5.) auch ie Reihe 
tor 2,5 Az, tz, L6b,5, 3yu, sone, 
Die gegebene Reihe io .D 
* 4 04 
zu Zar’ a’5 rer 


ſo erhält man nad) dem * * die — 


—— * 8. Ba? 16.— 


1 1 1 51— id; 
» Jam? 4? en en 390-1 5 
1 et (DD, rem, G, Ed, .... 


ie 32, . 1 


"Dies iſt eine geometrifche — Bea Erponent (4)! u, 


Diefer Erponent ft <1, —=1, >1, jenachdem «a >1, 
<i1ift. Alſo il — — Reihe "convergent , wenn. 4 = 
ift, divergent dagegen, wenn a=1 oder « <L if (2) Un 


ter denfelben Bedingungen ift alfo auch die gegebene ‚Keihe con— 
vergent und divergent. Die erſte der drei 


genden Reihen iſt 
convergent, die beiden andern find divergent: 
: Ne: RA be h 
‚zu 37’ 2: 57° 6’ ....; 
1,5, 3: 3; 45 des 
8,5 8 4 
men 
Der bier bewieſene Satz iſt oft bei der Beurtheilung der Conver⸗ 
genz und Divergenz einer Reihe von befonderem Nuten, 
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10. Wenn für wachſende n der Bruch 


 _logtn 
we) 
fid) der Gränze L fortwährend und beliebig nähert; fo iſt die 
BR Loy typ day Ryy typ bay on 
convergirend oder divergirend, jnahdem L>1 oder L<1if. 


Sey zunihft L<1,. Man nehme zwifchen L und 1 eine 
Größe a, fo daß alfo 
L >. a > 1 


if. Da ſich nun für wachfende n das Verhaͤltniß 
ie (4) 
logtn * In 


108 (+) —  logn 


der Gränze L fortwährend nähert, und derfelben beliebig nahe 
gebracht werden fann; fo wird es offenbar immer einen Merth 
von n geben, für welchen, und über welchen hinaus, diefes Ver⸗ 
hältniß größer als a if. Man wird alfo für diefen, und für 
größere Werthe von n immer haben: 


Die Glieder der Reihe 
we ur a -- 

werden alfo immer endlidy einmal ſaͤmmtlich Fleiner feyn als die 
Blieder der Reihe 

PS De 1 1 

N zu Erg) F zZ. Tarıp PMErTET 

Da nun diefe Reihe, weil a>1 ift, convergirt (9.); fo con- 
vergirt auch die Reihe 


Cap Ian Ban tan Ban oran (5.). 
In dem Sale L<1 hat man, wie vorher, 
“ L <a< 1 3 * 


1 
log () 
log n 
1 1.: 1 
2 108 (;-) < logm«, * < ne, tn > — 
Demnach find immer endlich einmal die Glieder der Reihe 
Loy tin kay kan one Imy Impin von. 


<a, 108 (-) <alon; 
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ae rent per 


EI ar Bi 
ee 


—— 


| nn nn 


{ 
J 
4 D 
Eat 
J 
J 
J 
LU . } x 
J 
— 
4 J 
Me 
r ar 
E; 
Pa 4 
14— 
4 
r \ 
[ ö 
+ [3 
mi 
I 
- 
5 D 





480 Gonvergenz ber Reihen. BR 
Flimmelich größer als die Gliper der Reife 0. 


- welche; weil a < 1 iſt, divergiet, (9). „Daher diverg a 
Die Nike ö en 


A. Bei 


‚ begeichen wollen; jo ift 


gleichfalls eine convergirende Neihe, deren Summe = s + 8 iſt. 


d. i. der abfolute Werth der Differenz 


‚ Werth der Differenz 








- 4 1 En RE. 1 £ - 
f m’ Fr Fra er) G+i% ....,; 


sd 


tor t, 5 t, , dı» ty» seele) — h 


’ 





34 ta⸗ t t35 t tt; *43 
ue Us us Unp Ugs ** 


comvergivende Reihen find, deren Summen wir durch a und s. 


to + ws tı + Wr ba + U, Fu, ta + Us ser. 


Sey 
—t tt + +t; +. Hans 

* “a, u pur fu,g — eo... + Uns — * 
fo nähern ſich dieſe Summen, für wachfende n, fortwährend u 
Gränzen s und 8, und koͤnnen, wenn man nur m groß genug 
"nimmt, diefen Gränzen beliebig nahe gebracht werden, Man kann 
alfo nm immer groß genug nehmen, daß die pofitiven Werthe der 
—— S— Sur 8 — Suhleiner als jede gegebene, noch fo 
fleine, Größe © werden. mt man nun n fo groß, daß die 
abfoluten Werthe diefer Differenzen beide < +9 find; fo iſt der 
abjolute Werth der Größe Top Ar 


(Gm) + sn) 


(s+s’) — (sn +s'n) 
offenbar < ©. Es ift aber 
tin (to tu) + lt +u,) +. + (ber tünet) > td 
und man kann alfo m immer fo groß nehmen, daß ber abfolute 


(s+:)— (mt) 


Fleiner als jede gegebene, noch fo fleine, Größe wird, woraus 
der zu beweifende Gab unmittelbar folgt: 


12, Wenn wieder 
tor tus ter tr tr ee 3 j 
i 


| 


Ugy Up Un Ugpsllay oner 


convergirende Neihen, und deren Gummen refpective su 
find; fo iſt | 
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to u⸗ 
u, +1, 
60, tu, +6, BE 
su, Ft, Fu +6, 
tu, +t,u, + tu, +t,u, tt, 

u. ſ. f. ch 

eine convergirende Reihe, deren Summe — ss’ ift, 

Die Summe der n erften Glieder der beiden erften Reihen 
wollen wir, wie vorher, durch Sn, 8n, die Summe der n erften 
Glieder der legtern Reihe dagegen durch I. bezeichnen. Es ift 

Sen tus + tu, + bu, + 4. + tn, 
+ t,u, + t,u, + t,u, +..+ tn-ın, 
+tu, + tu, +t,0, +... + ta-ıu, 
+ t,un—2 + t, uUn-2 + t,Une2 + 2... + bat Une? 
+ toun-ı + t, un-ı + f, un-ı +. + tacitamı. 

Alfo, wenn man fi) diefes Product nad) den Diagonalrei- 

ben geordnet denkt, offenbar 








Sn < &n %n . 
Aft ferner ın die größte in — enthaltene ganze Zahl, naͤmlich 
_n—1 n _.n—2 
m = 7 ober m = — 


jenachdem n ungerade oder gerade iſt; fo iſt offenbar immer 
Sn > Sinai sn « 

Laͤßt man nun n fortwährend zunehmen, fo wird offenbar auch 
nı fortiwährend wachſen, und nad) der Vorausfegung werden ſich 
alfo die Summen Sn, Sm+ı der Öränze 5, die Summen 8',, 
Sm+ı der Gränze s, die Producte SnSny Smtı Simtı der Gränze 
ss’ tortiwährend nähern. ift nad) dem Obigen immer zwifchen 
Sn Say Sapı Sntı enthalten, und wird ſich alfo, für wachfende n, 
ebenfalls Fortivährend der Graͤnze ss nähern, woraus der zu bes 
weifende Sag ſich augenblicklich ergiebt, 


U. Reihen mit pofitiven und negativen 
Gliedern. 


13. Die pofitiven Werthe der Glieder der Reihe 
Los buy kan tan kan ones 
wollen wir immer reſpective durch 
Bo» Orr O2> Bas Bay ***2* 
bezeichnen; fo ift Far, daß der abfolute Werth der Summe 
ut ht Ft hen + ans 


3 
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nie groͤßer als 
eo trete +e + + One ' j 
ſeyn kann. Auch iſt der abſolute Be von 
\ tn + tn+ı + tmkmer 
nie größer ale der abfolute Werth von 
en + ent + gnp2ıt · · + gn4meı + 
Sehen wir nun 
n=t,+t, +, Sr + tar ı 
n"=eoetratete+- “+ en; 


fo ift der abfolute Werth von s240 — Sn Nie größer als 8 nm 
— 8a Convergirt die Reihe 


Co» Pı» O2» Pay Pay rıı 3 
fo fann, wenn n waͤchſt, die Differenz 


s’ n-Lın — S’n N) 
für jedes m, der Rull beliebig nahe gebracht werden (1.); * 
kann, wenn waͤchſt, offenbar auch, die Differenz _ | 
Sn-kın — Sn y 
für ‚jedes m, der Null beliebig nahe gebracht werden; ſo daß 
folglich die Reihe 
to⸗ t,; t, ; t;, 5 ts seo. 
ebenfalls convergirt (1.). 
Denn die Glieder der Reihe 
CoS Qu» Oar Qay Qan re» 
ſich der Null, nicye nähern, indem der Inder nm waͤchſt; ſo di⸗ 
vergirt die Reihe 


boy boy Eon tan tan een 
Es ift nämlich ° 
Sni — Sn = tn 


\ 
Sn+2 — Sn+1 = tat 


Sn--3 — Sn? = tn+2 
x Sn++ — Sn+3 = In+3 
uff u. ſ. f. 
ſo daß alſo die abſoluten Werthe der Differenzen auf der linken 
Seite der Reihe nach | 
Ony Ontiz On+2; Onddy «+» 
find. Da nun diefe Größen fi) nad) der Vorausſetzung der 
Null nicht nähern; fo nähern ſich auch die in Rede ſtehenden 
Differenzen der Null nicht, d. i. 
Sn-Hi — Sn 5; 
oder 
8nın — $n J 


I 
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| ii e — & — ſich Dr Null nicht, wenn n währt. Folg— 
to» t,> t,; t,; t,, ..... 

divergent (1.). 

14. Die Reihe 

Cor Cıy Orsi@ay Bayrıte+« 


| ift convergenf, wenn, für wachfende n, die größten Werthe von 
| (@n)® fic) einer Gränze nähern, welche <1 ift (6.). Nähern fi) - 


ı dagegen, für twachfende n, die größten Werthe von (E,)" einer 
Gränze, welche >1ift; fo kaun On, für wachfende n, ſich 


nicht der Null nähern. Nähere fi naͤmlich (En)”, für mach 
fende n, einer Graͤnze, welde > 1 iſt; fo giebt es einen Werth 
von n, für weldyen 

1 


(m). > 1 


1 
(en +1 >A 


ı 
(en+? ju+2 >1 
ut uff 
ift, woraus fidy unmittelbar ergiebt: 
an >i 
en+ı > 1 
On? >1 
u. ſ. f. wet 
ſo daß alfo En, für wachfende n, ſich offenbar der Gränze Null nich 
nähert, Aus diefen Bemerkungen ergiebt fidy folgender Lehrjag: 
Wenn on der abfolute Werth des allgemeinen Glicdes einer 
Reihe 
u er are 
1 
it, und, fir machfende n, die größten Werthe von (0. )” fich 
einer beftimmten Gränze L nähern; fo ift die Reihe en; 
Boy top tz tan Ban menee 
convergent oder divergent, jenadydem L < 1 over L>1 if. 
Nach (7.) kann man diefen Satz aber- auch auf folgenden 


Ausdruck bringen: 


niſſes 


Wenn für wachſende n der abſolute Werth des Verhaͤlt— 


Int 
in 


ſch einer beftimmten Gränze L mähert; fo iſt die Reihe 


Supplem. zu Klügels Wörterb, 1. Ge 


2=- zı 


—* 


1 

al 
h; 

B 
u 
Ein 

Ei 
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Ray Ban bay kan kayonıee 


convergent oder divergent, jenachdem L<1 oder L>1 if. 


fi 


15. Wenn die Blieder einer Reihe abwechſelnd pofitiv und ne⸗ 
gativ find, und, ihren abfoluten Werthen nad), wenn der Inder 
waͤchſt, der Null fid) beftändig und beliebig nähern, indem fie zu⸗ 
gleich fortwährend abnehmen; fo ift die Reihe jederzeit convergent. 

Die Reihe fey 

: m ah tr At + a te nen 
die abfoluten Werthe der einzelnen Glieder: 


kon ty Ban ksy kan tan von. 


nehmen beftändig ab, und fönnen der Null beliebig nahe gebracht 


werden, wenn man nur den under des Gliedes hinreichend wach⸗ 
nam —m=Hlta — tar + tar. tem) +5, 
wo die obern und untern Zeichen außerhalb und innerhalb der 
Klammer ſich nicht auf einander beziehen follen. Für m — 2u ift 
S=ta— tar + tnt2 — re — ind2uel 
= tn — (int En?) — 000. — (ind2a-3 intzum2) — inh2umt 
= (tn—ta4ı) + (tian+2—tn43) + +. + (inpaae2— tap2uet) - 
Für m = u +1 dagegen ift fi 
Ss =ta—tnt + tar2 — 2... + tatıa 
= tn (tnpt—tn42) — 2... — (inpzuel — taf2u) 
= (tn—ta+1) + (ta? —ta43)+...4 (int20-2 —tar2ue1) Hio-t2a, 
fo daß alfo in beiden Fällen Ä 
S= tn — (np —ta42) — (in43— tn) — ne. 
= (ta—tn41) + (inp2—ta43) + (ine — a4) Fo... 
ift, wo die Größen 


. ta — tar 


with Sie 


nach der er ſaͤmmtlich pofitiv find. Demnach ift S 


offenbar pofitiv, un 

S<tn,S5S>t— takt; 
d. i. S zwifchen 

tn und tn — tatı 

enthalten. Der Unterfchied zwiſchen diefen beiden Gränzen ift 
= tn+1, und fann nad) der Vorausfegung, für iwachiende n, 
der Null beliebig nahe gebracyt werden. Daher fann um fo mehr, 
für wachſende n, S der Null belicbig nahe gebradyt werden. Es 
fann alfo auch, für wachſende nm, die Differenz 
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Sntın — Buy " 
für jedes m, der Mull beliebig nahe gebracht werden, fo da 
aljo die Reihe | | 

bt, At,—t,,+ Yan — te ana. 


convergirt (1.).° Cauchy hat diefen Satz nur an einem Bei- 
fpiele für die Reihe 


1, —4, +3: — 4%, 3, dh Yy es s 
erläutert. Aus (3.) wiffen wir, daß die Reihe 
1, 43 }> 4 #3 #3 *, ..... 


divergent iſt. Man fieht alfo hieraus, daf eine divergente Reihe 
mit pofitiven Gliedern zuweilen convergent werden faun, wenn - 
man die Glieder von gerader Stellenzahl negativ nimmt, 
16, Wenn ſaͤmmtliche Glieder der convergivenden Reihe 
Po» Bın Pzy Q35 Qay -rın 
pofitiv find, und 
Pos Pı» Pa» P3> Pi» ++. 
iſt eine Reihe von Größen, welche ſaͤmmtlich poſitiv ſind und 
die Einheit nicht uͤberſteigen; ſo iſt auch 
@oPo> CıPı» @zPa2» O3Ps3s C4 Pa, +-+»» 
eine convergente Reihe. | 
Sey — 
en so taten +... + Q-ı 
s'n 0 Po + e&ıPı + 2:Pı + +». + en-1Pn-ı; 
fo ift 
Sntn — Sn = En + En+i + en+2 Ont4mei 
nd — an eo Po + PıPı + @2Pa + --- + ent Pte . 
Alſo mac) der Vorausfeßung - - 
; $u-+-m — 5n 5 $’n-Lın — $5,. 
Da die erfte Reihe convergirt, fo fann, für wachfende n, die 
Differenz Sn-m — Sn, für jedes m, der Null beliebig nahe gebracht 
werden, welches alfo um fo mehr auch von Sam — Sn gilt. 
17, Wenn 
| Co y @ır Bay Ors Day reue 
‚ eine convergirende Reihe mit pofitiven Gliedern iſt, und 
boy Boy bay bay kan onen 
' Größen find, welche in Bezug auf ihre abfoluten Werthe die 
a nicht uͤberſteigen, aber pofitiv und negativ feyn fünnen; 
o i 


Rotor Cata, ata⸗2L3 ta, Qatay er. 
ſtets eine convergirende Reihe. 
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Sind nämlich 
(to)s (tr (t2)» (5), — see 


die abſoluten — der eutſprechenden Groͤßen der zweiten 


Reihe; fo iſt die Reihe 
Rolto)» eı(t,)» @2(t2), e,(t3)» — „.. 
condergirend (16.). Alfo ift aud) 
Rotor Bıtın Ortay Outsn Qaban +rir- Be 
eine convergirende Neihe (13.). 
48. It alfo wieder _ 
Co» Lıs O2» Qas as +" 
eine convergirende Reihe mit pofitiven Gliedern; fo find aud) 
@, ©08 ©,» g, cos @,, 0,005 9,, 0,005 @,, 94008 O,y «++. 
eo sin, Or eı 'sin®,, e,5in@,, e,5in@,, ea sin @,5 «+++ 
convergivende Meihen. Eben fo find auch 
0, 0, 005 ©, 0, 00520, 0,0053, g,c0sd@, ....5 
e,sin @, ea sin 20, e, sin 30, eA sin 40, .... 


| — Reihen, unter der obigen ——— 


19. Sind 
Ron Ban bay kan kan munen 
Ugy U; 5 Un; Uyy Ugy onen 
convergente Reihen, deren Summen s und s’ find; fo if auch 
tt u, tı Fu, ft, + u, ee ... 
eine convergente Neihe, deren Summe s + s' iſt. . 
Dieſer Sa fann ganz auf diefelbe Art wie der analoge 
Sat in (11.) bewieſen werden, 
2. Wenn 
— 
Uoy u, Uyy Ugs Ugy or. 


convergente Reihen, und s, s ihre Summen find; BAU wenn 


and) die abfoluten oder numeriſchen Werthe der Glieder dieſer 


Reihen convergente Reihen bilden, aud) 
k, 
tu, +, 
tu, tu +t,%, 
u, +t,, +#t,u, +t, f 
tu, +tu, +t,u, at,u, + tm 
u. fü f. uf. f. 
eine convergente Reihe , deren Summe — ss’ ift. 


Seyen 84, Say Sn die Summen der n erften Glieder der 
in Rede lee Neihen; fo ift 
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8n8'n en Sn = 


% 


tat Un-i 
+ [tami und + tae2 Uni} 
+ Fta—ı Un-3 + ta=2 Un=3 ++ t— Un-1 } 
— —— ee we De 
| + [tn-ı0, + ta-au, +... + t, u + t, Ma-1} 
wobei (12.) verglichen werben fann. 
Dezeichnen wir die numerifhen Werthe der Glieder der bei« 
den gegebenen Reihen durch 
Lo» @ı» QBas Oz Qay -rrrr 5 
dor ar Oas @an @anereni 
und die den Größen s., 8'n, Sn analogen Größen für diefe beiden 
Reihen, welche nady der Borausfegung ebenfalls convergiren, 
buch 5, On, 2; fo il: 
Ha ⸗ 
nie’ . N 
+ [en-ı0'n-2 + en-2en-1) 
+ [en—ig'n-3 + en-2e'n-2 + Om da-ı ] 


+ len-ıe, + eng, +... + Qream2 + er ea-ı) . 
Es fällt fogleich in die Augen, daß, ruͤckſichtlich der abfoluten 
MWerthe, ’ 
On0’n — In > un 8a — Sn 5 
ift. Nach (12.) nähert fi, für wachſende n, der abfolute 
Werth von 


On on — 2n 


der Null fortwährend, weil fowohl a on, ald auch S,, fi 
der Gränze oo’ fortwährend und beliebig nähert, wenn n wädjf. 
Alfo nähert auch der abfolute Werth von 


8n sn — Su 


fi) der Gränze Null fortwährend und beliebig, wenn nm waͤchſt. 
Da nun Sn, 81 ſich refpective den Graͤnzen s, 8, alfo 5 Su 
ſich der Gränze ss’ fortwährend und beliebig nähert, wenn n 
wäh; fo muß aud I. ſich der Gränze as’ fortwährend und 
beliebig nähern, wenn n wählt, woraus der zu beweifende Sag 
unmittelbar folgt (1.). 


Die Bedingung, daß die gegebenen Reihen, aud) nach der 
Reduction. ihrer Glieder auf deren numerifche Werthe, conver- 
gent bleiben, ift nothiwendig und wohl zu beachten. Caudy 
erläutert died aucdy an einem Beifpiele (a. a. D. p. 149.), wel⸗ 
des wir jedoch, der Kürze wegen, hier unterlaffen, da die Noth- 
wendigkeit dieſer Bedingung ſchon aus dem allgemeinen Beweiſe 
deutlidy genug hervorgeht. 


i 
- 
u 
. 
| 
} 
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‚Mm. Reihen, welde nad) ben auffteigenben gan- 


‚zen pofitiven Potenzen einer veränderliden 
' Groͤße derdeet ſind. 
ge ei 


ao, d,X, a,22, 0,x°, ak! u... 


eine beliebige nach den Potenzen von x geordnete Reihe, deren 


Coefficienten pofitiv und negativ feyn oͤnnen. Die poſitiven 
Werthe der Coefficienten wollen wir durch 


Gy, Ey Uyny Ayy *45 ****5 


Din pofitiven Werth von x durch S bezeichnen. 
Wenn A die Gränze if, welcher ſich, für wachfende n, die 


größten Werthe von (aus nähern; fo if offenbar die Graͤnze, 


welcher ſich, fuͤr wachſende die größten Werbe ı von 


PR = RR} } 
nähern, —AE, Nad) (14) ift alfo die Reihe 
Boy A, a, 5,0, X, AyEtn are. | 
convergent oder divergent, jenachdem AS< 1 oder AE> 1, 
d, i. jenachdem 


<tons>; —*— 
if. Dies führt auf folgenden Lehrſatz: ‘ 


Wenn ©, der abfolute Werth des allgemeinen Coeffieienten 
&, in der Reihe 


8,5 8, X, a,x?, — a, x ser. 
und der abſolute Werth von x iſt; die größten Werthe von 


Cash ſich aber, für wachfende m, der Gränze A nähern; fo con⸗ 
vrrgi oder divergirt die obige — jenachdem 


ober — 


iſt, oder, was daſſelbe iſt, die Reihe convergirt für alle zwiſchen 
den Graͤnzen 
1 


1 
= —- zZ, s=tz 


liegenden Werthe von x, umd divergirt für alle außerhalb diefer 
Gränzen liegenden Werthe von x. 


Nach (7.) kann man diefen Sat aber aud) 4 folgenden 
Ausdrud bringen: 
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* —— für wachſende n, der numeriſche Beth des Ders 
niffe : 


Ant 
An , 
er der Gränge A nähert; fo convergirt die Reihe 
Bo, a, x, a, xꝰ, 8,2°, 4 x, once. 
für alle zwiſchen den ben 
1 
z und + 7 


liegenden Werthe von x, — fuͤr alle außerhalb dieſer 
Graͤnzen liegenden Werthe von x. 


22, Sey z. B. die Reihe 
41, 2x, 3x2, Axt, 52%, 6x’, ..... 
gegeben. Für diefe Reihe ift 
An _n+?2' 1 


An n+1 IT STT 


Mo A— 1. Demnach cenvergirt die Neihe für alle Werthe 
' don x zwifchen den Gränzen —1 und + 1, divergirt dagegen 


für alle außerhalb diefer Gränzen liegenden Werthe vo nx. 
Fuͤr die Reihe 








x x 
LEI FIR 

if 
Ann — 1 
ann +1 n+1 


Alſo A=1. Die Reihe convergirt und divergirt folglich unter 


denſelben Bedingungen wie die erſtere. 


Setzt man 
x = + 7* 


fo kinnen die entſprechenden Reihen ſowohl divergent, als auch 
convergent feyn, welches ſich fogleich bei der letztern Meihe zeigt. 
Erst man nämlich zuerſt x — +1, um x—=—1; fo erhält 
man die: beiden Reihen 
- PR: 
—1, +4,—- 4, +4, -b5ı + 5 ..... 

von denen die erſte divergirt (3.), die ziveite dagegen convers 
sirt (15.). 


Die Reihe fey 


a a(s—1) , e(a—1)(a—2) , . R 
a la er er er wa A, 


ſo ift 





| 40. Gomvergeng ber Reihen. 
! R * N en — * So 6 
See. 
t Folglich offenbar A—1. Unfere Reihe if alfo convergent oder 
i divergent, jenachdem x zwifchen den Gränzen — 1 und +1 ent 
| halten ift, oder außerhalb diefer Gränzen liegt. 
i Für die Neihe 
j ; —— x’ xt 

| N * Kr IE DE 5 ve VE I De > 

| Bit ih Lu, 





ön n+1 ’ A n 

Die Reihe ift folglich für jedes zwifchen den Gränzen — 
+ © liegende X, d. 1. für jeden beflimmten reellen Werth von x, 

convergent. 
Fuͤr die Reihe ' 
1,1.x, 1.2x?,1.2.3x2?, 1.2.3.4x9, 00. 


SER 


Ani — —— 
Teer, Ben, za. 


Da zwiſchen — O und +0 feine Werthe von x liegen koͤnnen; 
fo ift flar, daß diefe Reihe immer divergirt. 
Die Anzahl diefer Beifpiele würde ſich leicht vermehren 
laſſen. 
23. Sind 
BORD VE PIE 3 
b,,b,x, b;x?, b,x’, b,x*, -... : 
wei Neihen, welche, wenn man der veränderlichen Größe einen 
rer Werth beilegt, convergent find, und die Summen 
8, 8 haben; fo iſt, fiir denfelben Werth von x, and 
ao+b,, (a, +b,)x, (a, +b,)x2, (a, +b,)X, .... 
eine convergente Reihe, und die Summe diefer Reihe iſt st: 
Die Nichtigkeit diefes Satzes erhellet unmittelbar aus (19.)) 
fo wie man denfelben auch leicht auf mehrere Neihen ausdehnen 
fann. Sind nämlich für einen beftimmten Werth von x j. % 
die. vier Neihen 
U PER PR SHE Po a PR SE 7 SBEOTUEEN 
b., 5,2; 5, 2°, DB, 82°, Ba29 s s000 5 ‚ 
Co, O2, 05R?, O5 RI, Ca Rt, ir 


FREE Le Pr Ben - 


i 
N) 
J 
3 
114 


r- 


ungen — 


u 0 an - 
—— — — — 
a a Pe Dre 
Eu —* - fi 2 
—— Ye ’ . mh Mi . 


Br ah Pi 


n . 
a 


x* 
—B 


* 
— 


For AREAL 
convergent, und 8, 8,8", 8" refpective die Summen diefe Rei⸗ 
hen; ſo iſt auch 


a +0, +d,, (a, +bı +e,+d,)s, (a. +b. +0, +4,)%°, * 


— 

— © 

rn 
u... 
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für denſelben Werth von x eine convergente Reihe, und ihre 
Summe J 
=s 4434 s”, 

24. Ehen fo ergiebt fi) aus (20.) unmittelbor folgender 


. > 


-Wenn die Reihen 
By; a, x, 8,22, 0,29, a9, 2. 
bu, bh x, h, xꝰ, b, x’, b,xt, cu. 
für einen beftimmten Werth von x convergent find, und convers 
gent bleiben, wenn man fümmtliche Glieder derfelben auf ihre 
numerifchen Werthe reducirt; fo ift auch 


ıb, + a,b, } x? 
[a.b, a,b, + a,b, +a,b,}x’ 

{ab, + a,b, +a,b, + a,b, + a,b, };x* 

u. ſ. f. uff. 
für denfelben Werth von x eine convergirende Reihe, und ss’ iſt 
die Summe diefer Reihe, wenn s und 8 die Summen der gege« 
denen Reihen find. 
Man uͤberſieht leicht, daß diefer Sa in folgender Gfei- 
Hung dargeftelle werden fan: 0... 
(a, +ta,x +a,x?+..)(bk, +b,x + br? +...) 
= ab, _ . 

+ tab, +a,b,:x 

+ a,b, + a,b, + a,b, }x® _ 

+ (a,b, + a,b, + a,b, + a,b,}x° 

a a ae NIE Re : 
unter der Vorausſetzung, daß die beiden in. einander multiplicir- 
ten Reihen convergent find und convergent bleiben, wenn. man 
für jedes Glied feinen numerifhen oder abfoluten Werth fegt. 
Die Erweiterung des Sages auf mehr als zwei Reihen unterliegt „ 
feiner Schwierigkeit. 


Setzt man, wie offenbar verftattet ift, 


„bo =d = u. 

a, =b =eo =d, =S.u: 
a, b= ,=d, =... 
u. th uff 


fo dient der Sa, immer unter den gemachten Boransfegungen 
jur Entwicelung der Potenz 


(a, + a,x +a,x? + a,ıt + ...), 
wenn m. eine pofitive ganze Zahl ift, in eine convergirende Reihe. 


’ 





442 Gonvergenz ber Reihen. 


25. Ein Polynom 
b, +b,x + b,r? +... + bu-ızm=1 + bnx® 

mit einer endlichen beftimmten Anzahl von Gliedern, kann man 
offenbar als eine convergirende Reihe betrachten, bei welcher 
von einem beftimmten Gliede an fämmtliche Glieder verſchwin⸗ 
den oder =O werden, indem ein ſolches Polynom offenbar im- 
mer eine beftimmte Summe bat, auch wenn man für alle Glie- 
der ihre numerifchen Werthe feßt. Dies führt, mittelſt (24.), 
auf folgenden Gap: | 


Wenn 
Boy AK At, a, xꝰ, AK, a, xꝰ, .... . 
eine Reihe iſt, welche, für einen beftimmten Werth von x, con⸗ 
vergent ift und auch convergent bleibt, wenn man für jedes 
Glied feinen numerifhen Werth fest; fo ift für jedes beliebige 
Polynom \ 
b, +b,x +b,x? +... bmeızm-i + bux® 
mit einer endlichen Anzahl von Gliedern: 
(ta,xX+a,2? + ...)(barb,xtb;x? +... + bux®) 

‚= a,b, 

+ {3b, + a,b,}x 

+ {a.b; + a,b, + a,b,}x? 

+ (a,bm +a, ba-ı+ a, bn-3 +... + amb, }x® 

+ [a,bn+ a, bn=ı + a, bmn=2 +... + am-+ıb, |) xm+ 
+ fa,bm + a, bn=ı + a, bn—a * . + Am+2b, | xm--2 
+ ” £} P} 3— * ee4— 

fuͤr denſelben Werth von x, und die Reihe auf der rechten Seite 
bes Gleſichheitszeichens iſt, unter den gemachten Vorausſetzun⸗ 
gen, ſtets convergent. 

26. Eine Function ꝙ (x) kann, wenn es uͤberhaupt moͤg⸗ 
lich iſt, zwiſchen den Gränzen x — — & md X— nur 
auf eine Art durch eine nach den poſitiven ganzen Potenzen 
von x fortſchreitende Reihe, welche zwiſchen den obigen Graͤn— 
* ſtets convergent iſt, dargeſtellt, oder, wie man ſich gewoͤhn⸗ 
ich auszudruͤcken pflegt, in eine ſolche Reihe entwickelt werden. 

Sey, um dies zu beweiſen, zwiſchen den Graͤnzen x=— go, 
X— 46: 

g()=a, * a, x 4* a, x? 4 a, xꝰ art oo. 

=b, +tb,x +b,x? + b,x? + b,xt ...., 
fo daß diefe beiden Reihen’ zwiſchen den angegebenen Gränzen 
ftetö convergent bleiben, . Es iſt alfo für jedes x zwifchen dieſen 
Gränzen: 
tax tax’ +... —=b +bxı+ br + us, 
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weiches alfo audy für x= 0 gilt, woraus fogleid a, = b,, 


a x 4 a, x? 4 a4, +. .—hbr+b,r+br +... 
(a, Pa, x a, x24. ..) * x(b, +b,x+b,x” + ...) 
fr jedes x zwiſchen den obigen Gränzen. Alſo ift auch für je» 

des noch fo Fleine x, welches nur nit = 0 ift: 

a + a, + 23,2” + ..=b, +b,x +b,r2? +... 
Päßt man nun aber x fich der Gränze Null nähern, fo nähern 
diefe beiden. Größen ſich den 7 a, und b, (m. v. d. Art. 
Unendlich). Da aber diefe Größen für alle noch fo fleine x 
einander gleich find, fo müffen offenbar auc) ihre Gränzen ein 
ander gleich feyn, woraus fih a, —=b,, und \ 
a,x+ a2? +... =b,x + b,2? +... 

z(a, Fa3x+..)=x(b, +b,xr +...) 
ergiebt, für jedes x zwiſchen den obigen Gränzen, Hieraus 
ſchließt man auf diefelbe Weife, daß ,—=b,, a, =b, 
,=b,, .. if, womit alfo unfer Sag bewieſen. } 


% 


IV. Imaginäre Reihen. 


27. Wenn > 
Po» Pı» Pas Pss Par „1 5 
Go» Jıs Jar Js» Jar ***2*2* 
jwei beliebige reelle Reihen find; fo wollen wir die Reihe der 
imaginären Ausdrüde: 
pP + g9r—i 
pP, * 9. — 
Pa + ri | . 


überhaupt eine imaginäre Reihe nennen. Eine folcye Reihe ift 
convergent, wenn die obigen reellen Reihen beide comvergent 
find; dagegen ift die imaginaͤre Reihe divergent, wenn die reel— 
= Reihen entiveder beide, oder nur eine derſelben, divergent 
ind, | 

Bezeichnen wir die Moduli der obigen imaginären Ausdrüde 
(Unmögliche Größen 6,) nach der Neihe durch 

i Ro» Oın Qay Qas Qar **2«*« « ;. 

—— (a. a. O.) die imaginaͤre Reihe jederzeit auf die 
orm 


x 


a) A Em - 
- n De \ 14 y 
“ 1J 4 


⸗ * 
—1 


ME Gomengengben eher 
⸗⸗leos 00 +, Y—T) ° 
eı(c0s@, + sin, Y—ı1) 
e (eos 0. + sin, Y—i1) 


EHE TEE LEE WERETER — 
.‘ ri; 


. @n(cos ©, + sin 57) 
bracht werden. Wir wollen uns daher im Folgenden jee 

imagindre Reihe, bevor wir eine nähere Unterfuchung berfelben 

‚unternehmen, auf diefe Form gebracht denken. r 

wir 28. Wenn, für wachſende n, die größten Werthe von 


(en)” fi) einer gewiſſen beftimmten Gränze nähern; fo ift die 
entfprechende imaginäre Reihe comvergent oder divergent, jenad)s 
dem diefe Gränze < 4 oder >1 ift. 
Iſt zuerft diefe Gränze kleiner als die Einheit, fo ift nad 
(6.) die Reihe 


Ne tr eng ne 
ER 


... 


Go» Er» O2» O3 Qay rer 
eonvergent. Folglich find aud) 
; @0 008 ©, , 0,005 @,, 0,005 @,, 0,008 OÖ, 5 .....3 
@sin@,, e,sin®, , e,5in @,, g,5in &,, u... — 


convergente Neihen (18.), und es ift alfo auch die imagindre 
Reihe felbft convergent (27.). 


ag : Iſt L die Gränze, welcyer, für wachfende n, die größten 
bi i Werthe von (@n)” ſich nähern, und L>1; fo nehme man die 


nt - e « u 
—⸗ h = — 
— - Ai - > h 
——— En 
1 ® »r, 
— F 


Größe T fo, daß 
L>T>1 


1 
ift. Da (En)" ſich der Gränze L beliebig nähern kann, fo wird 
- 8 immer einen Werth von n geben, für welchen, und Aber wel 
hen hinaus, immer ex ; 


+ \ —8 (a®>T, en > Ta 
iſt. Es werden ‚alfo immer einmal die Glieder der Reihe 
Bons @ıy Qar Oas Qay Heer. 
fämmtlih, von einem gewiſſen Gliede an, die Glieder der Reihe 
j Ta, Tn+1, Tata, Ta+>, Tu+t, 
überfteigen. Die Glieder der letztern Reihe wachſen aber, weil 
| T>1 it, über alle Gränzen, fo daß alfo audy die Glieder der 
J erſtern Reihe über alle Graͤnzen wachſen. Nach dem Artikel Un 
— 14 moͤgliche Groͤßen (6.) iſt FR 


an = Ypn: + nn’, 
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woraus erhellet, daß En nicht über alle Gränzen wachfen kann, 
wenn nicht wenigſtens eine der Größen Pa, Yn, ruͤckfichtlich ih⸗ 
rs abfoluten Werthes, über alle Gränzen waͤchſt. Daher ift 
im vorliegenden Falle immer wenigftens eine der Reihen 


Pe» Pıs Pas Ps» Par +++ ++» ; 
| „ Ges Ir» Gas In» Gar er ; 
alſo auch, jederzeit die von diefen beiden Reihen abhängende imaz , 
gindre Reihe divergent (27.). Daß eine Reihe, deren Glieder, 
rucfihtlich ihres abfoluten Werths, über alle Graͤnzen wachſen, 
divergent iſt, erhellet augenblicklich, weil für eine ſolche Reihe 
die Differenz | 
| En+ın — In > 
fir m—1, der Null nicht beliebig nahe gebracht werden kann, 
wenn man m wachſen läßt, welches doc) für jedes m Statt fin» 
den müßte, wenn die Reihe comvergent feyn follte, 


Nach (7.) fann man nun diefes Theorem auch wieder auf 
folgenden Ausdruck bringen: 


Wenn das Verhältnif 
en-hi 
en 
fuͤr wachfende n ſich einer gemwiffen beftimmten Gränze nähert; 
ſo iſt die entfprecyende imaginäre Reihe convergent oder Divers 
‘gent, jenachdem dieje Gränzge < oder >1 if. 
29, Seyen 
Po ++ g.,r—1, p, +, f—-1,p + GY—lyene; 
.+wr-1,t, +u 0. 7,6, + 7-1, 0. 
convergente Reihen, deren Summen wir durch S und S’ bezeich“ 
nen wollen; fo find auch 
Pos Pıs Pa» Pa» Par + 5 
Go» Ju» Jan Gas Gar ***3 
U 
Ugr U, 5 Un; Uy, Oyy one , 
eonvergente Reihen (27.), und mögen daher refpective die Sunts 
mas, 8,, 8,8, haben. Es üt folglid) 
Ss=s+ ,1Y-1,5=#W+ 8,71. 
Die Reihen 
Po + to» Pı + tıs Pa + ta» Pr + tree 5 
\ go + Us» Gi + Ur» 9a # Ur, 5 Fi Uys ver. 
find gleichfalls convergent, und ihre Summen find sts’, 8, +81 
(19.). Alſo ift aud) 


en — 


ee 


- 


Warn" . 

er IR ——— 
te A = 

nd % — 


- 


- LE W 
— — 





* — 
— 
N a. er 


ne in mn, 


e ee 


“ 


ung wie —E (G+ ware: Sl ee 
a —* ir FE, ee 
BN Er * ea ta F (A. u.) = 
a PBtbtln+wrZ 
d. i. * bi 
; ae - a + YID + + Wr > 1) 
. (e + ur-1) * E. + urn 
(Pa +: 7) +(l, +uT} —1) 
(+4: T-— — 


eine convergente Reihe (27.), deren Summe — 
ui +5 + +45, Y ZI = 545, 171 4 84,77, 
d. i. —848 if. 

30. Wenn | 


to) 3 t,; t,, t; 5 t,; t,, 0.5; ' 


— — — — — * 


Uoy 5 Un: My U, Uus* 

zwei comvergirende imagindre Reihen, und S, 8 ihre Summen 
“find, die Moduli der einzelnen Glieder diefer beiden Reihen aber 
ER convergirende Reihen bilden ; fo ift 

ta u⸗ 
ATS, 

tu, +#t,u, + t.u, 

tou,'+ tu, +t,u, + tt, 

vu +, +tw +tn, +t,w 

uff u. ſ. f. 

eine convergirende imaginäre Reihe, deren Summe = iſt. 

Sey 


% 


tu = On (cos 0, + sin &, A 

Un = e’n(cos 8’, + sin 8,rY —1) ;- 
‚fo find nad) der Vorausfegung 

; Ca en Par e; gas ee 


dos dı> da» da» dar» 


convergirende Reihen. Folglich nähert — (20,), für wach⸗ 
fende n, die Größe 
en—1e'n-1 
+ [&n-ıe'n-2 + en-ae'n-ı } \ 
+ Len-ıg" n-3 + en⸗26 n-2 + en-30 — 


en⸗ae + en-2e; 53 .b Qaen-2 + en} 


iR 


— — 


F 


XECCCCECECE&äO 
5 L 








Alſo 
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ſich fortwaͤhrend der Null, welches alſo um ſo mehr von den 
abſoluten Werthen der Groͤßen 


en⸗i e'n⸗ i cos Oa⸗i + On-ı) 
+ Lem-1e'n—2 608 (On-ı + O'n-2) + En-2e'n-ıC05( On-2+ Fa-ı)) 
+ Len=ie', 008 (On-ı + &,) + en-2E', cos (On-2+ ©’, )t er. 
nn + Qren-2c0s( 9, + On-2) +, e'n-ıC08 (8, + Ea-ı)} 
und ' \ 
en⸗i e'n—ısin( On-ıt B’u-ı) 
+ { On—t en⸗2 sin ( On-ı+ On?) + (n—2 en-1 sin ( On-2 + Oan-ı) > 
+ [en-ıg', sin( On-ı+ 9 ,) + en-2 e'a sin (An-.+9,) +... 
nt easin(, + On) + e,en-ısin(d, + Fami)} 
gilt, Entwickelt man aber die Größe 
tn—1 Un—-1 
+ [ta-ılin-2 + ta Un—1 } 
— { tn-1Un—3 + tn—2Un-2 + ta Uni } 


nachdem man jede imagindre Größe durch ihren Modulus aus— 
gedrückt hat; fo ift klar, daß der reelle Theil und der Coefficient 
von AJ in der aus dieſer Entwicelung hervorgrhenden Groͤß⸗ 
die beiden vorhergehenden durch Coſinus und Sinus ausgedruͤck⸗ 
ten Größen find, welche wir durch P und Qbezeichnen wollen. 
Die Summen der n erften Glieder der beiden gegebenen Reihen 
dejeichne man dur Sn, Sa, und die Summe der n erfien 
Glieder der Keihe, deren Convergenz beiviefen werden fol, durdy 
S".; fo ift, wie in (20.), 

' Sn $n — Sn = 

tn—1 Un—1 j 
+ {tn-1ln-2 + tn—2Un-ı} 

+ (ta-1lta-3 + ta=2Un-2 + ta-3Un-ı} 


. 0 1 1 0 hr m . 


2 ta—ıu, + tn—2 U, +... + t, Uun=2 + t, Un-i} . 


SHSan— Sn=P+0r-i, 


no P und Q, für wachſende n, ſich der Null fortwährend und 


beliebig nähern. Daher nähert auch VS. S'. —S”,, für wach— 
fende m, fich der Null immer mehr und mehr. Die beiden ge— 
gebenen Reihen find aber convergent. Alfo, nähert , für wach⸗ 
ſeude n, 8,8, ſich der Graͤnze 88, und S”, nähert fi alfo, 
für wachfende n, gleichfalls der Gränze SS’, fo daß folglid) die 
Reihe, für welche die Summe der n erften Glieder durch S”, 





Ä — comvergent, und re Summe = 88 if, w. 
— Vetrachten wir nun ferner noch die Reihe 
m, (0056, +sin9, Y—i1) 
2,x(c0s@, + sin , XT) 
a,x?(c0s@, + sin, T) 
m a,x2°’(cos®, + sin, Y-—-ı) 
—— 


Die uunmeriſchen Werthe von a, und x wollen wir durch a. 
und 5 bezeichnen, Die Gränze, welcher fich die größten Werthe 


‚ von (ou) nähern, wenn n waͤchſt, ſey = A; fo ift AZ die 


- Gränze, welcher ſich die größten Werthe von (o,Bjr nähern, 
wenn m waͤchſt. A5 ift * oder > = jenadydem 


x z te 5 >7 I 
ift, oder jenachdem x — den ee 


1 


— iſt, oder nicht. Setzen wir nun, eine —— 
She e der Borzeichen der einzelnen Glieder Put daß die 


r 
’ 


F Zu 
:& 

F 
I 
a. 
j . 
j 
a. 
BE. 

r 

| 


Bes A, X, R,X2, R,29, 0,2, 0,29, iu 
mit der Reihe 
4 — a, ad, a, at te 
übereinftimme, Nach (28.) iſt die Reihe 
a, {cos(a+@,) + sin(n+6,)Y—1} 
a,&|c6, + sin, Y—-1} . 
a,&°(cos(n+®,) + sin(n+6,)Y-ı)} 


5 
. 


* 
* 


4 a eos ( 4T0,) + sn(n+0,)Y—1j 
—9 — 
J a,$°{cos@, + sine, Y—ı) 
X I, convergent oder — jenachden Afß oder > * di 
IE jenadydem x zwifchen den Gränzen 
ie A A 


enthalten ift, oder nicht. Aus obiger Reihe erhält man nach 
einfachen goniometrifchen Sägen die Reihe: 





% 
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— a,(c086, + sin, 7-1) 
a,£(c0s®, + sine, 7-1) 

— 0,8°?(c®, + sine, D 
— 0,P°(c0s®, + sin, VXT) 
a,*(cos@, + sine, Y—-1) 
a,8°(c0s6, + sin, VT) 

d. i. die Reihe 

a,(c08®, + sin, 7-1) 
a,x(c0os@, + sine, Y-—1) 
a,x27(c0s@, + sin, Y—1) 
a,x’(cos®, + sin, Y—1) 
a,x*(c0os®, + sine, 7-1) 
a,x5(c0s6, + sin, 7-1) 


& 
eeeeee———— 2 * 


welche alſo auch convergent oder divergent iſt, jenachdem x 


jwiſchen den Graͤnzen 


>|» 


1 
sm m z=+r 


enthalten ift, oder nicht. 
Nach einer fchon öfter gebrauchten Schlußweiſe ift die Gränze 
A einerlei mit der Gränze, welcher, für wachjende n,. der nu— 
meriſche Werth von 
Ani 
u 
ſich nähert. 
Iſt in der Reihe 
a0, 8,2, a, 22, 0,29, ay2%, 20. 
z.eine imaginäre Größe, fo fann man befanntlic) 
z=x(c0os®+sin8Y-1), m—=ır(cond+ inno —7) 
ſetzen, wodurch die obige Reihe auf die Form 
a, 
a,x(co® + sn6eY-—-1) 
a,x2(c0s2® + sin20Y—1) 
a,2’(cos3® + sin3eY— 1) 
a,x’(cos40 + sin48Y —1) 


‘ 


| gehradye wird, unter welcher Form die Convergenz oder Diver- 


genz der Reihe nun nach den vorher bewiefenen riterien beur⸗ 
theilt werden fan, 
Supplem, zu Klügels Wörterb. L» Sf 


a zer 
. % 
— — 


a0 Convergenz der Reihen. 





z Die in (23.) amd (24.) bewiefenen Säge gelten auch, 
urn wenn x eine imagindre Größe iſtz nur müffen, in Bezug auf 
Fl den Sat in (24), die Moduli der einzelnen Glieder. der 

i Reihen g 

EN PPRR VE FIR ve SHE vo 20 VE SERPFEE 5 
| iM bu,b,x, b,xt,b,x?, buxt, 2.35 

ni aud) convergivende Neihen bilden, wenn diefer Sag richtig blei- 
| 91 ben ſoll (m. vergl. W.). 

I V. Einige Anwendungen der beftimmten In 
J tegrale bei Beurtheilung ber Convergenz und 
Divergenz einer Reihe. 

Su +81 Sy f(x) eine Function von x, welche für pofitive 
| Werthe von x beitändig pofitiv bleibt. Iſt nun das Verhaͤltniß 
f(xs+9) 
f(x) 


für unendlich große Werthe von x, und für alle die Einheiı 
nicht überfteigende Werthe von ©, beitändig ziwifchen zwei end: 
lichen, aber von Null verfchiedenen, pofitiven Graͤnzen A um 
B enthalten; fo it die Reihe 
f(0), £(1), £(2), £(3), (4), «.. 
convergent, wenn, indem n und m pofitive ganze Zahlen be 
— zeichnen, für unendlich große nm das beftimmte Integral 


— ——— 


verſchwindet, welches auch der Werth der Zahl m ſeyn mag 
Am entgegengeſetzten Falle it die obige Reihe divergent. Mi 
nehmen hierbei aud) an, daß fLx) cine fletige Function fey. 

Bevor wir zu dem Beweiſe diefes Satzes übergehen, ſchicker 
wir folgende Bemerkung über die beitimmten Integrale voraus 
Nach dem Art. Beſtimmtes Integral (5.) if 


A B 
T f(x)cx 


das Aggregat der Producte, welche man erhält, wenn man di 
jwifchen den Graͤnzen x — a, x—=A liegenden Werthe von 


f(x) mit Nmultiplicirt, deſto genauer, je größer n iſt, vor: 


ausgefeit, daß f(x), wenigſtens zwifchen den obigen Gränzen 
fietig ft. Nach dem Art. Mittel (11,) i. d. 3. iſt alfo 


A a ; 
F. f(x)ox=(A—a)M, 
wo M ein gewifles Mittel zwifchen den Werthen der Functioi 


— — 
— — 
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f(x) bezeichnet, welche ziwifchen den Gränzen x—=a, x—=A 
liegen. Da nun M zwifchen dem fleinften und größten biefer 
Berthe enthalten (a. a, D.), und die Fumction f(x) zwifchen 
den angegebenen Gränzen ftetig ift; fo iſt flar, daß ſich M unter 
den zwiſchen diefen Gränzen liegenden Werthen der Function vor: 
finden muß, und daß man daher 
M=fja+98(A—a)} 

fegen fann, wo © zwifchen Null und der Einheit enthalten ift. 
Alſo iſt immer 


—J = (A-a)fla+6(A—a)}. 


Am deutlichſten wird das Dbige, wenn man ſich ziwifchen ben 
Graͤnzen x — a, x — A die Werthe der Function f(x) alg 
Ordinaten einer Curve dargeſtellt denkt. 

Sey nun, um jetzt zu dem Beweiſe unſers obigen Satzes 
aͤberzugehen, 

sn = f(0) + I) + f(2) +... 6-1) 

Ban — 55 = fin) + Eln+1) + fin +2) +... + fia+m-—1). 
Nach dem Art. Beftimmtes Integral (6.) ift ‘ 


m n+1 n-+? N n--ın 
/ f(x) =. f (x) 0x +, öcht "00x 
1 ı 1 
=/ term [tarntDätt/, £(x+n-+m-1)x 


d. i. nach dem vorher beiwiefenen Sage von den beftimmten Ju— 


tegralen: 
— (x) õx = 


f{fn+9) + f(n+1+9,) +... + f{fan+m—1+ Ou-ı) , 
wo die Größen ©, ©, , ar ++. On-ı ſaͤmmtlich zwifchen 0 
und 1 enthalten find, Nach der Vorausſetzung find aber die 
Verhaͤltniſfe 

f{n+6) f(n+1+9,) f(n+m—1+ Ou-ı) 
fin) ’"En+ı) °""  fn+m—1) ’ 
für unendlich große m ſaͤmmtlich zwiſchen den Gränzen A und B 
enthalten. Nac dem Art. Mittel (7.) i. d. 3. iſt alfo auch 
f{n+8) + f{in+1+9,)+ ... Han +m—1+ On-ı) 
f(n) + f(n+1) +... + f{fn+m-—1) _ 





Sn — $n 
zwiſchen denfelben Graͤnzen enthalten. Folglich if, für unendlich 
große n, die Differenz 

Sn-Kn — 8n 
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zwiſchen den Graͤnzen | 


n--ım n-Fın 
17 A ‚i(x)ox, ss, t(x)0x 


enthalten, und ed wird alfo diefe Differenz, da A und B nicht 
—= 0 find, für unendlid) große n, = 0, wenn das Jutegral 


—— 


fuͤr unendlich große n verſchwindet, wobei immer m als beliebig 
angenommen: wird, In diefem alle comvergirt alfo nach (1.) 
die Reihe | 
£(0), £(1), f(2), 8(3), (4), .... 
Verſchwindet aber für unendlic) große n das Integral 


ST: 


nicht; fo iſt, weil nad) der Vorausſetzung diefed Integral pofitiv 
it, und auch A und B, alfo auch die Gränzen 


af, 2 AOL. 
pofitiv find, die Differenz 
| A Sn--m — Sn > 
für unendlich große n, offenbar nicht = 0, in diefem Falle alfo 
die in Rede ftehende Keihe divergent. — ſo 
32. Sey jetzt 
F f(x+6) 
‚f(x 
immer zwifchen den beiden Gränzen 
f(x+1) 
| und RSH 
enthalten, und die zweite Größe nehme, für wachſende x, ent— 


weder immer zu oder immer ab, Im erſten Falle kann man, 
wenn 








i(x+1) 
| f(x) =. 
ift, offenbar 
| sl) „__ 
A=ropyB=t; 
wen 
f(x+1) 
75 >i 
ift, dagegen 
f(o +1) 
A=1,B= =... 
I(®) 


fegen. Eben fo fann man im ziveiten Galle, ivenn 


* f 
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fx+1) |, 
“at 


ift, offenbar 


(+1) 
Am I 
i(®) 


f(x+1) 
i(x) 


r} B=1 ; 
denn ' 
>1 
ift, dagegen 

Ä Amt,Bu no | 
ſetzen, fo daß alfo der in (31.) bewieſene Sag in diefen Fällen 
immer feine Anwendung findet, 

3. Sey z. B. 


1 
a 3 


=! 1+x = 1 a 
f(x) "N+x+o — 
—5 14x 1 


ſo iſt 








‚Iax) Thra+1 ** 1 
; i+x 
Alſo it offenbar 
f(x+6) 
f(x) 
immer zwiſchen den Gränzen 


1 und 


enthalten, Auch ift immer | 
f(x+1) f(x+1) 
— < 1 ober f(x) 21 

jenachdem a pofitiv oder negativ iſt. Es iſt num 


N wa= (n#+m+1)!-e — (n+ 1)“ . 


4* 1 — 4 

Für unendlich große n verſchwindet dieſes Integral nur dann, 

wenn @e>1 ift. Für « <1 verſchwindet daffelbe nicht. Dem 

nach ift die Reihe 
FIR: Ds Was. 

’ Qu’ 5a? ro 57 .. 
convergent ober divergent, jenachdem «> oder 1 iſt. Für 
a1 wird diefe Reihe 

1, 4 Koh de ee 
und das obige Integral ift — 





f(x+1) 
f(x) 








ea BEER Ba ee | 
| — In+m+) nt) 


| fine) Mi 


woraus ſogleich erhellet, daß dieſes Integral für n= nur 

dann verſchwindet, wenn ma einen end zu . bat, daß * 

aber nicht der Salt if ift, wenn man j. B. mn 

=3n, ... feßt, fo daß folglicdy die in Rede ſtehende —* 
vergent iſt. 

34. Wenn die Function (x) für pofitive Werthe von x 
fietö pofitiv bleibt, und, für unendlich große Werthe von X, ab» 
nimmt, wenn x zunimmt; fo ift die Reihe 

f(0), f(1), £(2), £(3), f(A), «+. 
. convergent oder divergent, jenachdem das Integral 


VAREL 


für unendlic) große Werthe von nm verſchwindet, oder nicht ver⸗ 
un * 


(31.) if " 
— TR = 


a ee nie jew 


#(n+@) + f(n+1+9,) +... + fint mt Ba-ı) , 


w®, ©, 8 diefelbe Bedeutung haben, wie a 
0 D. Nad) der” Borausfesung it alfo 


ALS: <f(n)+f(n+1) + . + f(in+m—1) 


— J——— fan+2) +. +Mau+m) 


d. i. 
— ——— < Sntınm — Sn 


— f(x)dx > Sn--m+i — Sn+l » 


pe ı — 
* * — 
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und es iſt folglich 


Sun — In 


zwifchen den Gränzen E 


No, ST res 
n ni 


enthalten, Verſchwindet num 


NT% 


fürn=e«, fo gilt dies offenbar aud) von dem ziveiten Inte⸗ 
gral, und es iſt alſo in dieſem Falle 
Sun — 5n = 0 N 
d. i. die obige Reihe convergent. Iſt aber vorftehendes Integral 
nicht =0, fo ift flar, weil offenbar_ nad) der Borausfegung 
beide obigen Integrale pofitiv find, daß die Differenz 
Sntın — In 
nicht = 0, die Reihe alfo divergent iſt. 
Sey z. B. 
1 
ſo iſt die Reihe 
2 314 35 
’ 2° 72° 4’ 5?’ ....;7 
und ’ 
—J = (41)] —4{l(n+1)}? 


m 
— Hl(atm+1) + —BR 4 at 
Fuͤr m — n, — 20, =3n,=... behaͤlt alſo dieſes Integral, 
uch fürn», einen endlichen Werth, fo daß folglich obige 
Reihe divergent if. 
35. Die Reihe » 
£(0), £(1), £(2), £(3), EA), +... 
iſt comvergent, wenn, für n=«, nidt bloß das Product 
nf(n), fondern aud das Product 
nH4#f(n), Ä 
für jedes pofitive, nod) fo fleine, oͤ, verſchwindet. Dagegen ift 
die in Rede fiehende Neihe divergent, wenn das Product 
nf(n) i 
eine gewiſſe pofitive Größe A beftändig überfleigt, indem mann 
über eine gewiffe beftimmte Gränze hinaus wachſen laͤßt. 
Sey N die größte unter den Größen . 
n!t+sf(n), (n+1)'#f(n+1), .- (nm—1)#f(n+m-—1); 
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fo ift offenbar | 
Son — 5 = f(n) + f(n+1)+ .. f({n+-m—1) 
4 1 1 
< N hanız + aaa + Farm" 
Für n= » verfhminden nad) der Vorausfegung und nad) (33.) 
beide Factoren diefes Products; alfo. ift in diefem Falle unfere 
Reihe convergent. Man hat hierbei zu beobadıten, daß nad) 
(33.) die Reihe ; i j 
er a . 
convergent iſt. 2 
Iſt, von irgend einem Werthe von n an, nf(n) immer 
größer als die pofitive Größe A; fo iſt 
1 1 1 
m >Alut ig + 4 mil‘ 
Folglich ift, weil die Reihe 
nn 1, dd ddr ee 
divergent ift (33.), auch die Reihe 
£(0), £(1), £C2), E03), kECA), »+-- 
divergent, 
Hieraus folgt augenblicklich z. B. die Convergenz der Reihe 
1 1 1 1 
’ Zul2’ 3el3’ Aula’ Hals’ "'""? 
deren allgemeines Glied z 
1 


| (x+1)eI(x+1) 
ift, voransgefeßt, daß « >1 ill. 

Einige Saͤtze über die Convergenz der Reihen f. m. auch 
Thl. IV. ©. 590. ff. Die in diefem Artifel mitgetheilten Säge 
find ſaͤmmtlich, wie fcyon erinnert, von Cauchy gefunden, wel⸗ 
cher ſich durd) die Erfindung derfelben ein fehr bedeutendes Ders 
dienft um die genaue Thegrie der Neihen überhaupt erivorben hat, 
namentlih in Bezug auf die Anwendung derfelben zur numeris 
ſchen anndhernden Berechnung der durch fie dargeftellten Größen. 

Auch in dem Art. Binomifcher Lehrſatz in diefen Zuſ. find 
einige der obigen Säge von der Convergenz der Reihen, aber 
auf andere Art, wie in gegenwärtigem Artikel, beiwiefen, mitgee 
theilt, und jene Beweiſe fönnen daher mit den hier gegebenen 
verglichen werden. Einen ſehr leſenswerthen Auffag über die 
Eonvergen; und Divergenz der Reihen von I. L. Rabe ſ. m. 
auch in Baumgartner und Ettinghanfeng Zeitfehrift für 
Phyſik und Mathematif. Bd. 10. Heftl. Wien. 1831. ©. Al. 
Auch f.m. Eytelweins Analyfis. II. S. 719. und über die for 
genannten halbconvergenten Reihen Legendre Exercices 
de calcul integral. T. 1. p. 267. - 
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Coordinaten. Die Beränderung der Coordinaten iſt eine 
für analytifhe Geometrie und höhere Mechanik im jeder Bezie- 
bung fo wichtige Operation, daß es nöthig iſt, Hier alle dazu 
dienende Kormeln an einem Drte beifammen zu haben. Wir 
gehen dabei fogleich von dem zufammengefeßtern Zalle der Coor⸗ 
dinaten im Raume aus, weil es moͤglich iſt, von diefen zu 
Eoordinaten in der Ebene Überzugehen, wenn man nur eine 
Eoordinate = 0 feßt. Bi 


1. Denken wir und alfo. jeßt drei auf einander ſenkrechte 
gr Linien, welche fi in dem Punfte O fchneiden, und die 
oordimatenaren genannt werden. Diefe drei Axen beitim« 
men drei auf einander fenfrechte Ebenen, welche die Coordi— 
natenebenen heißen. ft num M irgend ein Punkt im Naume, 
fo heißen die drei von ihm auf die Coordinatenebenen gefällten 
Perpendifel feine Coordinaten, welche aud) erhalten werden, 
wenn man ſich durch M drei mit den Eoordinatenebenen parals 
lele Ebenen gelegt denft, indem dann die von diefen Ebenen auf 
den Goordinatenaren von dem Punkte O, welcher in diefer Bes 
ziehung der Anfang der Eoordinaten genannt wird, aus 
abgefchnittenen Stüde offenbar den Coordinaten des Punfted M 
der Größe und Lage (in Beziehung auf die Coordinatenebenen ) 
nach gleich find, Um aber die Lage eines Punktes im Raume 
durd) feine Coordinaten vollfommen zu beftimmen, legt man je« 
der ECoordinatenare einen pofitiven und einen negativen Theil, jeder 
Eoordinatenebene eine pofitive und eine negative Seite bei. Jede 
Eoordinatenare wird nämlich durch. den Anfang der Coordinaten 
in zwei Theile geheilt. Ale auf dem einen Theile liegende 
Eoordinaten werden als pofitiv, alle auf dem andern Theile lies 
gende als negativ betrachtet. Jener Theil heißt der pofitive, dies 
fer der negative Theil der entfprehenden Are. Die Seite einer 
jeden Coordinatenebene, auf welcher der pofitive Theil der auf 
ihr fenkrechten Coordinatenare liegt, heißt ihre pofitive, die an— 
dere ihre negative Seite, Alle auf der pofitiven Seite einer 
Eoordinatenebene liegende Eoordinaten find natürlich als pofitiv, 
fo wie alle auf ihrer negativen Seite liegende Coordinaten alg 
negativ zu betrachten. Man fieht leicht, daß nur unter diefen 
VBorausfegungen die Lage eines Punktes im Naume durdy feine 
drei Coordinaten vollig beftimmt wird. MWäre nämlich bloß die 
abfolute Größe einer jeden der drei Coordinaten befannt, fo 
würde fich immer noch fragen, in welchem der adıt Färperlichen 
Winfel, die durch die drei: Coordinatenebenen gebildet werden, 
der entfprechende Punft liege, da offenbar in jedem diefer acht 
Winfel dreien nur ihrer abjoluten Größe nad) befannten Coor⸗ 
dinaten ein ‚Punft entfprechen kann. Komme aber zu der Bes 
ftimmung der abfolnten Größe der Coordinaten noch die Beltims 
mung ihrer Lage gegen die Coordinatenebenen vermittelit ihrer Zei- 
den, ift z. B. die erſte Eoordinate pofitio, die ziveite und dritte 


E 
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| negativ, fo if hierin zugleidy die Beftimmung enthalten, daß der 


# 


entfprechende Punkt in dem der genannten acht förperlihen Win— 
fel liegen müffe, weldyer von dem pofitiven. Theile der eriten, 


und den negativen Theilen der zweiten und dritten Are als Kan— 


ten gebildet wird. Ju den meiften Fällen werden die Coordinas 
ten eines, beliebigen Punftes im Raume, mit Ruͤckſicht auf ihre 
Vorzeichen, durch X, y, 2, bezeichnet. Die GCoordinatenaren 
heißen die Axe der x, der y und der z, jenachdem fie refpective 
den duch x, y, Z bezeichneten Coordinaten parallel find, 
fo. wie die drei Coordinatenebenen die Ebene der xy, der xz 
und der yz genannt werden, jenachdem auf ihnen refpective die 


Are der z, y, x fenfrecht iſt. Alles Vorhergehende bezieht ſich 


auf den Fall, wenn die Eoordinatenaren oder Eoordinatenebenen 
fenfrecht aufeinander find, in welcyem die Coordinaten recht 
winflige Coordinaten genannt werden, Man überfieht 


aber leicht, daß fümmtliche obige. Begriffe fid) unmittelbar auch 
auf den Fall ausdehnen laffen, wenn die Coordinatenaren belie- 


bige ſchiefe Winkel mit einander einfchließen, in welchem die Coor⸗ 
dinaten, die immer durch den gegebenen Punkt mit den Coordi— 
natenaren parallel gezogen gedacht werden müffen, ſchiefwink— 
fige Coordinaten genannt werden. Irgend drei gegebene 
Eoordinatenaren bilden ein Eoordinatenfyftem. ‘Sind die 
Eoordinaten eines Punktes in Bezug auf ein beſtimmtes Coordis 
natenfyfiem gegeben, oder werden als gegeben befrachtet, und man 
foll durch diefe Coordinaten die Coordinaten des Punktes in Des 
zug auf ein anderes gegebenes Syſtem ausdrücden, fo nennt 
man. dies im Allgemeinen eine Berwandelung oder Ber 
änderung der Coordinaten. Das erfie Syſtem heißt dag pri- 
mitive, das andere das fecunddre oder neue Syſtem. Die 
u diefer wichtigen Operation dienenden allgemeinen Kormeln im 
— fe aufjuftellen, iſt der Zweck gegenwärtigen Artikels, 

2. Dazu iſt zundchft folgende Beftimmung noͤthig. Sey 
M. ein Punkt im Raume, beftimmet durc) feine Coordinaten. in 


Bezug auf ein beliebiges Syftem. MA fey eine willführlidde von 


M ausgehende gerade Linie, fo daß naͤmlich M ale Anfangspunft 
diefer Linie, und überhaupt nur der von M an img Unendliche 
ſich erftreckende Theil derfelben betrachtet, diefe Linie alfo nicht 
nach. der andern Geite hin über M hinaus verlängert gedacht 
wird. Don M aus ziehe man, parallel mit den primitiven Coor- 
dinatenaren, und nad) denfelben Seiten hin, nach welchen von 
dem Anfange der Coordinaten aus deren pofitive Theile liegen, 
drei gerade Linien. Die von MA mit diefen drei Linien einges 


-fchloffenen,. 180° nie überfteigenden Winfel, heißen die von MA 


mit den Coordinatenaren eingefchloffenen Winfel, und es ift flar, 
daß durch diefe drei Winfel die Lage der Linie MA im Raume 
vollfommen beftimmt ift. Iſt M felbft der Anfang der Coordina- 


« ten, fo ift Flar, daß die von M aus mit den Coordinatenaren 


parallel gezogenen Linien mit den pofitiven Theilen der Coordina- 
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tenaren felbft zufammenfallen. Sind a, ß, y die. von MA: mit 
den Coordinatenaren eingefchloffenen Winfel, fo find offenbar 
180° — a, 180° — 8, 180° — y die von der der MA entge⸗ 
gefeßten Linie MA, weldye man erhält, wenn MA. über M Hin« 
aus verlängert wird, mit den entfprechenden Aren eingefchloffenen 
Winkel, ie Lage der drei Aren eines ueuen Syſtems wird 
immer beftimmt einmal durch die Coordinaten des Anfangspunfs 
tes des neuen Syitems in Bezug auf das primitive Syftem, und 
zweitens durch die Winfel, welche der pofitive Theil einer 
jeden der neuen Coordinatenaren mit den primitiven Aren ein= 
fchließt, immer den vorher gegebenen Beſtimmungen gemäß. Die 
primitiven Coordinaten follen im Folgenden immer durch x, y, z, 
die fecundären durdy x, y', zZ bezeichnet werden. Die Coordina- 
ten des Anfangspunftes des fecundären Syſtems in Bezug auf 
das primitive feyen immer a, b, c, und die von ber Are der 
x mit den Aren der x, y, 2 eingefchloffenen Winkel wollen wir 
ſtets durch X, Y, Z, die von der Are der y mit den Axen der 
x, y, z eingefchloffenen Winkel duch X’, Y, Z, fo wie die 
von der Are der z mit den ren der x, y, z eingejchloflenen 
Winkel durh X”, V“, Z" bezeichnen. 

3. Wir gehen von der ganz einfachen Betrachtung ziveier 
mit einander parallelen Ebenen E und E’ aus, indem wir jeder 
derfelben eine pofitive und eine negative Seite beilegen, fo daß 
jedoch die pofitive und negative Seite der Ebene E’ von diefer 
Ebene aus nad) derfelben Gegend hin genommen wird, tie re— 
— die poſitive und negative Seite der Ebene E von dieſer 

bene aus. Die Ensfernung der Ebene E von der Ebene E, 
pofitiv oder negativ genommen, jenachdem E’ auf der pofitiven 
oder negativen Seite der Ebene E liegt, ſey =e; die Eintfer- 
nungen irgend eines Punktes M von den Ebenen E und E’ mit 
Ruͤckſicht auf ihre Zeichen feyen refpective = t, und =t. Iſt 
nun zuerft e pofitiv, fo können folgende Fälle Statt finden. fiegt 
M auf der pofitiven Seite der Ebene E, fo find t und t beide 
pofitiv, t ift größer als €, und offenbar t=e +t. fig M 
auf der negativen Seite von E, zugleich aber auf der pofitiven 
Seite von E, d. i. zwiſchen den beiden Ebenen, fo ift t pofitiv, 
e negativ, — f pofitiv, und offenbar t + (—t)=e, bi. 
t—t=e, t=e+t, Liegt endlid M auf der negativen 
Seite von E, fo find t und € beide negativ, alfo — t und — t 
beide pofitiv, — t ift größer als —t, und offenbar — t = 
e+(—t),v..—t=e—t,t=e+t, fig M inder 
Ebene F', oder in der Ebene E, fo wäre im eriten Falle = 0, 
t=e, im andern tr —=—e,t=0, Folglich im erften Falle 
t=e+0=e+tt, im andern t=e+(—e)=e+t. 
Demnach ift in allen Sälent=e+t. Wäre nun femer e 
negativ, fo vertaufche man, welches offenbar verftattet iſt, die 
pofitive und negative Seite einer jeden der beiden Ebenen mit 
einander. Dann ift das poſitive — e die Entfernung der. beiden 
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Ebenen von einander, und — t, — t find die Entfernungen des 

unftes M von denfelben. Alſo nad der fo eben beiwiefenen 

leihung, da nun — e poſitiv it, -t—=(—e) + (—t), 
iu —t=—e—t,t=e+t, Folglich ift in allen Faͤl⸗ 
len mit völfiger Allgemeinheit 7 

tm 6 + t 5 

Daß alles dieſes auch gilt, wenn die durch e, t, € bezeichne- 
tert Pinien nicht auf den Ebenen E und E fenfrecht, fondern nur 
fümmtlich unter einander parallel find, fällt ſogleich in die Augen. 


4 Bill man nun von irgend einem Syſteme zu einem an⸗ 
dern dieſem parallelen Syſteme übergehen, wobei wir voraug- 
feßen, daß in beiden Syſtemen die pofitiven Coordinaten von den 
Anfangspunften aus nach denfelben Gegenden hin genommen wer= 
den, fo folgt aus (3.) fogleih, daß in allen Fällen mit voͤlli— 
ger Allgemeinheit - | | — 

x — a 4 x, y — b y, 2=c+7 
iſt, wo immer a, b, e die Coordinaten des Anfangspunktes des 
ſecundaͤren Syſtems in Bezug auf das primitive, und x, y, 23 
X, y, z die Coordinaten eines wwillführlichen Punftes M in 
Dezug auf das primitive. und fecundäre Syſtem bezeichnen. 


5. So lange nidyts Anderes erinnert wird, wollen wir im⸗ 
mer annehmen, daß das primitive Syſtem ein rechtwinkliges, 
das fecundäre ein beliebiges ſchiefwinkliges Syftem fey, welches 
mit dem primitiven einerlei‘ Anfangspunft hat. Was die Zeich- 
ungen betrifft, auf welche wir uns im Folgenden bezichen wer— 
den, fo bemerfen wir ein für alle Mal, daß diefelben ſtets ganz 
Allgemein aufjufaffen find, und bloß zur Erläuterung unferer all= 
gemeinen Betrachtungen dienen werden, welche auch fehr gu£ 
ohne diefelben beftehen koͤnnten. 


6. Zuerſt nehmen wir an, daß ber mwillführliche Punkt M 
in einer der ſecundaͤren Axen, 3. B. der Are der x liege, wo⸗ 
bei Fig. 7. zu vergleichen it. Man ziehe nach dem Anfange O 
der Coordinaten die Linie OM, und feße ao + OM=x, 
Denkt man fic) ferner durd) M drei Linien gezogen, welche den 
Ebenen der yz, xz, xy parallel find, und refpective die Aren 
der x, y, z in den Punkten A, B, C fchneiden, fo ift klar, 
daß durch die Linien OA, OB, OC die abfoluten Größen der 
Eoordinaten des Punktes M in Derug auf dag primitive Syftem 
dargeftelle werden. Nun find zwei Fälle zu unterfcheiden, jenach- 
dem M in dem pofitiven oder negativen Theile der Are der x’ 
liegt, d. i. jenachdem x — 4 OM, oder =— OM if. Fin⸗ 
det das Erſte Statt, fo find X, Y, Z (2.) die Winkel, welche 
OM felbit mit den pofitiven Theilen der Aren der x, y, z ein- 
fehließt, und die Coordinaten x, 3, z des Punftes M, mit Be- 
ruͤckſichtigung ihrer Vorzeichen, find offenbar die Eofinug der 
Winkel X, Y, Z für OM ald Radius, fo daß alfo 
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* 


x OM. eosXx, y = OM.cosY, z= OM.coZ „ 
oder, weil wir angenommen haben, daß + OM=x fey, 
x=xcoX, y= xcosY, z = xr'cosZ 
iſt. 


Liegt ferner M in dem negativen Theile der Are der x, if 
alſo — OM =x, fo find X, Y, Z nicht die Winkel, welche 
OM feldft mit den pofitiven Theilen der Axen der x, y, z 
einfchließt, indem diefe Winkel von der Verlängerung von OM 
über O hinaus nad) der andern Seite bin mit den pofitiven 
Theilen der Axen der x, y, z eingefchloffen werden. ie von 
OM ſelbſt mit den pofitiven Theilen der Nren der x, y, z 
eingefchloffenen Winkel find 180° — X, 180° — Y, 180° — Z 
(2.), und die. Eoordinaten x, y, z des Punktes M find offen. 
bar, mit Ruͤckſicht auf ihre Vorzeichen, die Cofinug dieſer Win- 
tel in Bezug auf OM als Radius, fo daß alfo 
x=OM.cos(180°-X), y=OM .cos(180°-Y), z=OM.c0s(180°-Z 
it. Wer — 0OM=x, OM=— x, Alſo er 
x—(—x) (— cos A), y=(—x)(—coY), z=e(—x)(—cosZ) 5; 
nn x=xcosX, y=xcoY, — | . 
fo dab alfo diefe Gleichungen allgemein ſind, und für alle Fälle 
gelten. 
Jenachdem nun der Punkt M in der Are der x’, oder y, 

oder z' liegt, ift refpective: 

x=xcoX, y=rcoY, z=xrco2; 

x=ycoX, y=ycoY’, z=ycosZ; 

zs=rcak.,y=srcaY”,2z=:co2”,. 


7. Schreiten wir nun ferner zu dem Falle fort, 10 der 
rel M in einer der fecundären Coordinggenebenen, z. B. in der 
bene der xy’ liegt, wobei Fig. 8. zu vergleichen ift. Durch M 
denfe man ſich im der Ebene der xy’ mit den Axen der x’ und 
" Parallelen gezogen, deren erftere die Are der y’ in dem Punkte 
O0” ſchneide. Durch diefen Punkt ald Anfangspunft lege man 
das dem primitiven parallele Syitem der Eoordinaten x’, y',z'. 
Betrachtet man nun die durch M mit der Are der x gezogene 
Parallele als eine neue Are der x, im welcher der Punkt N liegt, 
fo find die von deren pofitivem Theile mit den Aren der x’, y', 
z" eingefchloffenen Winkel offenbar X, Y, Z, und folglicy, weil 
augenfcheinlid O"M jederzeit der Größe und Lage nach = x’ 
ift, nad) (6.): 

x" —=rcoaX, y _=xcoY, "=xcoZ. 
Bezeichnen wir num die Coordinaten des Punktes O” in Bezug 
auf das primitive Syftem durch a,, b,, c,, fo it, weil das y 
des Punktes O” offenbar mit dem y’ des Punftes M einerlei iſt, 
da der Punkt O” in der Are der y liegt, ganz chen fo nach (6.): 
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a, = y’cosX', ‚b, =. y’cosY’,ıc, = y.cosZ . 
Nun ift aber für den’ Punkt M nad) (4) 
xea,+x",y=b ty, :2=ıu +7”. 
Alfo, jenachdem der Punft M in der Ebene. x y, oder in der 
Ebene der xz , oder im ber Ebene y'z liegt: 
. x=x’cosX-+ty’cosX', y=x’cosY+y’cosY’', z=x’cosZ4-y' cos’; 


oder 

xx cosX-+z’cosX”, y=x’cosY+z’cosY”, z=x’cosZ-+z’cosZ”; 
oder 

z=y cosX’+z’cosX”,y=y’cosY’+z’cosY",2=y c0s2’+2’cosZ”. 
+ 8 Habe nun endlich, um zu dem allgemeinften Falle über- 
zugehen, der Punkt M eine ganz willführliche fage im Raume, 
wobei Fig. 9. zu‘ vergleichen iſt. Durch M lege man eine mit 
der Ebene der x’y’ parallele Ebene, welche die Are der z in 
dem Punfte O“ ſchneide, und denfe fid) durd) O” drei mit den 
primitiven Aren_ parallele rechtiwinflige Aren, gelegt, in Bezug 
auf welche die Coordinaten des Punktes M duch x”, y",z" 
bezeichnet werden follen. Die von den Aren der x’, y’ (vergl. 
die Figur) mit den Aren der x”, y, z eingefchloffenen Win- 
fel find offenbar X, Y, 2; X, Y,Z. Afo nad) (7,), da 
M in der Ebene der xy. liegt: | 
x”’—x” cosX+y” cosX’, y“ =x” cosY+y” cosY’, z”’=x” cos Z-+y’” cos 2). 


Aber offenbar mit völliger Allgemeinheit: — 
| "mr, y N 
Alfo 


"x cosXH+y’ cosX',y”=x’cosY-+y’ cosY’,z2”" = x’ cos Z-Fy’ cos, 
Da nun der Punkt O” in der Are der z liegt, und das zZ’ des 
Punftes O" offenbar mit dem z des Punftes M. einerlei ift, fo 
it, wenn wir die Codrdinaten des Punktes 0" in Bezug auf 
dag primitive Syſtem durd) a,, b,, c, bezeichnen, nad) (6.): 
4, =rcosX", b, = 7’cosY”, c,=z'coZ”. 
Aber nach) (4.) | 
x=a+x”",y=h ty”, 2=c +?z”._ 

Alfo. 

xx cosX + y cosX’ + z’cosX” 

y=xcosY + ycosY' + zcosY” 

z—=x cosZ + y’cos2’ + z2’cosZ” 
in völliger Allgemeinheit. Bei der Veränderung der Coordinaten 
leiften diefe Formeln ‚vortreffliche Dienfte, Ä | 
Fuͤr Coordinaten in einer Ebene, denke man fi) den Punft 
M bloß ;. B. in der Ebene der xy liegend, und laffe die Ebene 
der xy’ mit ber Ebene der xy zufammenfallen, fo it z=(, 
z=(0, Auch iſt es offenbar verftattet, z—=z —= 90° zu feßen. Alfo 
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x = xcoX + ycosX 
y=xrcosY.+ ycoY. 
Hat das fecundire Syſtem mit dem einitioen nicht den 
Anfangspumft gemein, und a, b, e find die Coordinaten des Aus 
fangspunftes jenes in Bezug auf diefes, fo denfe man ſich durch 
den Anfangspunkt des ſecundaͤren Syſtems ‚ein Spftem mit den 
primitiven paralleler Coordinaten x’, y“, z" gelegt; ; fo it nad 
dem — 
x” —=xcosX + ycos X42 cos X 
y'=xcosY + y’cosY’ + z’cosY” 
z” = x’cosZ + y’cosZ’ + z’cosZ”, 
und nad) (4.) 
x —a x, y=b+y/, sz=c+?r. 
aAlſo fuͤr Coordinaten im Raume: 
xz=a+ xcosX + ycos X4 2’cosX” 
y=b+xcoY+ ycos\’+ z’cosY” 
z=c+ xcosZ + y’cosZ + 2’cosZ” 
und für Coordinaten in der Ebene: 
x — a 4 xcosX + ycosX’ 
y=b+xcoY-+ ycosY 


! 


9, a jeßt zwei von irgend einem * O im —* 
ausgehende Linien OA, OB gegeben. Der von dieſen Linien 
eingeſchloſſene, 1800 nicht überfteigende, Winfel ſey = 9. Durch 
O denke man fid) drei auf einander fenfrechte Coordinatenaren 
gelegt, und bezeichne die Coordinaten eines jeden Punftes in Bes 
zug auf diefes Syſtem durch x, yr z, Die von AO und OB 
mit den pofitiven Iheilen diefer Fe ein ——— 
Winkel ſeyen reſpective a, A, y und d,ß,y. an nehme 
nun OA als den pofitiven Eye der Are der x’ eines neuen 
durch O gelegten rechtwinkligen Coordinatenſyſtems an, deſſen 
Ebene der xy’ mit der durch die Linien OA und OB beſtimm- 
ten Ebene zufammenfällt, und denke ſich in der Linie OB einen 
willkuͤhrlichen Punft M. Nimmt man nun ferner OB als den 
pofitiven Theil der Are der x” eines ebenfalls durch O gelegten 
rechtwinfligen Coordinatenſyſtems an, deſſen Ebene der xy" 
mit der Ebene der xy’ zufammenfällt, fo it klar, daß der von 
den pofitiven Theilen der Axen der x’ und x” eingefchloffene 
Winkel = P if. Da der Punkt M in der Are der x” liegt, 
fo ift, wenn ſich jetzt alle Coordinaten auf dieſen Punkt beziehen, 


20, 2 20. 


Folglich nach (8.), weil der von der Axe der x’ mit der Ure 
der x eingefchloffene Winfel = iſt, 


x —=x’cop. 
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Betrachtet man das Syſtem der x’, y, = ald das primitive, 
das Syftem der x, y, z ald das fecundäre Syſtem, fo find 
a, ß, y die von dem fecundären Axen mit der primitiven Are 
der x eingefchloffenen Winfel, Folglich nad) (8.) 
x = xcosa + ycosfß + zcosy. 

Betrachtet man ferner das Syſtem der x, y, z als dag primi- 
tive, das Syſtem der x”, y’, z' ald das fecunddre Syſtem, 
fo ift, weil @, 6, y die Winkel find, welche die fecumdäre Are 
der‘x" mit den drei primitiven Axen einfcyließt, und j 


j , y’=0,:' =0 
ift, nad) (8.): 
x=x’cose, y=x’cof, z2=x"’cosy. 
Alfo nad dem Dbigen 
x = x” cosecosa’ + x”cosßcosß’ -F x”cosycosy' . 
Folglich 
x’ cosp —= x’ cosa cosa’ + x” cosß cos’ + x” cos y cosy’, 
d. i. 
cos ꝙ = cose cos a + cosßcosß’ + cosycosy' . 
Denft man fid) die beiden Linien OA und OB zufammenfallend, 
fo daß man nur eine Linie OA bat, weldye mit den Coordis 
natenaren die Winkel a, 6, y einfchließt, ſo iſt p=(, 
c=o, B=f,y=y,vesp=1. Alfo 
cosa? + cosß? + cosy? —=1, 
Die Formel für cosp wird gewöhnlich aus der befannten fri- 
gonometrifchen Formel, durch welche der Cofinus eines Winkels 
eines Dreiecks durd) deffen drei Seiten ausgedrückt wird, hergeleitet. 
Der obige Beweis fcheint und aber, namentlich) wegen feiner Allge- 
meinheit, weſentliche Vorzüge zu haben. Die Formel für bie 
Summe der Quadrate der Cofinus erfcheint hier als ein bloßes 
Eorollarium der allgemeinen Formel, da bei dem gemöhnlicyen 
Beweiſe diefer Formel jene meiftens ſchon vorausgefeßt wird. 
10, Bezeichnen wir die von den pofitiven Theilen der Aren 
ber X, y5, X, 25, y, 2 mit einander eingefcloffenen Winkel 
durch (X Yy)» (X zZ), (y 2); fo erhält man mitteljt der vorher 
beiiefenen Formel in den obigen Zeichen augenblicklich: 
cos(x’y') = cosXcoosX +cos YcosY’ +cosZcosZ’ 
cos(x’ 2’) = cosXcosX”-+cosY cosY” -+cosZ cosZ” 
eos(y'2’) = c0osX’cos X” +cos Y'cosY”+cosZ’cosZ”.. 
Sind auch die fecundären Axen auf einander fenfrecht, fo ift 
‚ («y)=(7r)=(y!)=%W. 
Alfo in. diefem Falle 
cosXcosX + cosYcosY’ 4 cosZcosZ —0 
cosX cosX” + cosY cosY” + c0sZcos2” —= 0 
cos X cosX” + cosY’cosY” + cos2’caZ’—0. 
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Fuͤr jedes beliebige ſecundaͤre Syſtem iſt auch nach (9.) 
cooX? + 008Y? + 605272 —1 
cosX'? + cosY”? + caZ? —1 

i 5X”? + cosY”"? + coZ” —1. 

Iſt aber das fecundäre Syſtem rechtwinklig, fo wie dag primis 
tive; fo ift zugleich auch - 
608sX? + 00sX? + cosX"? —1 
c0sY? + coY'”? + csY"” —=1 
c0sZ2? + cosZ? + csZ’"! —1, 

wie leicht erhellen wird. Auch ift in diefem Kalle offenbar 
cosXcosY + cosX’cosY’ + cosX”cosY” —= 0 
e0sXcosZ + cosX’cosZ’ + cosX”"cosZ” — 0 
cosY cosZ + cosY’cosZ’ + cosY”"csZ’—0, 
indem durch diefe Aggregate die Cofinus der von den primitiven 
Aren, welche ebenfalld auf einander fenfrecht find, mit einander 
eingefchloffenen Winkel ausgedrüct werden, 
11. Setzt man 
csX=A, csaY—=B, caXk’=C;. 
csY=A', csY’—=B, csY"’—=(C; 
csZ = A’, coZ’ = B",c02”—=(C”; 


fo ift nad) (8.) 


s 


x — Ax +By +Cr 
y=Ax +By +Cr 
z=A"x +B’y +0”; | 
und, voraudgefett, daß beide Syſteme auf einander fenfrecht 
find, nad) (10.) 
A+A® LAT —I,AB+AB 4 A B0; 
B: + B? -BrR=1,AC+ACHA”C=0; 
GC +C? +C”"=1,BC+BC+B’C’=0; 
A +B? +C? —=1, AA’ +BB +C—=0; 
A? +B? +2 C? —=1, AA” + BB’ + CC” =0; 
A”2 + B’2 + C”"’—=1, AA’+BB"+ CC" =0; 
eine fehr merfivirdige Folge von Gleichungen ziwifchen diefen 
Epefficienten, | 
12. Die Entfernung irgend eines Punftes im Raume von 
dem Anfange eines rechtiwinkligen Coordinatenfyfiems ſey — 6. 
Man betradyte e als den pofitiven Theil der Are der x eines 
neuen Coordinatenſyſtems, und feße e felbit = x; fo iſt, weil 
der gegebene Punkt in der Are der x liegt, 
 =0,r=0D. 
Folglich nad). (8.) 
Supplem, zu Klügelö Wörterb, J. Gg 


ar 
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x2xcos X, y xcos , 2= x c0sZ . 
wenn x, y, z die Coordiuaten des gegebenen Punftes in Bezug 
auf dag primitive Syſtem bezeichnen. Alſo 
x! + y pam xtlcoi? + cosY? +.=0s2?). 


Aber 


Folglich 
x? 42 + 2=e. 
At e die Entfernung ziveier YPunfte M, M im -Raume, 


deren rechtivinflige Coordinaten in Bezug auf das primitive 
Syftem x, y, z und X, , Yır Zı find; fo denfe man fid) durch 
M’ ein mit dem primitiven paralleles Syſtem gelegt, und bes 
jeichne die Coordinaten von M in Bezug auf diefes Syſtem 
durd) &, v, &; fo it nach dem Vorhergehenden 
Ptrü+t=e. 
Da nun aber X, Yır 2, die Coordinaten bed Anfangspunftes 
deg neuen Syſtems in Bezug auf das primitive find, fo ift 
nad) (4.): 
Br saxn, + y=ytTve=1ıu+3%j 
xx, =, y-Yı = z— 1, =/; 


X =e, cosX? + cosY? + co2?=1 (10). 


alfo 
(x«—x,)”? + (y-yı)? + (2 —2.) =e. 
Sir ein, beliebiges Syſtem ſeyen X, y,8; Yı,Yır Lı 
Goordinaten der Punkte M, M’, Durdy den Anfang dieſes 
Syſtems denfe man fi ein beliebiges rechtiwinfliges Syſtem 
gelegt, für welches die Coordinaten biefer Punkte durch x, y, 25 
Xır Yır 8, bezeichnet werden; fo ift nach (8.) 
x—xcosX + ycosX' + z'cosX”, 
y=x’cosY + y’cosY’ + z’cosY", 
z=xcosä + ycosZ + 2’cosZ’; 
x, =x,cosX + y,cosX + z’,cosX”, 
y‚=x,c0oY +y,coY’+ z,cosY”, 
z, =x,cosZ ',coZ z,coZ’. 
Alſo * Yı +2, * 
xx, = (x —x,)cosX + ( -yeos x + (2’—7',)cosX" 
y-yı =(x—x,)cosY + (y—yı)cosY + (# —2',)cosY” 
z—1,=(Xx—x,)cosZ + (y—y,)coaZ + (2 — 7',)cosZ2”. 
Folglich) 
eꝛ (x—x,)?(cosX? +cosY? +cosZ?) 
+(y—yı)’(cosX’” +cosY'? + cos zZ?) 
+ (2’—7’,)?(cosX”? +cosY”? + cos z'2) 
+2(xX"—x’,)(y’—y’,)(cosX cosX’ +cosY cosY’ + cosZ cos zZ) 
+ 26 —x’,)(2’—2',)(cosX cosX”-+cosY cosY” + cosZ cos 27) 
+2(y—y,)(@'—2',) (cos X’cosX” + cos Y’cos’Y" + cosZ’cos zZ’) 
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d. i, nad (10.), wenn auch hier die von den Coordinatenaren 
eingefchlofienen Winkel durch (xy), (x z), (yz) bejeich- 
net werben: 
e= -(K—r,)? + (’—y',)? + (d’—r',)? 

+2@-r,)y Ye y) + 2@— x) le —r,)eos(a’r) 

| + 2(Y—y,)@—#,)cos(ye), 

ar M der Anfang der Eoordinaten, fo it xX,=y,=z,—=0, 

f) ; . 


e?=x"? + y? +2? +28 y’cos(x' y’) +2x’2’cos(x’z') +2y’2’cos (y'z). 
13. Hier laͤßt fi) nun aud die Grumdformel der ebenen 
Trigonometrie ald ein einfaches Corollarium ganz fireng und 
allgemein beweifen. Man habe naͤmlich ein willkuͤhrliches ebenes 
Dreied ABC (Fig. 10.), nehme B als Anfang-der Coordis 
naten, BA als Are der x, und eine durch B nad) derfelben 
Richtung hin mit AC parallel gezogene Linie ald Are dery au; 
fo ift nad) der befannten trigomometrifchen Bezeichnung 
BA=c=x,AGC=b=y. 
BC = a ift nad) der in (12.) angewandten Bezeichnung — e, 
und immer 
(xy) + A= 180%, cos y)= — cosA. 
z ift in diefem Falle = 0, Alfo nach (12,) 
Si et = x? + y2 + 2ry’cos(xy') 
d. i. 
at = b? + 0? — 2becosA . 
Alfo durch gehörige Vertaufchung der Buchftaben: 
a? — b? + c? — ?%bcecosA 
b?=a®! + c* — 2accosB 
c’? = a? + b? — ZabcosC. 


Daß fid) aus diefen Formeln die ganze ebene Trigonometrie ab- 
leiten läßt, iſt in dem Urt. Zrigonometrie (7. ff.) gezeigt 
ivorden, 


14. Man fann aus dem Vorhergehenden auch einen fehr 
genügenden völlig allgemeinen Beweis der Grundformel der ſphaͤ— 
rifhen Trigonometrie ableiten, wobei Fig. 11. zur Erläuterung 
dient. Die Kanten. einer beliebigen dreifeitigen förperlichen Ecke, 
deren Spite O fey, nehme man als die pofitiven Theile der 
Aren eines ſchiefwinkligen Coordinatenſyſtems an, für welches 
die Coordinaten dur x, y', Z bezeichnet werden follen. Durch 
O lege man fodann drei auf einander fenkrechte Axen, fo daß, 
wenn wir die Coordinaten im diefem Syſteme duch x, y, z 
bezeichnen, der pofitive Theil der Are der x mit dem pofitiven 
Theile der Are x, und die Ebene der xy mit der Ebene der 
xy’ zufammenfält. Die pofitiven y und y nehme man auf 
einer Seite der Are der x oder x, die pofitiven z und z auf 
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einer Seite der Ebene der xy oder x'y'; fo ift Far, daß im—⸗ 
mer entiveder Ba | 
(y) + Y=%, 


(“y)—-Y=M, 


ober 
d. i. immer 

‚«y)+VY=9,+Y=-0- («y) 
iſt. Meberhanpt ift 


x =0, Y=%M°, == 60° ; 
X ely),+YV =M — (xy), 2 = 90; 
x = (x Pi )s yY” — —78 zZ” = 7 


uͤr V und zZ’ laͤßt ſich — keine weitere Beſtimmung geben. 

en Neigungswinkel der Ebenen x Oy', x O2 gegen einander 
ſetze man = (yxz). Ju Oz denfe man ſich nun einen wills 
tührlichen Punkt M, für welhenxX —=0, y=0, undz =OM 
pofitiv ift. Folglich ift für diefen Punkt nad) (8.) 

y=z'coY\”. 
Die Coordinate y fchneide die Are der x oder X in M. Zieht man 
MM’, fo ift diefe Linie befanntlicy auch auf der Are der x oder x 
ſenkrecht, und (yxz’) = iſt der von yund MM’ eingefchloffene 
Winkel. Augenbliclich erhellt nun, daß völlig allgemein, mit 
gehöriger Beruͤckſichtigung des Zeichend 
y= MM'.cog, 
und — 
MM’ = OM.sin(xXs’) = zsin(x' =) 
iſt. y iſt nämlich pofitiv oder negativ, jenachdem ꝙ <T ober 
>R® it, wie es feyn muß. iſt pofitiv, und aud) sin(x’z’) 
ift pofitio, mag (x z) < oder >.90° feyn. Alſo ift aud) MM! 
immer pofitiv, wie es feyn muß. Folglich ift ganz allgemein 
" yz=rocospsin(xz). 
Alfo 
2 cosY” = 'cospsin(xz), 
woraus ſogleich 
cosY” 


= le) + 


Nach (10.) if 
co(yz)= cosX cosX” + cosY’cosY” + c0sZ’cosZ” , 

d. i. mad) dem Dbigen 

‚ eos(y') = cos(Xy)cos(x'2) + cosY’cosY”. 
Aber \ 

cos(+Y) = cos!’ = cs [|M—(xy)})=sin(xy). 
Alfo | 

cos(yz’)= cos(x'y’)cos(x'z') + sin(x’y’)cosY" ; 

cosY” = cos(y'z) — cos(x’y’)cos(x’z) , 
sin(xXy) 
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Folglich nach dem Obigen, zugleich mit gehoͤriger Vertauſchun 
der Buchſtaben, in voͤlliger — * it 
en __ cos(yz) — cos x’y’)cos(x’z’) 
a a Fe ” ae : 
cos(x’2°) — eos(x’y’)cos(y'z) 
sin(x’y )sin(y'z') ’ 
cos(x’y’) — cos(x’z’)cos(y’r’) 
sin(xz )sin(y =’) 


cos(xyz7) = 


oos ( ) * 
oder, wenn wir die ebenen Winkel, welche die Ecke bilden, durch 
a, b, e, die gegenuͤberſtehenden Flaͤchenwinkel durch A, B, C 
bezeichnen: 


cosa — cosb cosc 
cos = — 


sinb sin z 
cosb — cosa cos c 
csB = —— | 
sinasinc 
cosc — cosa cosb 
c0sC = - B Fr 
j sinasinb 


Aus diefen Formeln ift im Art. Trigonometrie (57. ff.) die 
ganze fphärifche Trigonometrie abgeleitet worden, 


15. Wir wollen nun fogleicdy den allgemeinften Fall bes 
tradıten, wenn man von einem beliebigen ſchiefwiukligen Syſteme 
gu einem andern fchiefiwinfligen Spfteme übergehen fol, indem 
wir jedod) zuerft vorausfeßen, daß beide Syſteme einerlei An— 
fangspunft haben, Die Coordinaten in Bezug auf dag primitive 
Syſtem werden durch x, y, z, die Coordinaten in Bezug auf 
dag fecundäre Syſtem durdy x’, y,@, die von dem pofitiven 
Theilen der Aren eingefchloffenen Winkel wie vorher bezeichnet. 
Durd) den gemeinfchaftlidhen Anfangspunft beider Syfteme denfe 
man fich ein beliebiges rechtiwinfliges Syſtem gelegt, und be— 
jeidyne die von den primitiven Aren mit diefen neuen Aren ein- 
gefchloffenen Winkel durch 


X, V, z3 X, 1 2 2, 7 
die von den fecundären Axen mit denfelben rechtwinkligen Aren 
eingefchloffenen Winkel auf ähnliche Weife durch) 
X, Yır 215 X Y, 2,;X",» Y",,„2", » 
Die rechtwinkligen Coordinaten follen durch) xX,y, 2" bejeich- 
net werben, Alle Eoordinaten beziehen ſich auf denfelben Puukt. 
Nach (8.) iſt | 
x” = xcosX + ycosX’ + zcosX” 
y’=xcosY + ycosY’ + zcosY” 
2” = xcosZ + ycosZ’ + zcosZ2” , 


fo wie auch 
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x’ = x’cosX, + ycosX', + z’cosX”, 
"= xcosY;:+ ycosY’, + z2’cosY”, 
= xcosZ, + y’cosZ, + z'c0sZ; . 


Multiplicirt man die erſten Gleichungen zuerſt nach der Reihe 


mit cosX, cosY, cosZ; dann mit cosX, cosY’,. cosZ, 


fo wie auch mit cosX”, cosY”, cosZ“, und addirt die Ölei- 
chungen zu einander, fo erhält man, weil nad) (10. ) 


cosX? + cosY? + cos2? = 
cos X2 4 cöosY'? + 0027? — 
cosX”? + cosY"” + cs’ =1; 
cosX cosX’ + cosY cosY’ + cosZ cosZ' = cos(xy) , 
cosX cosX” + cosY cosY” + cosZ cosZ” = oos(xz) , 
00sX’cosX” + cosY’cosY” + c0sZ’cosZ" = cos(yz) 


ift, ſogleich: 

x"00osX + y’cooY + 2’coZ =x+ yoos(xy) + z00s(xz) 

x"cosX' + y”cosY’ + 2”cosZ = y + xcos(xy) + zcos(yz) 

x” cosX” + y”’cosY” + z”cosZ2” = z + xcos(xz2) 4 ycos(yz). 

Werden nun für x”, y“, Z ihre Augdrüce aus den ziveiten 
obigen Gleichungen gefegt, fo erhält man, weil nad) (10. ) 

| cosX cosX, + cosY cosY, + cosZ cosZ, = cos(xx') 
-e0sX cosX’, + cosY cosY’, + cosZ 0052, = cos(xy) 
cosX cosX”, +.cosY cosY”, + cosZ cosZ”’, = cos(xz‘) 
oos X cosX, + cosY’ cosY, + cosZ’ cosZ, = cos(yx’) 
cosX' cosX, + cosY’ cosY’, + cosZ’ cosZ’, = cos(yy’) 
cosX’ cosX”, + cosY’ gosY”, + cosZ’ cosZ2”, = cos(yz’) 
cosX"cosX, + cosY”’cosY, + cosZ”cosZ, = cos(zx) 
cosX”cosX, + cosY"cosY', + cosZ”’cosZ’, = cos(zy’) 
gosX"cosX”, + cosY”cosY”, + cosZ”casZ”, = cos(zz’) 

ift, ſogleich | 

x cos(xx’) + y’cos(xy’) + z’coos(xz’) =x + ycos(xy) + zcos(xa) 

x cos(yx') + y’cos(yy’) + z’cos(yz‘) = y + xcos(xy) + 2cos(yz) 

x cos (ax) + y’cos(zy’) + 2’cos(z2’) = z + xcos(xz) + ycos(y2). 


Dies find die allgemeinften Gleihungen zur Verwandlung der 


Eoordinaten. Setzt man die erſten Seiten diefer Gleichungen 
nad) der Reife = A, B, C, um 
cos(xy) =a,, — =b,, cos(yz)=c,; 
fo erhält man; Ä 
. s A=zx+tay+rb,2 
B=y+tax+c,2 
C=z+b,xs+tce,y;, 
und hieraus durch Elimination: . 
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— — B(a,—b,c,) — C(b,—a,e,) 
— 1—a,a, —b,b,—c,c, +2a,b,s, ? 


B(1—b,b,) — Ala,—b,c,)— C(e,—a,b,) 


I ® 1—a,3,—b,b,—c,c, +2a,bje, } 
„— Cl-a,a,) — Alb,—a,c,) — B(c,—a,b,) 


1—a,a,—b,b,—c,c, +2a,b,c, 


| Haben nun die beiden Spiteme nicht einerlei Anfang der 
Eoordinaten, und a, b, e find, wie gewöhnlich, die Coordina- 
ten des Anfangspunftes des fecundären Syſtems in Bezug auf 
primttive, fo folgt aus (4.) augenblicklidy , daß in diefem 
ale ⸗ J 


All—c,c,)— B(a, —b e,) — C(b,—a,c,) 


— 1—a,2a,—b,b,—c,c, +2a,b,c, — 
—— B(1—b,b,)— A(a,—b,c,) — C(e,—a,b,) 
yabt A—a,a,—b,b,—c,c,+2a,b,c, ' i 
ua Alle) > Alb >) — Bi, un, \ 


1—a,a,—b,b,—c,c, +2a,b,c, 


ift. In diefen Gleichungen werden zwölf Winkel ald gesehen 
angefehen. (xy), (xz), (yz) find die MWinfel der primitiven 
Goordinatenaren, und werden jederzeit als gegeben betrachtet. . 
Außerdem bleiben noch neun Winkel. Es eutfteht nun die Frage, 
ob alle diefe Winfel unmittelbar gegeben feyn muͤſſen, oder ob 
nicht vielleicht einige durc) die andern beftimme werden. ' 


16. Diefe Frage genügend zu beantworten, beſchaͤftigen wir 
uns zuerſt wieder mit einer Aufgabe, weldye in (9.) ſchon für 
rechtivinflige Coordinaten aufgelöft worden if. Es feyen naͤm— 
lid wieder OA und OB zwei beliebige von O ausgehende ge= 
rade Linien im Raume. Durch O legen wir ein beliebiges ſchief— 
winkliges Coordinatenfyftem, und bezeichnen die von OA und 
OB mit den pofitiven Theilen der Axen diefes Syſtems eing⸗⸗ ⸗ 
fchloffenen Winkel durh a, 4, y, und a, 8’, y. Die Coor- 
dinaten in Bezug auf diefes Syftem werden durch X, y, Z bis 
zeichnet. Man fol nun den von den Linien OA und OB cin- 
geſchloſſenen, 180° nicht überfteigenden, Winfel p finden. Man 
betrachte OA und OB als die pofitiven Theile der Aren der x 
und y eines neuen Coordinatenfyftems, und laffe den pofitiven 
Theil der Are der zZ’ diefes Syſtems mit dem pofitiven Theile, 
der Are der z zufammenfallen,. fo it offenbar (xy) = 9, 
(z2)=0. Alſo, wenn eſich jeßt alle Coordinaten auf einen - 
willlührlichen Punkt beziehen, nad) (15.): 

x + ycos(xy) + zcos(xz) = x’cosa + y’cosa’ 4 z’cos(xz) 
"y + xcos(xy) + zcos(yz2) = x’cosß + y’cosf’ -+ z’cos(yz), 
2 .+ xcos(xz) + ycos(yz) =xcosy + ycosy +2. 

Hier it das Syſtem der x, y, z ald das primitive Sy— 

ſtem betrachtet worden. Betrachtet man aber, welches offenbar 


* 
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verftattet iſt, jeßt das Syſtem der x, y, z ale das primitive. 
Syſtem, fo erhält man eben fo: | 


x + y’cosp + z’cosy = xcosa + ycosf + ⁊ oos y 
ytxcosp + zcosy’ = xcosa + ycosf’ + 2 cosy’ 
z + xXcosy + y’cosy’ = xcoos(xz) + ycos(yz) + 2, 


‚ wobei zu bemerken, daß nad der Vorausfeßung (xz) = (xz), 
(yz)=(yz) it. Da nun aber die Lage des Punktes, auf 
welchen ſich die Coordinaten beziehen, ganz willkuͤhrlich iſt, fo 
ift es verftattet, anzunehmen, daß derfelbe in der Are: der x 
liege, und demnah „—=z 0. Dadurd) erhält man 


x + ycos(xy) + zcos(xz) = x’cos« 

y + xcos(xy) + zeos(yz) = xcos 4 

% + xcos(xz) 4 ycos(yz) = x’ cosy 

und | | 
x =xcosa + ycosfß + 2cosy 

x’ cosp = xcosa‘ + ycosß' + 2c0sy‘. 


‚ Die legte Gleichung ift mit der vorhergehenden dritten identiſch. 
Aus der vierten und fuͤnften Gleichung folgt augenblicklich 
xcose + ycosß’ + zcosy’ 


me — Koosa + ycosß + zcosy ? 


und ed kommt nun darauf an, aus den drei erften Gleichungen 
durch Elimination x, y, z zu beflimmen, welches nur die ges 
meinften Regeln der Algebra erfordert. Seen wir der Kürze 
wegen | 
Q = cos(xy) — oos(xz) cos(yz), 
Q’ =cos(xz) — cos(xy) cos(yz) , 
” = cos(y2) — cos(xy) cos(xz) ; 


po erhalten wir durch diefe Elimination nach ‚einigen ganz eins 
fachen trigonometrifchen Transformationen: | 


— cos a sin (y2)) — Qcosß — Q’cosy ; 
1-cos (xy)? -cos(xz\2-.cos (2) + 2 cos (xy) eos(xz) cos (yz) 2. 


B cos ß sin (xz)? — Qcosa — Q”cosy ‚ 
ITT-cos (xy)? -cos(x2)?-cos(yz)? + 2cos(xy) cos (xz) cos(yz) e 
er cosysin (xy)? — Q’cosa — Q’”’cosß — 

“ 1-cos(xy)’-cos(x2)?-cos(yz)? + 2cos(xy) cos (xz) cos(y2) 

Setzt man 
N = cos a 008 a’ sin (yz)? 4 cos ß cos f* sin (xa)? + cosytosy’ sin (xy)? 
— (cosacosf’ + 00sa’cosß)|cos(xy)— cos(xz) cos(y2)} _ 
— (cosacosy’ +00sa’cosy)|cos (xz)— cos (xy) cos(yz) | 
— (cosß cosy'+ cosß'cosy) |cos(yz)— cos (xy) cos(xz) } 
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N’ ='cosa?sin(yz)?'+ cos ß?sin (xz)? + cos y? sin (xy)? 

— 2cosacosf|cos(xy) — cos(xz)cos(yz)} 

— 2c05acosy|cos(xz) — cos(xy) cos(yz) } 

— 2cosfßcosy|cos(yz) — cos(xy)cos(xz)} , 
fo überzeugt man ſich leicht, daß durd die Subftitution der ge- 
fundenen Ausdrüde von x, y, z in den obigen Ausdrud von 
cos@ erhalten‘ wird: 


Q 
ch Zr 


wodurch alfo @ gefunden ift, auch für ein ſchiefwinkliges Coor⸗ 
dinatenſyſtem. 


17. Nehmen wir nun an, daß die Linie OB mit’ dem po- 
fitiven Theile einer der Coordinatenaren, z. B. mit dem pofiti= 
ven Theile der Are der x zufammenfalle, fo ift, wie leicht erhellet, 


«=0,f =(), Y=(s), g=s. 
Alfo, für £ 


T= cosasin (yz)’-+ cos ßcos (xy) sin (xz)? -+ cosycos(xz) sin (xy)? 
— [cosacos(xy)+ cos} |cos(xy)— cos(xz) cos(yz)} 
— |cosacos(xz) + cosy} [cos (xz)— cos(xy) cos (yz)} 
— [ 00s Acos (xz)-}+ cos y cos (zy)} cos (ya) cos (xy) oos (x2)} : 
» T 
cos m = T 
oder 
ca." =T. 
Entwickelt man diefe Gleichung, druͤckt die Duadrate der 
Sinus ſaͤmmtlich durdy Quadrate der Cofinus aus, hebt auf der 
rechten Seite des Gleichheitszeichens auf, mas fich aufheben 
läßt, und dividirt auf beiden Seiten durch cose, fo bleibt zu— 
legt ſtehen: 

0=1— cusa? — 008 Aꝰ — 008y? — 008 (xy)? — 005 (xꝛ)ꝰ — 008 (yz)? 

+ cosa?cos(yz)? + cos ß? cos (xz)? 4 cos y? cos(xy)? 

+ 2cosa 0os Acos (xy) + 2cosacosycos(x2) 

-+> 2c0s ßcosy cos(yz)}+2cos(xy)cos(xz) cos(yz) 

— 2cosa cos cos (xz) cos(yz) | 

— 2cos«a oos y cos(xy) cos(yz) 

— 2cosf cosy oos(xy) cos(x2) . 

Wendet man diefe Gleichung auf die pofitiven Theile der 

Aren des fecundären Syitems (15.) an, fo erhält man: 

O=1- cos (xy)? -cos (xz2)? - cos(yz)? - cos(xx’)?- cos (yx)ꝰ - cos (zx’)? 
+ cos (xy)? cos (ux’)? 4 cos (xz)? cos(yx’)? cos (ya)? cos (xx’)?, 
+2 cos(xy)cos(xz) cos (yz)-+2cos (xy) cos (xx’) cos (yx’) 

“+2 cos (xz) cos (xx’) cos (ax') +2 cos (yz) cos (yx’) cos (zx’) 
—2c0s(xy) cos(xz) cos(yx’) cos (ax) 

— 2cos(xy) cos (yz) cos(xx’) cos (zx’) 

— 2c0s(xz) cos(yz) cos(xx’) cos (yx’) , 
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0=1-cos(zy)? ERRIERN -c0s(yz)?- cos (xy’)?-cos (yy’)?-cos s(2y * 
+ cos (xy)? cos (zy’)?-Fcos (xz)? cos (yy’ )? + cos (yz)? cos (xy')? 
2 cas (xy)cos (xz) cos(y2)-F2cos(xy) cos (xy’) cos(yy’) " 
+2 cos (xz) cos (xy’)cos(zy’)-+2cos(yz) cos(yy’) cos (zy’) 
—2cos(xy) cös(xz) cos(yy’) cos (2y’) 
—2cos(xy) cos(yz) cos (xy‘) cos (zy’) 
— 2.c0s(xz) cos (yz) cos(xy’) cos(yy’) , 
0=1-cos(xy)?-cos (xz)?-cos(yz)* - cos (xz')? - cos (yz’)? - cos (zz’)? 
-} cos (xy)? cos (22°)? 4 cos (xz)? cos (yz’)®-}cos(yz)” cos (xz’)? 
“+2 cos(xy) cos(xz) cos(yz)-F2cos (xy) cos(xz’) cos (yz’) 
+2 cös (xz) cos(xz’) cos (z2’)-H2cos(yz) cos (yz’) cos(zz’) 
—2cos(xy) cos(xz) cos(yz’) cos(zz) 
—2c0s(xy) cos(yz) cos(xz’) cos (zz‘) 
—2cos(xz) cos(yz) cos(xz’) cos(yz’) . 
Man ſieht alfo, daß von jeder der drei Gruppen: 
(ze), (YXX), (X); 
(ay’), (vv) Cay) 5 
\ (x2), (y7)» (22); ’ 
immer jederzeit nur zwei Winkel gegeben zu ſeyn brauchen, in⸗ 
dem ſich dann der dritte mittelſt einer der drei obigen Gleichun— 
gen finden laͤßt. 
18. Man kann auch die Winkel finden, welche die drei 
ſecundaͤren Axen mit einauder einſchließen ‚ indem man die ſechs 
Axen der x, y, 2, x,y,z auf eine ſolche Art ju vieren mit 
einander combinirt, daß. in der Combination zivei primitive Aren 
und die beiden fecundären Aren, deren Winfel gefucht wird, vor« 
fommen. Um z. B. den Winfel (x’y’) zu finden, koͤnnte man 
die ſechs Axen auf eine der drei folgenden Arten mit einander 
verbinden: | 
%, Js X, Y 3- 
x, 8,x%, y3 
| Yy, 2, x, y; 
und wuͤrde 3. B. aus der erſten diefer Verbindungen zur Bes 
ſtimmung des Winkels (xy) folgende Gleichung erhalten: 
O=1-cos (xy)? - cos (xx’)? -cos(yx’)? - cos (xy)? - cos (yy’)?-cos(x’y’)? 
"+ cos (xy)? cos (x’y’)?-F cos (xx’)? cos (yy’)® +cos(yx’)? cos(xy’)? 
‚+2 cos (xy) cos (xy’)cos(yy’)-H2 cos (xx’) cos(xy’) cos (x’y’) 
42 cos (yx’)cos(yy’) cos (x’ y )4260s (xy) cos (xx’) cos ii 
—2c0s (xy) cos(xx’) cos(yy’) cos(x’y') - 
—2cos(xy) cos(yx’) cos(xy’) cos(x’y’) 
—2cos(xx') cos(yx’) cos(xy’) cos(yy') » 
19. Nach diefer allgemeinen Behandlung der Coordinaten- 
verwandlung fehren wir in einer rn Beziehung wieder zu 
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dem Falle zweier rechtwinkligen Syſteme mit einerlei Anfang zu⸗ 
ruͤck, indem ſich nämlich zeigen läßt, daß es in dieſem Kalle 
immer eine ebenfalls durdy den gemeinfchaftlichen Anfang gehende 
Are von ſolcher Befchaffenheit giebt, daß das eine der beiden . 
Spiteme, um diefe Are gedreht, mit dem andern zufammenfällt. 
Man überficht augenblicklich), daß diefe Arc eine ſolche Lage ha⸗ 
ben muß, daß die, drei Winkel, weldye die durch fie und die 
Aren der x und x, der y und der y', der z und der z' geleg- 
ten Ebenen mit einander einfchließen, einander gleich find, und 
daß die Drehungsare felbit gegen die pofitiven Theile der Aren 
der x und x’, der y und y, der z und zZ’ unter gleichen Win- 
feln geneigt feyn muß, wobei wir ung immer die Drehungsare 
am Anfange der Coordinaten anfangend, oder von demfelben aus— 
gehend denfen. Die von den genannten Ebenen eingefchloffenen- 
MWinfel feyen = P, und die von der Drehungsare mit den po— 
fitiven Theilen der Aren der x, y, z oder X, y', z eingefchlofe _ 
fenen Winfel feyen = «a, ß, y; fo folgt aus (14.) fogleich die 
Nichtigfeit Folgender Gleichungen: ' 


__eos(xX’)—cosa? _ cos(yy)— eos _ cos(z2’)— cosy? 


ER * sin a? sin ß? —* sin y? 
und hieraus: 
cos(xx’) = cosa? + sina?cosp 
cos (yy’) = cosß? + sinß?cosp 
cos(z2') = cosy? + siny?cosp 
1 — cos(xx) = sine? — sina?casp = sina? (I - cos) 
1 — cos(yy') = sinß? — sin BP? oosp — sin ß? (L— cos) 
1 — cos(zz) = siny? — siny?cosp = siny? (l—cosy) - 


Nach) (8.) ift, wenn fich jest alle Eoordinaten auf ein und 
denfelben Punft beziehen: 
x = x’cos(xx) + y’cos(xy’) + 2’ cos(xz’) 
y=xcos(yxX) + y'cas(yy') + 2’ cos(yz‘) 
z == x’00s(zx’) + y’cos(zy’) + 2’cos(zz) , 
x = xcos(xx) + ycos(yx’) + zcos(3x”) 
y == xcos(xy‘) + ycos(yy‘) # zcos(zy’) 
⁊ = xcos(xz’) + ycos(yz’) + zcos(zr’),, 
oder mittelft der ſchon in (11.) angewandten Bezeichnung: 
x=Ax +By +C7’, «—=Ax+Ay+ A’; 
y=Ax +-By +Cz, y=Bx+By + B’z; 
z=Ax+By +07, "=C+Cy + C. 
Detrachten wir nun die Drehungsare als den pofitiven Theil 
einer neuen Are der x”, und nehmen an, daß der Punft, auf 
welchen fich jeßt alle Coordinaten beziehen, im diefer Are liege, . 
fo daß alfo für diefen Punft y =z"—=0 iſt; fo ift nad) den 
obigen allgemeinen Formeln der Eoordinatenverwandlung für rechts 
winklige Aren: 


.® * 


’ 


ſetzen: 
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= xecos (ax) = x”cose,, 
= x”cos(yx”) =x"cosß , 
= x”cos(2x”) = x”cosy; 
= x”’cos(xx”)= x’cosa , 
= x’ cos(yx’)= x ’cosß, 


‚nn 


= x”cos(zx”)= X cosy. 
Seßen wir diefe Ausdrücke, im die obigen Gleichungen, fo er⸗ 
halten wir, nachdem auf beiden Seiten durch x” dividirt worden: 
cosa=A cosa + B cos® + Ccosy, r 
cooß=A’cosa + B cosß + C’cosy 5” 
cosy = A”cosa + B’cosß + C”cosy 5 
cos@a=A cos«e + A’ cosß + A”cosy, 
cos#ß =B cosa + B’ cosß + B”cosy,, 
cosy = C cosa + C’cos$ + C”cosy . 


— Subtraction und Addition dieſer ——— erhaͤlt man 
tete; | 


uni n 


0= (A —B)cosß + (A" _C)cosy s 
0=(A’—B)cosa — (B’—C’)cosy, | 
0=(A’"—C)cosa + (B’”—C’)cosß ; 
2(1—A)cos@a= (A’ +B)cos$ + (A"+C)cosy, 
2(1—B') cosß = (A’ +B)cosa + (B” +C’)cosy , 
2(1—CO”)cosy = (A” +C)cosa + (B"+C’)cosß ; 


oder, wenn wir ı 
A!—-B=p, A’—C=gqg, B’—- CC =r; 
A 4 B = p’, A’ + G = g’, B’ + GC — x 


0= pcos$ + gcosy, 

0 = pcosa — rcosy , 

0=geosa +rcosß; 
2(1—A) cose = p’cosß + g’cosy , 
2(1—B’) cos$ = p’cos«e + r’cosy , 
2(41—C’)cosy = g’cosa + rcosß. 
Durch Auflöfung der drei erften Öleihungen findet man: 


Br _ . 603@ 
u = Pony’ En Proosy 
Zur Beſtimmung aller drei unbekannten Größen reichen diefe Glei- 
— nicht hin, da eine jede derſelben aus den beiden andern 
olgt. 
Da 








A= cos (xx’) ‚B= cos(yy’), C” = cos (22) 
ift, fo nehmen die drei andern Gleichungen folgende Geftalt an: 
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2sina?cosa(1—cosy) = p’cosß + g’cosy 
2sinß?cosß(1—cosyp) = p’cosa + r’ cosy 
 2siny?cosy(1—cosy) = g’cosa'+ rcosß, . . 


und man erhält durch Auflöfung diefer Gleichungen : 
. (sin a? cosa? + sin A? cos ß? — siny? cosy?) (1 — cos m, 


cos«a cosß 
(sina? cos a? + sin y? cosy? — sin B? cos 42) (1 - cos NM, 
cusa C0sy 


j= 


ER (sin 8? cos 42 + siny? cosy?— sin a? cos —aæ. 
cosf cosy 
Weil 
cosa? + cosf? + cosy? =1, 
cosy? = 1— cosa?— cosß?, siny? = cosa? 4 cos 42, 
siny?cosy? = cos a? —cosa*-+ cosß? — cos ß*— 2cosa? cos ß? 
= cosa?(1-cosa?) + cos ß? (1-cos 42) —2cosa? cos f? 
= sina?cosa? + sinß?cosß? — 2cosa? cos? 
ift, fo wird der erfte Factor im Zähler des erften Bruchs, und 
eben fo die Ähnlichen Sactoren in den Zählern der andern ———— 
2cosa? cosß?, 2cosa? cosy?, 2cosß? cosy? 
Folglich 
2cosa cosß(1—cosy) 
2cosa cosy (l—cosy) 
2cosßcosy(1—cosy) ,; 


wodurch alfo die drei Größen p, RG r beſtimmt ſind. Es bleibt 

demnach bloß unter den ſechs Groͤßen p, q, Tr P,g,r nod 

Di beftimmen übrig. Man kann ſich übrigen auch MR 
elationen merken. Es ift nad) dem Dbigen 


a v. 
nu 


peoss = ‚rcosy, p?cosa? = r?cosy? $ 
pcosß = - gcosy, p?cosß? = g?cosy? 3 
pcosy= pcosy, p?cosy? = p?cosy?. 


Folglich durch Addition, weil 
cosa? + cosß? + cosy? =1 


ift, zugleich mit gehöriger Vertaufchung der Buchftaben: 


= cosy.Yptg+r, 
g= c0os$.Yp: +Q?+r, 
rm cos. YpP+qQ+r. 
Zur Beſtimmung einer der Größen p, q, T müffen wir ei⸗ 


nen andern Weg einſchlagen. Entwickelu wir x’, yaz durch) 
Elimination aus den Gleichungen 
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x=Ax 4 By + Cr 
y=Ax +By +Cz 
. z = A’x' + By * 4 G’ 2 j 
fo erhalten wir: 
„ 6 (B’ C”—C’B”)x 4 (B’C— 0” B)y+ (BC’— CB’)z 
— Bere en ee a Fe » 
— (A C-C A)xX4 (AC”— CA”)y + (AC— C’A)z 
- ee ne 
„_ — (AB’—B’A”)x + (A"B—B’A)y+ (AB’—BA’)z 
wenn wir 
L — ABC” — A’BC” + A”BC —— AB”’C + A’B’C un A” BC 
fegen. 
Vergleichen wir nun diefe Gleichungen mit den Gleichuugen: 
x Ax Ay 4 Ar, 
y — Br + By+B', 
?=(Cxı +Cy + 0’; 
fo ergeben ſich die folgenden merfivürdigen Kelationen: 
‚B’C’"—C’B’=LA, B’C—-C’B=LA, BC —CB—LA”; 
A’C—C’A=LB,, AC’—CA”=LB', AC—-CA=LB”; 
AB"—BA’=LC, A’B—-B’A=LC, AB—BA=LC” . 
Alfo Ä 0 
(B’C’ — C’B”)?+(B’C— C”B)? + (BC’— CB)? =L? (A? + A’? +A”). 
Der erſte Theil diefer Gleichung kann, wie leicht erhellet, auf 
folgende Form gebradyt werden: _ 
(B?+B” +B' 2)(C? +0? +4+C”) a (BC+B’ C+B’C”y . 
Nach (11. ) ift 
A?+A2 HAI, BB+B?HBRSL, +0? O1 ; 
BC+B’C+B’C’=0. 
Alfo wird obige Gleichung; 
| L?=1, L=+1; 
wo eine nähere Beſtimmung wegen des Zichens nachher gegeben 
werden wird. Ferner hat man nach (11.) 
+A? FAr=41, 
"+B? +Br?=1, 
A’: + B’: 4 C’2 — — 1 
Durch Addition der beiden erſten, und durch Subtraction der 
dritten Gleichung erhaͤlt man: 
A 4 Aa2 4 B? + B?— 0C221, 
A 4B- 1- Aꝛ— Ba4 62. 
Aber nach dem vorher Bewieſenen: 
AB - BA=+C’,AB=AB FC”. 
4 


— 





— — 
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Alfo Ä | 
A? —2AB+B? = 1+2C” +0”? — (A? +2AB’ EB), 
A? +2AB+B? = 1720 HC”? — (Ar—2AB’+B?); 
er (KB? =p? = (+07? —- (A+B), 
(A+B?=p?=(1FC)?—(A—B)%. 

Welches Zeichen zu nehmen ift, entfcheidet man fo. Nähme man 
die untern Zeichen, fo wäre | 
p? = 1—C’)? — (A—B)? + 40”. 

Aber 


1—C”’ = 1—cos(z7’) = 1— cosy?—siny? cosp 
= siny’(1l—cosp) . 
A-B’=cos (xx’) - cos (yy’)=cos a? +sin a? cos p-cosß?-sin ß? cosp' 
= cos a’ — cosß?-+-(sin a? — sin B?)cosp 
= — (sina?— sinß?)(1—cosy) . 
En 
— CC”)? — (A—B’)? = Isiny* ee TR) me)! 
= (siny? + sina? — sin 8?) (siny? — sin a? + sin #?)(1— cosg)? 
= (1-cosa?-cosy? + cosß?)(1-cosß?-cosy?--cosa?) (1-cosy)? 
= (cos ß?-+ cosß?)(cosa? + cosa?)(1 —cos p)? ' 
= 4cosa?cosß?(1—cosp)? » 


Folglich 
p? = Acosa? cos A? (l—cosy)? + 4C” 
— A4cosa?cosß? (1—cosp)? + Acos(zz’) , 
da doc oben bewieſen worden ift, daß 
p=2cosa cosß(1—cosy), p?=4cosa?cosß? (l—cosp)? . 
Man muß alfo die obern Zeichen nehmen, fo daß folglich 
L=1, 
und „ft 
| (A’—B)? =p? = (1+C”)? — (A+B')?, 
1 ae Zu u Kl ni B): 
iſt. Wie oben it = 
1+C’ = 1+cos(zz) = 1+ cosy? +siny?cosp » 
A+B’=cos (xx’)+ cos (yy’)=cos a?-+sin «a? cos g+cos A?-+sin $? cos. 
Alſo, weil 
17° "FA+B’=1-+-c0s a?+cos 8? +cosy? + (sin a?-Hsin #?-+sin y?) cos p 
= 2+2cosp = 2(l+cosp), 
14+C” -A-B’=1+4c0sy? -cosa?- cos ß?+(sin y?-siua? -sin ß?) cosp 
= 2cosy? + 2(siny?—1)cosp 
= 2cosy? — 2(1—siny?) cos 9 
= 2cosy?(1—cosg) 
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Pr=(i+C"—(A+BP = HC" HAHB)AHO AB) 
= 4cosy?(1— cosy)(i+ cos) 
FREE = 4cosy?(1—cosy?) 
Be p® = 4cosy*sinp?, p= + 2cosysinp. 
Mittelſt der oben bewiefenen Formeln 
cos ß cosa 


‚r=p 


cosy * c08sy 








ı=-Pp 
bat man alfo: | 
| p= + ?2cosysinp , 
qg=+2cosfsing, 
’r=+?2cosasingp « 
Da nun | 
A—B=p, A”"—C=g, B’—C=r; 
A’+B=p,A’+C=g,B’+C=r 
war; fo ift 
— 2* — ı+9 ‚Bot! 
pt _=g+44f »_ rt, 
— Bi = 


’ 





B= 





und man — alſo mittelſt der gefundenen Ausdruͤcke: 
A cos (xx) = sina?cosp + cosa? 

‚A = .cos(yx) = + cosy sinp + cosa cosß(1—cosy) 
A” = cos(zX) = 5 cosß sinp + cos« cos y(l—cosy) 


B’ = cos(yyJ= sinß?cosp + cos f? 

B” = cos(2y') = + cosa sing + cosß cosy(1—cosyp) 
B = cos(sy)= 7 cosy sing + cosa cosß(1—cosy) 
C” = cos(27) = siny*cosp + cosy? 

C = cos(x7) =+ cosß sing + cosa cosy(1— cos) 
C = cos(y7) =} cosa sinp + cosß cosy(1—cosp) . 


Mir haben angenommen, daß die Drebungsare von dem 
YAnfange der Coordinaten ausgehen ſolle. Man überfieht aber 
ne ‚ daß auch die Verlängerung diefer Are nach der andern 

Seite bin, über den Anfang der Coordinaten hinaus, der Auf— 
gabe genügt. Das iſt der Grund der doppelten Zeichen in den 
‚erften Gliedern obiger Formeln. In der That find auch die von 
diefen beiden Aren, oder vielmehr von den genannten beiden Thei- 
len der Drehungsare mit den Coordinatenaxen eingefchloffenen 
Winfel @, 8, y und 180° — a, 180° — 8, 180° —y. Die 
Cofinus diefer Winkel haben entgegengefeßte Zeichen. Daher 
müflen aud) die eriten Theile obiger Gleichungen, welche die ein- 
fachen Cofinus enthalten, entgegengefegßte Zeichen haben, die 
zweiten Theile aber pofitio bleiben, da fie das Product zweier 
Eofinus enthalten, welches pofitiv bleibt, wenn auch die beiden 
Coſinus ihre Zeichen Ändern, | 


Coordinaten. | 481 


Die obigen fehr merfivirdigen Formeln find von Euler 
und Ferell in je Abhandlungen der Nov. Comm. Petrop. 
T.XX. 1775.: Nova methodus motum corporum rigidorum 
determinandi und Theoremata nonnulla generalia de trans- 
latione corporum rigidorum beiviefen worden, und aud) wies 
der mitgetheilt von Jacobi in Crelles Jonrnal. II. 2. 
S. 188., aber ohne Beweis. Obige Entivicelung wird manches 
Eigenthümliche haben. i 

20. Aus diefen Formeln laffen ſich manche merkwuͤrdige 
Relationen ableiten, worüber wir nur Einiges bemerken, indem 
wir vorher wieder in Erinnerung bringen, daß 

cosa? + cosß? + cosy? =1, 
sina® + sinß? + siny’ = 3—cosa? — cosß? — cosy?— 2 
iſt. Zuerſt iſt | \ 
1A +.B + CC” = 1+cosa! + c00s ß? + cosy? 
+ (sina? + sinß? + siny?) cosp 
= 2+200p = 2(1+cofp), 
und ferner 
1 A—B’—C’=1 + c0sa? — cosß? — cosy! 
+ (sina? — sin? — siny?) cos 
= 1+cosa? — 1+cose? + (sine? — 2 + sin«e?) cosyp 
= 2cosa? — 2(1—sina?) cosp = 2cosa?(1—cosy) . 
Wir haben alfo | 
1+A+B + C”=M = 2(1+4c0sy) 
i+A—-B—C"=N = 2cose: (1—cosı) 
1—A+B— C’=P = 2005 ß?(1l—cosp) 
1-A—B’ + "= Q = 2%cosy?(l—cosy). 
Ueberlegt man nun, daß 
(1+cosy)(1—cosp) = 1—cösp? = sing? 
ift, fo erhellet augenblicklich, daß die Gleichungen in (19.) ſich 
auch auf folgende Art fchreiben laflen: 
2A = YOM + YPN; 
2B”’=YMN+ r?Q ' 
2C =YPM + YON; * 
24* = —- YPM + Yon, | 
Die Größen A, B' €” werden hier ald gegeben angefehen, und 
man zieht hieraus folgenden merkwürdigen allgemeinen Schluß: 


Wenn neun Größen durd die folgenden ſechs Gleichungen 
verbunden find: | | 
Supplem. zu Klügels Wörterb, 1. H h 
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24m y4C=1, 
A2 -B2 + C?2 =1, 
A222 Br coli; 
AM BB +CC =0; 
AA” + BB’:+ CC” =0, 
ANH+BBE+CO=0O, f 
und es find drei diefer Größen, z. B. A, B', C" gegeben, fo 
laſſen ſich die übrigen fech8 immer finden, und zivar, wenn Man 
i+A+B+0=M, 
! \1+A-B—- dt’ =N, 
* 1—-A+B—C=P, | 
- | 1-A—B + C =Q, Ä 
ſetzt, durch die Formeln: | 
24 =YPEN + YOQM, 2A" =YOQON— TPM, 
2B" = YPO + YMN,2B =YPN — YOM, 
20 =YON + TPM, 2C =YPQ—TYMN. 
Die Erfindung diefer höchft merfivirdigen Formeln wird gewoͤhn⸗ 
lich Monge zugefchrieben; man fieht aber, daß fie eigentlich mit » 
‚den obigen merkwürdigen Eulerrfhen Formeln einerlei find, 
und daß durch leßtere zugleich die geometrifche Bedeutung diefer 
Ausdruͤcke nachgewiefen wird. Durch trigonometriſche Rechnung 
iſt auf eine ſehr elegante Weiſe Ende zu den Formeln von 
Monge gelangt, in dem Berliner astron. Jahrbuch für 1832. 
Berlin. 1830. S. 305. | | 


Auch 
AA — BB = BB — CC = CC — Ara 
= (A+B)(A—B) = (B’ +0) (B’— CC) = (C+A”)(C—A”) 
, = + 4cosacosfß cosysinp(1—cosp) 
ift noch eine bemerkenswerthe Relation. 


. 21. Den Formeln zur Verwandlung rechtwinkliger Coor« 
dinaten: J 
x2*c6os (xx) + y’cos(xy’) + z’cos (xe’) , | 

y=xcos(yx’) 4 y’cos(yy') + z’cos(yz) , 
ex z = x’cos(zx’) + y’cos(zy’) + 2’cos(zz) 
und er 
x = xcos(xx’) + ycos(yxX) + zcos(zx) , 
y=xcos(xy) + ycos(yy) + zcos(zy’) , 

z = xcos(xz’) + ycos(yz’) + zcos(zz’) 

pflegt man, namentlich in der Mechanit und Aftronomie, häufig 
eine andere Form zu geben, welche fie zu vielen Unterfuchungen 
ganz vorzüglidy geſchickt macht. Denfen wir ung nämlich in der 
Ebene der xy von dem gemeinfchaftlichen Anfange der Coordina- 
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ten an eine beliebige gerade ‚Linie, gezogen, die zugleich, welches 
offenbar immer moͤglich iſt, auch in der Ebene der xy’ liegt, 
und fehen wir diefe Linie ald eine neue pofitive Are der O.an, 
fo it nad) (14.) 
cos(xzr') — cos(x@x) sin(@x) sin(@x) 4 cos(@x) cos(@x'), 
cos (xy) = cos(x®y’) sin(®x) sin(@y’) +/cos(®x) cos(9y’), - 
cos (xz’) = cos(x®z') sin(®x) sin(®2') + cos(®x) cos (8z‘) r 
cos (yx’) = cos(y@x’) sin (By) sin (Ox) + cos(@y) eos (@') ; 
cos (yy)= cos(y®y’)sin(Oy)sin(®y') + cos(®y) cos(®y') , 
cos (yz2) = cos(y9r')sin (Yy)sin (®2’) + cos(®y) cos(®r‘) , 
cos (zx’) = cos (20x) sin (Oz)sin(@®x’) + cos(®z) cos(®x) , 
cos (zy') = cos(zQy’)sin (Oz)sin(®y’) + cos(®z) cos(®y') , 
cos (zz’) = cos (z 92’) sin (Oz) sin (97) + cos (®z) cos (9). 

Da aber die Linie © nad) der Vorausfegung ſowohl in der Ebene 
der xy, als auch in der Ebene der x’y liegt, fo iſt in allen Bol 
(A)= 900, (9) = WM’; 
sin (®2) = sin(9) = 1, cos (02) = cos) =0; 

und die Kormeln nehmen folgende einfachere Geftalt an: 
cos(xx’) = cos (x@x’) sin (0x) sin(Ox’) + cos(®x) cos(®x’),, 
cos(xy’) = cos(x@y’) ain (Ox) sin(®y’) + cos(®x) cos(®y’) , 
cos (x2’) = cos (x®z’) sin(Ox) , 
cos(yx’) = cos(y®x’) sin(Oy)sin(@x’) + cos(©y) cos(®x) , 
cos(yy) == cos(y@y’)sin(®y)sin(®y’) + cos(®y) cos (y’)-, 
eos (yz’) = cos (y®z’)sin(®y) , 
. cos(zx’) = cos(zOx)sin(&x’) , 
eos(2y') = cos (z9y’)sin (ey) » , 
cos(zz) = cos (z@r’) . 
Alfo nad) dem Dbigen allgemein: 
x—= x’'Icos (x@x’) sin (0x) sin(&x') + cos(®x) cos(Ox')} 
-Ly’{cos(x@y’) sin (@x) sin (ey) + EA cos(®y’)} 
+2’ cos (x0z') sin (&s) ; 
y= x’{cos(y®x’)sin(®y) sin (@x’) + cos(®y) cos(@x’) } 
+-y’|cos(y@y‘) sin (@y) sin(8y’) + e0s(8y) cos(@y')} 
-} 2’ cos(y®’) sin(®y) 5 
z = x’cos(z@x') sin(9x’) + y’cos(2®y’) sin(@y’) -+ 2’ cos (202°) ' 
fo wie umgefehrt: 
x’= xl|cos(x@x') sin (Ox) sin (@x') + cos(®x) cos(Ox)} 
+ ylcos(y®x’) sin (Oy)sin(9x’) + cos (@y) cos(®x)} 
+ zcos (z®x’) sin (®x’) ; 
y’= x{cos(x@y’) sin(@x) sin(®y’) + c0s(®x) cos(@y')} 
-+ y {cos(y9y’)sin(@y)sin(9y’) 4 cos(@y) cos(9y');} 
+ 2 c0s(z9y’) sin(®y') ; 
2° = xcos(x@‘) sin (0x) + ycos(y®z') sin (By) ee (287 w 
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Dieſe allgemeinen Formeln koͤnnen aber in beſondern Faͤllen noch 
unter. eine einfachere Geſtalt gebracht werden, wobei es jedoch 
immer auf eine beſondere Uebereinkunft wegen der Annahme der 
Aren und ihrer pofitiven Theile ankommt. Einige. der hierher 
gehörenden Fälle follen jegt näher betrachtet werden, wobei wir 
immer die Winkel 


(ar) = 0, (a) = y,(A)=p 


% 


ſetzen werden. 


1. Denfen wir ung die Lage der zehn ſaͤmmtlich von. dem 
gemeinfchaftlihen Anfange der Koordinaten ausgehenden Theile 
der Durchfchnitte ‚der Ebenen der xy und xz, der xy und yZ, 
der xy und x'z’, dee xy und y’z', der xy und xy beutlic), 
fo ift flar, daß es unter diefen zehn Linien immer drei geben 
wird, fin welche die Winfel ©, %, 9 ſaͤmmtlich fpige Winfel 
find. Die Linie © liegt immer in den Ebenen der zyiund xy 
zugleich; diejewige der beiden andern ber drei obigen Linien, 
welche in der Ebene der xy liegt, nehmen wir ald_pofitiven Theil 
der Are der x, und die, welche in ber Ebene der xy liegt, als 
pofitiven Theil der Are der x am, indem wir nämlich vorauss 
feßen, daß urfprünglich zwar beftimmt fey, mweldye Ebene bie 
‚Ebene der xy, und melde die Ebene der xy feyn folle, daß 
aber die Bezeichnung der Aren felbft der Willkuͤhr uͤberlaſſen 
bleibe, eine Annahme, die keiner weitern Rechtfertigung bedarf. 
Nachdem die poſitiven Theile der Axen der x und x auf obige 
Weiſe beftimmt worden, nehmen wir den pofitiven Theil der Are 
der y fs an, daß die ebenfalls nad) dem Dbigen beftimmte Linie 
O in dem von den pofitiven Theilen der Aren der x und y ges 
bildeten rechten Winfel liege, und den pofitiven Theil der Are 
der Y auf eine ſolche, Weife, daß derfelbe von dem pofitiven 
Theile der Are der x an nach eben der Gegend. hin liegt, mie 
der pofitive Theil der Are der X von der Linie © an, Die po 
fitiven Theile der Axen der z und z endlich wollen wir fo ans 
nehmen, daß fie in Bezug auf die Ebenen der xy und xy auf 
denfelben Seiten liegen, sie der Winfel © in Bezug auf die 
Ebene der xy. Aus Fig. 12., welche diefen Fall darftellt, erhel- 
let leicht, daß in der obigen Bezeichnung 


ar) = @ CE Pe 

(x9y’) = CZ (9) = 0. — y 
Ga) = 9° + © (6() 2 
(60x) = 180? 0 (05y) 3 900 4 


(y9y’) = 180° — 0 
ya) = %0° — 9 
(.%x) = %° — 0 
(Hy) = 900 — 0 
(297) = ® 
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ift. Seht man nun dies in bie obigen Gleichungen , fo erhält 


man: ; 
z= r(cos®sinpsinp + cosy cosp). 


+ y'(cos © siny.cos @ — cosy sing) 
— 2’sin® siny ; 
y=—x(cos@ cosy sinp — sin cosy) 
A Eos @ cosycosp + siny 
+ z’sin® cosy ; 
z=xsin®sinp + ysin®cosp + 2'008 ® 


und auch umgekehrt 
X" = x(coos®@sinysinp + cosy cos) 
— y(c0s® cosysinp — siny cosy) 
+2sin ® sinp 5 
y= x(cos®sinpycosp— cosy sing) 
—y(cos ® cosycosp + siny sing) 
+zsin cos ; 


r! = — xsin®siny + ysin®cosy + 20060. 


Unter diefer Geftalt gebraucht Lagrange die Formeln in ber 


Mecanique analytique, p. 369, 


II. Es bleibe Altes wie vorher; nur nehme man jeßt die 
pofitiven y auf der entgegengefeßten Seite, fo ſchließt man aus 
en von Fig. 13,, welche diefen Fall darftellt, leicht, 


(x) = 8 (%&) = y 
GHy)=®9x (HyY)=M +Y 
(x) = 0 + 9 (K)=p 
(yvax)= 69 (HYyY)= MM +9 
yay)= @ 


(y87') = %° + 6 
(.&xX) = 0 — 8 
(.9Y) = #0? — 8 


(10) — 6. 
Alſo —— 
x= x(cos®siny sinp + cosy cosg) 
4 (cos Osinycosp — C05%Y sinp) 
— z' sin ® siny ; 
y= x(cos®cosysinp — siny cos p) 
3 (cos © cosy cosp + siny sing) 
"—:' sin ® cosy ; 
z—=xsin®siup +Yy sin © cosp + z’c0s® 
und 


"= x(coos®sinysinp + cosy cos) 
-+ y(c0s® cosy siny — siny cosgp) 
+ zsin® sing ; 
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y= x[cos® sinpcosp — cosy sing) ' 
+ y(cos ® cosy cosp + siny sing) 
+ zsin © cosy ; 


r 


= — xsin®sinp — ysin®cosy + zco®. 


So flellt Laplace die Formeln dar in der Mecanique oLleste, 
T. I. p. 59. 


III. Bleibt Alles wie in II., nur daß man die pofitiven 


Theile der Axen der z und — jetzt auf den entgegengefegten Geis 
ten nimmt, fo folgt aus Fig. 14. leicht, daß 


(xx) = 9 (%x) = y 

KH) 9 (HY)=R +Y 
(x) = 900 — @ (6Gx) 

(7645) 2 9 (6y9 9004 4 
say) 0 


za’)= 0 @ 
(20x) = 900 + 9 
- @Oy)= 0° +8 
G9)= @, 
Folglich, wenn man dies in die allgemeinen Formeln fegt: 
x  x(cos Osinysinp + cosw cosp) 
+ y’ (cos @siny oos ꝙ — cosy sing) 
+ z'sin ® siny ; 
y= x(cos®cosysinp — siny cosg) 
+ y’(cos Ocosy cosp + siny sing) 
+ z’sin © cosy ; 
“ = — xsin@sinp — ysin®cosp + 2’cos@ 
und auch: 
x == x(cos@®sinysinp F cosy cosp) 
-+ y(cos ® cosy sinp — siny cos) 
— zsinO sing ; 
y= x(c0s0 sinycosp — cosyı sing) 
+ y(cos 0 cosycosp + sin) sing) 
— zsin® cosp ; 
” = xsin®siny + ysin® cos + 2c08®. 


Unter diefer Geftalt gebraucht Poiffon die Formeln im Traite 
de M£canique, T. IH. p. 97, ‚ 


IV. Vertauſcht man in I. die Bezeichnung der x und y 
fo daß man die x jeßt ald y, die y als x annimmt, übrigens 
aber Alles ungeändert bleibt, fo erhält man aus L: 

x = — x’(cos 9 cosysinp — sinı 005) 
— y(005@ cosycosp + siny siug) 
+ zsin 0 cosy; 
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y= x(coos®sinysinp + cosı) cosy) 
*> y’ (cos ®sinıp cosp — cos ıp siny) 
‚ —vsin® sinw; 
s—=xsn®sinpg + ysin®cop + cos®, 
wobei aber bemerft werden muß, daß der Winfel 9 in dem jegi- 
gen Syſteme ſich nicht mehr auf die Are der x, fondern auf die 
Are der y bezieht, indem jegt (Oy)—=w iſt. Soll fih Y 
auch bier nody auf die Are der x beziehen fo muß man, wie aus 
Fig. 12, fogleidy erhellt, 90° — I flatt Y in er Gleis 
chungen einführen. Dadurch werden diefelben: 
x == — x (cos @ sin i sinp — cosı) cosp) 
— y’(cos®sinycosp + m. sing) 
+ sin ® siny ; 
y= x(cos®cosypsinp + sinıy cosg) 
+ y’(cos@®cosycosp — siny sing) 
— 7sin ® cosıp ; 
z=xsin®sinp + ysin®cosp + 2°c0®. 


Dies find die Formeln von, Lacroix im Traité du Calcul 
differentiel et du Calcul integral.  T. I. p. 539, 


V. Nimmt man jegt ferner die pofitiven y, z, y, z auf 
den — Seiten der entſprechenden Iren, und führt 
alfo —y, —y,—z flat y, z, y, z’in die Glei⸗ 
dungen in iv. ein, fo erhält man: 


x=— x'(c0s@ sin’ sing — cosır cosy) | 
+ y(cos®sinwcosp + cosy sing) 
— 7 sin Osinıyp; 
— y=  x(cos®cosysinp + sinıp cosy) 
— y’(cos O cosycosp — siny sing) 
+ z’sin® cosy ; 
— 1 — x'sin@ sing — ysin®cosp — 2'cos® 


oder 
x — — x’(cos Osinysinp — cosıy cosp), 
"+ y’(cos®sinycosp + cosy N 
— 7 sin © siny ; 
y=—x(cos®cospsinpy + siny cos) 
+ y’(cos Bcosıycosp — siny sing) ⸗ 
— 7 sin® cos u; 
= — xsin®sinp + ysin®cosp + vcos® 
oder 


x—= xl(eosy eosp — cos G sinysing) 
+ y(coasıypsinp + 00s Osiny cos) 
— 7 sin sin ; 
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y.= — x’(siny cosp. + c0s ® oos1) sinp) 
— y(sinysinp — 0085 @ cos 008%) 
» — zsin O cosy ; 
z= — ı'sindsinp+ ysin®copy + co®. 
So fiellt Euler, melcher ald der Erfinder diefer merkwuͤrdigen 
Formeln zu betrachten ift, diefelben dar in der Introductio in 
Analysin Infinitoram (Appendix de Superficiebus. p. 369.). 
VIV. Nimmt man in I. die pofitiven z, y', 2 auf ben 
entgegengefegten Seiten, und führt alfo —z, —yY, —z 
ftatt z, y', z in die Formeln ein, fo erhält man; 
x x(cos®sinypsinp + cos cosy) 
— y’(cos ® sin y cosp — cosıp sing) 
+ =2’sinOsinw; 
y= — x (c0s@ cosy sinp — sinıy,cosgy) 
+ y’(cos Ocosıp cosp + sinypsing) 
— 7 sin @ cosy ; 
— z=xsin®sing — ysin®cosp - 7c05® 
oder 


& 


x x(cospcosp + cos 0 sin iu sing) 

+ y(cosysinp — cos @ sin oos ꝙ) 

+ 7 sin ® sin ; - 
y=  x(sinycosp— 008 cosı) siny) 

+ y(sinpsinp + cos @ cosı) cas) 

— 7sin@cosw ; . 
z=— xsin@sinpg + ysin®tosp + 7cos®, 


Unter diefer Geftalt bat fih Ende diefer Formeln bedient, um 
daraus die oben (20,) auf anderm Wege beiviefenen von Monge 
gefundenen merkwürdigen Ausdruͤcke mittelft goniometrifcher Zers 
legungen auf eine elegante Weife abzuleiten (ſ. 20,), 


22. Endlich dräct man die Coorbinaten eines Punftes im 
Raume zumeilen auch noch auf folgende Art aus, indem wir 
bloß rechtwinklige Coordinaten in's Auge faffen. Sey naͤmlich 
M (Fig. 15.)- ein willtührlicher Punfe im Raume, O der Ans 
„fang der vechtiwinfligen Coordinaten, M’ die Projection des 
Punftes M auf der Ebene der xy. Man denfe fid) von O nad) 
M eine gerade Linie OM — r gejogen, weldye man den Nas 
dius vector nennt, und immer als pofitiv annimmt.” ‚Die 
Lage diefer Linie beftimme man durdy den mit dem pofitiven 
Theile der Are der z eingefchloffenen Winkel, welchen wir = 9 
feßen, und von O bis 180° zählen wollen, auf allen Seiten der 
Are der zZ, immer von deren pofitivem Theile an, Die Lage 
der Linie OM', welche den Anfang der Cootdinaten mit der Pro- 
jection des Punktes M auf der Ebene der xy verbindet, beftins 
men wir durch den von ihr mit dem pofitiven Theile der Are 


— 
— 
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ber x eingeſchloſſenen Winkel w, indem wir aber dieſe Winkel, 
von dem pofitiven Theile der Are der x an nach der Seite der 
pofitiven y bin immer nad) einer Richtung von O bie 360° 
zählen, fo daß wir ung alfo vorftellen, daß die Linie OM’ einen _ 
ganzen Umlauf um den Punft O vollende, Unter diefen Vor— 
ausfegungen ift nun erfihtlih, daß mit Beruͤckfichtigung des 
Zeichens mit völliger Beſtimmtheit 
2 = OM.cosp = ro0sp, 


fo wie auch, baf 
OM’ = OM.sinp=rsinp . 
ift, wobei wir bemerfen, daß OM pofitiv ift, weil 9 nie 180° 
überfteigt. Ferner erhellet auch augenbliclih, daß mit gehöriger 
Derüdfichtigung des Zeichens mit völliger Beftimmtheit 
x == OM’.cosy = rsinp cosıp 
y= OM.siny = reing siny 
it, wobe man wohl zu merken bat, daß die Winfel w nad) 
der Seite der pofitiven y hin von O big 360° wachen, Wir 
haben alfo jur Coordinatenveränderung: 
x=rsinp cosy, y=rsing siny, z=rcosp. 

Man ſieht, daß die Lage eines Punktes im Raume durd) die 
Größen 1, p, w völlig beftimmt wird. Man nennt in diefer Be- 
jiehung r, @, » polare Coordinaten des PunftesM, und 
den Punkt, von welchem die Vectoren ausgehen, den Pol, Zt 
der Pol nicht zugleich der Anfang der Eoordinaten, fondern wird 
durch die rechtwinkligen Coordinaten a, b, e beftimmt, fo folgt 
aus dem Dbigen und aus (4.) augenblidlid) , daß 

xz=a+ rTsinp cosy 

y=b+ rsing siny 

z=c-+t rcosp 
if. Wollte man von fehiefiwinfligen Coordinaten zu polaren 
Eoordinaten. übergehen, fo wuͤrde man am beften erſtere vorher 
in rechtwinklige verwandeln. 

22. Bei ECoordinaten in der Ebene befolgt man, um bie 
Lage einer von dem Anfange der Coordinaten als ihrem An— 
fangspunfte ausgehenden geraden Linie zu beftimmen, oft eine 
andere Methode, wie die im Morhergehenden durchgängig anges 
wandte. Eine folche Beſtimmung wird nämlich in dem vorlie- 
genden Falle auch ohne. alle Zweidentigfeit dur den Winkel ges 
geben, welchen die in Rede ftehende Linie entiweder mit dem pofts 
tiven Theile der Are der x, oder mit dem pofitiven Theile der 
y einfchließt, indem man diefe Winfel von dem pofitiven Theile 
der Are der x nach dem pofitiven Theile der Are der y, oder 
von dem pofitiven Theile der Are der-y nach dem pofltiven 
Theile: der Are der x hin von O bie 360° zählt. Geht die in 
Rede ftehende Linie nicht von dem Anfange der Coordinaten, fon« 
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dern von einem andern beftimmten Punkte ald ihrem Anfangs⸗ 
punfte aus, fo denkt man fich durch diefen Punkt zwei mit den 
Eoordinatenaren parallele Aren, und beftimmt nun in Bezug 
auf diefe Aren die Winfel ganz wie vorher, indem man in beis 
den Spftemen ‚die pofitiven Goordinaten ganz nad denfelben 
Seiten hin nimmt. 

24. Hat man nun irgend zwei von dem Anfange der Coors 
dinatei ausgehende‘ gerade Linien, als pofitive Theile der Aren 
der x und x, fo ift flar, daß, bei der vorigen Bellimmungs« 
weife die Winfel (xx) und (xx) nicht einerlei find, indem im 
erſten Falle der Winfel zwifchen den beiden in Rede ftehenden 
Linien von dem pofitiven Theile der Are der x, im andern Fall 
von dem pofitiven Theile der Are der x an genommen worden 
ift, beide Mal nad) derfelben Seite hin. Augenblicklich wird 
ober erhellen, daß immer 

(xx) + (xx) = 3600 
ift. 


25. Bedienen wir ung bei der Bezeichnung der Winfel nad) 
der frühern Beſtimmungsweiſe jeßt doppelter Parenthefen, fd if 
in dem Kalle eines rechtivinfligen primitiven Syſtems, und eines 
gemeinfchaftlichen Anfangspunftes beider Syfteme, nad) (8.): 

x = x’cos((xx’)) + y’cos((xy’)) 
‚ ie y=xcos((yx’)) + y’cos((yy’)).. 
Liegt nun der pofitive Theil der Are der x’ in dem erften rechten 
MWinfel ziwifchen dem pofitiven Theile der Are der x und dem po⸗ 
fitiven Theile der Are der y, fo if 
| (x) = (X), (GXV) = 0° — (xx); 
cos ((xx’)) = cos(xx’), cos((yx’)) = sin(xx‘) . 
Liegt ferner der pofitive Theil der Are der x’ im zweiten rechten 
Winkel, ſo it 
(x’)) = (x), ((yX)) = (xx) — 90° ; 
eos((xx‘)) = cos(xs’), cos((yx’)) = sin(xx’) . 
‚ Eben fo ift, wenn der poſitive Theil der Are der x’ im dritten 
rechten Winfel liegt: 
. (ax)) = 360% — (ax), (x)) = (ax) — 90°; 
cos ((zx')) = cos(xx'), cos ((yx)) = sin(xx) , 
und endlich, wenn der pofitive Theil der Are der x im vierten 
rechten Winfel liegt: | 
(a) = 360° — (aa), (ya) = 450% — (vr) ; 
cos((xx’)) = cos(xx), cos((yx)) = sin(xx) , 
- Alfo immer | 
cos ((kx)) = cos (xx), cos((yx)) = sin(xxX); 
und ganz eben fo * 
cos ( xy ) = cos(xy’), -cos((yy’)) = sin (xy). 


# 
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Kolglidy ift in dem Kalle eines rechtwinkligen primitiven Syſtems, 
und eines gemeinfchaftlichen Anfangspunftes beider Syfteme: 
| x = x cos(xx) + y’cos(xy’) 
y=xsin(xx)'+ y'sin(xy). 
Wären a, b die Eoordinaten des Anfangspunftes des ſecundaͤ⸗ 
ren Syſtems in. Bezug auf das primitive, fo wäre, wie aus 
(4.) augenblicklich folgt: | 

| x=a+ xcos(xx) + y’cos(ay),. 

y=b-+xsin(xx) + y'sin(xy). 

26. ft das primitive Syftem nicht rechtivinflidy, der An— 
fang der Eoordinaten aber beiden. Syftemen gemein, fo denfe man 
ſich durch denfelben zwei millführliche vechtivinkliche Aren der x’, 
y gelegt. Dann ift nad) (25.) Zu 

x” = xcos(x”x) + ycos(x”y) 
y’ = xsin(x’x) + ysin(x”y),, 
und 
x’ = rcos(x”x) + y’cos(x”y’) 
"= xsin(x”x’) + ysin(x”’y). 
Alſo y) 

xcos(x’x) + ycos(x”y) = x’cos(z”x’) + ycos(x’y’) , 

xsin(x”x) + ysin(x’y) = x’sin(x’x’) + y’sin(x”y’) » 
Aus diefen Gleichungen findet man leicht: 

x sin {(x”y) — (x”x')} + y’ sin {(x”y) — (@”y')} 
sin {(x”y) — («’xj} z 
_ xsin { (x’x) — (x”x)} + y’ sin {(x”y’ — (x’x) } 
* sin {{x’y) — (x’x) j | 
Laͤßt man den pofitiven Theil der Are der x" mit dem pofitiven 
Theile der Are der x zufammenfallen, fo ift 


Ir, AIR, AN)=RN). 


x 


J 


Alfo | — 
a — 
* sin (xy) ] 
x’sin(xx’) + y’sin(xy’) 
y- sin (xy) 2 


Laſſen wir aber den pofitiven Theil der Are der x” mit dem 
pofitiven Theile der Are der y zufammenfallen, und nehmen jeßt 
an, wie aud) in der Folge immer gefchehen foll, daß die pofitis- 
ven y' gegen die pofitiven x’, die pofitiven y gegen die pofiti- 
ven x" ganz eben fo liegen, wie die pofitiven y gegen die pofitis 
ven x, fo erhellet leicht, daß 

(xx) = 360° — (xx”) (24.) = 360° — (zy) , 

(xx) = 360° — (yx), (#”y') = 360° — (yy), Ay) = 0 
it. Alfo 


\ 


! 
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_ Xsin(yX) # y muy) 
sin (xy) 
x — — — sy} 
er: ein (xy) 
Wir haben folglich | 
x'sin(yx’) ++ y’sin(yy’) 
no sin (zy) R 
 x’sin(xx’) + y’sin(xy’) 
= sin (xy) 
und 
| _. X in {(x) — (d} + ysin ff) — Ey} 
sin (xy) 
x sin {(xy) — )} + Yin {ay) — m}, 
sin (xy) 


Aus der Vergleihung diefer Ausdruͤcke folgt 
sin (xx’) = sin { (xy) — (yx) } 
sin (xy’) = sin { (xy) — (yy’)} 
sin (yx’) = sin {| (xy) — (xx) } 
sin ( == sin{(xy) — 33. 

Alſo auch [ay)—Aay)ı- 

sin (x’x) — sin {(x’y’) — (y’x)} 

sin (xy) = sin{(x«y) — (yy)} 

sin(y’x) = sin { (x’y’) — (xx) } 
sin(yy)=jin{&y)— (Xy)} - 


2. Wir wollen hier nun alle zur Coordinatenverwandfung 
bei Coordinaten in der Ebene nöthigen Formeln zufammenftellen. 
Die Coordinaten des Anfangspunftes des fecundären —— 
in Beziehung auf das primitive werden immer durch a, b be 
zeichnet. 

1) Soll man von einem —— zu einem dieſem li 
Spfteme übergehen; fo ift nad) (4.) 

x=a+xn,y=b+y. 

2) Um von einem ſchiefwintigen Syſteme zu irgend einem 
andern ſchiefwinkligen Syſteme uͤberzugehen, hat man nach 
x sin(yx) + y sin(yy) 

sin(2y) 
x sin(xx’) + y’sin ay) 
sin (xy) 

3) Um von einem rechtiwinflichen — zu einem ſchiſ— 
winkligen uͤberzugehen, hat man nad) (25 

x = a-+-xcos(xx’) + y’ — 
y=b-+xsin(xX) + y’sin(xy’). 


| x=ar+ 


# 
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4) Soll man von einem rechtwinkligen Syſteme zu einem 
andern rechtwinkligen Syſteme — x iſt 
a) =RN,(Ky)= 
Alfo nad) (26.) und (24,) 
sin (y’x)=sin {90° — (x’x)} = cos (x’x) = cos 13600 (= = cos (sr), . 
sin (x’x)=sin {90° (y’x)} = cos (y'’x) = sin {360° — (m’)}=-sin (xx). 
Nach der Weife aber, wie wir hier die ie nehmen, ift offen- 
bar (yx) = (xy). Alſo 
sin (xy’) = cos(xx’), cos a) = — sin er 
Folglich nah Nr. 3. 
x=arxcos(x) —y ‚sin (ax) » 
y=b+xsin(xx’) + ycos(xx). 
nn. beide rechtivinflige Syfteme einerlei Anfang, fo if, für 
xx a: 
22 Zr20000? — 2xy'sina cos«e + y’?sina?, 
s y?=r’sina? + 2xy'sina cos« + y’2cosa? . 
Alfo 
2? py?= (X? +-y”)(sine®Fcoe’)=r?+y?, 
welches eine allgemeine Eigenſchaft aller rechtwinkligen Syſteme 
mit einerlei Anfang iſt. 
5) Soll man von einem ſchiefwinkligen einem recht⸗ 
winkligen Syſteme übergehen, fo hat man nad) Nr, 33 | 
x = a-xcos(x’x) + ycos(x’y) , j 
y=b+ısin(xx) + ysin(Xy), 
wo x’, y die rechtivinkligen, x, y die ſchiefwinkligen, und a, b 
die Coordinaten des Anfangspunftes des ſchiefwinkligen Syſtems 
in Bezug auf das rechtwinklige Syſtem find, Beſtimmt man 
aus dieſen Gleichungen x, y, fo erhält man: 


_@ —a)sin(x’y) — (y —b)cos(x’ N 
sin {(x’y) — (x’x)} 

a (y —b)cos(x’x) — (X —.a) sin (x’x) 
— sin (xy) — @%)} 


Aber offenbar (xy) = (yx' IR und (xx) = * 3600 — (1x) 
(24.); alfo (xy) — (xx) = (zX) + (yX) — 360°, 
Folglich 
— — a4) sin (yx’) — (y’— b) eos (yx) 
sin (xx) + (yxX)} ’ 
(x —a)sin(xx’) + (y —b)cos ar) 
— sin xx) + x) 

28, Bei polaren Coordinaten in ber Ebene endlich denkt 
man ſich einen von dem Anfange der Coordinaten als Pol aus— 
gehenden Radius vector von dem poſitiven Theile der Axe der x 
nach dem poſitiven Theile der Axe der y hin bewegt, und be— 
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zeichnet den von demſelben mit dem poſitiven Theile der Axe der 
x eingefchloffenen Winkel, indem man dieſe Winkel von O bie 
360° zählt, durdy ꝙ, den Radius vector felbit, welcher immer 
als pofitiv angenommen wird, durch r. Unter diefen Voraus—⸗ 
feßungen überzeugt man ſich augenbliclih, daß, wenn x, y 
eechtmwinflige Coordinaten find, ganz allgemein 
x=rcospy,y=rsinp 
ift. Iſt der Pol nicht der Anfang der Coordinaten, fondern ein 
durch die rechtwinfligen Coordinaten a, b beftimmter Punkt, fo 
folgt aus (4.) augenblicklich 
x=a+rrcospy, y=b+rsing. 

29, An neuerer Zeit hat man zur Erleichterung gemiffer 
fpeciellee Unterfucyungen andere von dem im Vorhergehenden auge 
fuͤhrlich betrachteten verfchiedene Coordinatenfyfteme vorgeſchla— 

en, worüber man ’ B. eine ſchoͤne Abhandlung von Pluͤcker 
in Crelles Journal. B. V. S. 1. nachfehen fann. In Gus 
dermanns Grundriß der anglytiſchen Sphärif. Coͤln. 1830, 
führt der Gebrauch fphärifcher oder Bogen -Coordinaten zu vits 
len merkwuͤrdigen und intereffanten Saͤtzen. Dem gewöhnlidyen 
Eoordinatenfufteme gebührt aber vor allen übrigen der Vorzug 
der allgemeinen Anwendbarfeit. | | 
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Cykloide. Eine der merkwuͤrdigſten Eigenfchaften der Cy— 
floide ift folgende, | 

Sei BC (Fig. 16.) eine beliebige rectanguläre Curve, d. i. 
eine folche, bei welcher die Berührenden in B und C refpective 





EEE | 


Cykloide. | 495 


auf den auf einander normalen Axen AB und AA’ ſenkrecht 
find. Wenn man, von C anfangend, die Curve BC abivicelt, 
wodurd) die Eurve CD entficht, zwifchen den Parallelen AA 
und BB; wenn man hierauf wieder die Curve CD, von D an- 
fangend, abwickelt, wodurch zwiſchen denfelben Parallelen die 
Eurve DE entſteht, und diefes Verfahren in’d Unendliche fort« 
fest; fo nähern ſich die Eurven BC, CD, DE, EF, FG, GH, 
u. ſ. f. immer mehr und mehr einer halben Cykloide, deren Bas 
ſis der Linie AB gleich und parallel: ift, 


Zuvörderft folgt aus der Natur der Evolution unmittelbar, 
daß die entftandenen Curven, wie die gegebene, ſaͤmmtlich rectane, 
uldre Curven find, und daß die Berührenden MP, PN ‚NQ, 
OR, RS, u. f. f. abwechſelnd auf einander ſenkrecht und eins | 
ander pas! fein muͤſſen. Der Winkel, welchen die einander  _ 
en Berübrenden MP, NQ, RS, u. f. fi mit der Are J 


paralle 
AB einſchließen, ſey = ©, und man ſetze 
(M=x CMB =a 
ces CPD =b 
EN = x END = «# 
/ EQ =» EQF = b’ | 
GR=xr,’ GRF =a” 
GS = z” GSH = b” 
u. ſ. f. u. ſ. f. 


Aus Fig. 17. erhellet nun augenblicklich, wenn man ſich an 
jeder Curve zwei einander unendlich nahe Beruͤhrende denkt, mite 
— einfacher geometriſcher Säge die Nichtigkeit folgender Gleis 

ungen: 


Nach der Natur der Evolution ift aber: 
M=CM=x 
PFN=DP =b— z 
NQ=EN=x’ 
QR=FQ=b' — 
RS = GR = 7” 
ST=HS =b” — 2* 
uff. u. ſ. f. 


Hieraus erhaͤlt man: 
0z = x0®, 2 = re, 
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wo das Integral ſo beſtimmt werden muß, daß es für — 0 


verſchwindet. Set man dann O = Lu ‚fo wid z=b, 
Ferner ift: 
dx = 188 — He fioe, x =b0 — [oo faoe, 
indem man diefes integral wieder fo beſtimmt, daß es für 0=0 
verfchiwindet. Gebt man. dann O—= Ir, fo wird x—a, 


Man hat hier zu bemerken, daß fid) Alles auf die den Berühren- 
den der erften gegebenen Curve BC entfprechenden BAR von © 


bezieht. 
Ganz auf ähnliche Art ift: 


de = x09 = h600 — 0909 [x08 


2’ = 4be? — foe 00 [r08 5 


‚oder nad) einer — en. 


= he — o: — Joe: 060, 


wo das Integral wieder fo beftimmt werden muß, daß es für 
o=0 verſchwindet. Set man dann O=—=4r, fo wird 


= 2 


Serner hat man: 
dx’ = 108 — 1b0:90 + do [oe re 


* —VV0—— 


dieſes Integral wieder ſo beſtimmt, daß es für 0 O vr 
ſchwindet. Für 0 — 5 wird dann xa“. 


da" N 


=». aa tr f 59 [rss 


das Integral — wie oben .. 


„ 


08: 1 x00 


"be a 2 ie jur, 


A ar”do=h” 009-b.2 004.0 30-00 [" a6 fxöe 
„a 
=. Zr. are aß: 
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Wie man auf dieſe Art weiter gehen kann, faͤllt in di lu⸗ 
gen. Wir haben demnach folgende Formeln: 2 ie Au— 


z = fs06. 


x =b8 - [ae [0 

8 =b.S — dor [ra8 
"har bh. + f ver [ro | 
24 02 9° * 
2 —b 7 ⸗2. 55 — oo: [206 


0 m [73 — — — 
vr b”@ bs + ben ff REN 
„9 ch 96 
vebgohrzgtbeggsan 
— uff. 


wo alle Integrale fo beſtimmt werden müffen,, daß fie fir 9 —= 0 
serfchtvinden. Der größte Werth von x it = a, Alſo iſt 


offenbar | 
fe < 08, [de <.8a, 


woraus ferner leicht folgt, daß die Integrale 


Jeff [efre f' 8: fx08 — 
reſpective kleiner als 
92 6 cn @ '9s 


— 


PHhah IR: FE Ted FE PU Tel FE FR Be ol HE I DO: 


find, Da nun © nie größer .ald Ze ift, fo werden diefe Brüche 
bald fehr Fein, und man kann alſo naͤherungsweiſe ſetzen: 


360 x08 


a, .urd 








xin) — ha-),@ — bin-n. + bü- — * 
ne + be nn? 
BER TERN — te ———— — 
Ron He 


mie defto größerer Genauigkeit, je größer n if. Es iſt alſo 
nach dem Obigen, wenn man der Kürze wegen = 4rr ſetzt: 


Supplem. zu .n Woͤrterb. J. Ji 
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a’ e a’ 
noil —— — — 3 —— — .. 
| alu) = bla=l),a — bin 2.75 + bi{a-}3) 2343 


u. _ a?i-3 »  atn—t 
m + b 2,3 ..(2n—3) = b. 3 mn 


ER a? at 
— —— en — — 
DEZ u . 1 m So sed vw vor Bade 
— h’ ‚ au? ns a®n 

| +95. 2 °2.3...20 
Bezeichnen wir nun die Werthe der Integrale 


JS fae "oe 00, [ "aa 320, u. ſ. ſ.; 


welche dieſelben erhalten, wenn man ſie ſo beſtimmt, daß ſie fuͤr 
9 — 0 verſchwinden, und dann © = +77 fet, nad) der Reihe 
dvurh A,, A,, As, u f. fe, und verivandeln die gebrochene . 
Function : 
b—A,y-+ Ay? — Ay? + Ay? — .., 
2 — a 
1- Zt una 1 
in die Reihe _ 
| Brfyteiy Hity + Bot hen; 
fo erhalten wir zur Beftimmung der Coefficienten folgende Gleis 
dungen: 
ß =b 


6 248 — A, 

=#-854 + A, 

Perg-Aagatlran 

ment Aare 
uf. f. uff 


aus denen, wenn man fie mit den aus dem Obigen folgen- 
den. Gleichungen: | | 


b = \ | a 
2 

b = —A, 

— — as 

"= ebzia th 

„ „u ’ a* a 

ln 9 Er Fuel nd 70 Fr Solar Fe pr ae, \ 

pv— p”® a* a& b a® 
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vergleicht, ſich ergiebt: | 

42b, f=b,f'=b"Y, P"=b",.... 
‚Da aber A,, A,, Ag, Agr +... bald fehr klein werden, wie 
wir vorher gefehen haben, fo wollen wir, wie oben, diefe Größen 
von Az, an vernadjläffigen, indem wir 

An = Amp = Au = ..mm0 ‚ 
feßen. Dann entfpringen alfo, wie aus dem Obigen erhellet, 
die Größen 
b,b', b”, b”,... Bin-iy, bin), bin+1), .... 


aus der Entiwicelung der gebrochenen Function 


BB —Ay+ Ay? Ay? +... + Am ya-i 
= a? 464 & a6 * 
Iegytggart agent te 
in eine Reihe, mit defto größerer Genauigfeit, je größer n iſt. 
Der Nenner diefer gebrocyenen Zunction ift — cos(ary) 
(fd. Urt. Eyflometrie in d. Zuf. 10.); alfo nach demfelben 
Art. (42): 
»__b— Ay + A, y? — Ay’ + ...% Aanı2 ya-i 


g „t—hyrtay Ay ch Ameyari 
a—y(1 2 Z)Cı — —E 5) EN 


=b+by+b’y +b”y +..+ bin=1) yn-1 ꝓ him)yn 4 .... 
Denfen wir und nun die gebrochene. Function © in einfache ' 
Bruͤche zerlegt, und feßen zu dem Ende 
C C c 
Tea m — 
=. I FE — 
i-5 i-5 1-5 
fo erhalten wir durch Verwandlung diefer Brüche in Reiben: 


Q= C++ * cC, C. +... 
+IC ++. 0. Fe. y 
+ C 4C. X C. HIFI +. y2. 
ri C. G. + Mi +. y? 
Re a u? eV Te ee er 44 j 
fo daß alfo allgemein | 
ba) = C + C, in + C,H 4 Hin + in. 
ft. Wenn nun, wie wir bier annehmen, n fehr groß ift; fo 


d 

| (Ha, (Hin, Han, (Han, seen. | 

ſehr Fleine Größen, und es iſt folglich nahe DV — C, d. i. 

bi) ift nahe eine conftante Größe, oder nahe | | 

... — ba+2) — bü+1) — bin) = bin) — bin-2) = ..,. 

Die Glieder der obigen Neihen für x und z( werden bald 

ſehr Elein, fo daß es aljo vorzüglich auf die —— Glieder dies | 
ALS ° 


C 
BEE SPAREN 
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fer Reihen — ‚ und demnach mit deſto groͤßerer Genauig⸗ 
keit, je größer n ift, geſetzt werden kann: 


6 @' 
nt er } 
@: Ch 95 GL 
NT 55. at23 8 "23.85" . 


d. i. nach bekannten Sägen: 
xtn) — b{in)sin ©, zin) = bin) (1—cos 0). 

In einer beliebigen Cykloide denfe man fich jest einen be- 
Tiebigen Punkt M, und bezeichne die Bogen der Eyfloide von 
diefem- Punkte, bis zur Baſis und bis zum Scheitel refpeckive 
durch s und s’; fo iſt, wenn a den Halbmefler des erjeugenden 
Kreifes, a den Wälzungswinfel bezeichnet, nach dem Art. Cy— 
floide. X 

s — da(1—cos!iy), 8 = dacosip . 
Denkt man fid) nun ferner durch den Punkt M eine Berührende 
gezogen, und bezeichnet den von derfelben mit der Baſis einge- 
ſchloſſenen Winfel durch 0; fo folgt, aus den Eigenfehaften der 
Eyfloidve (a. a.D. X.) leicht, daß © = 90° — — 39, sin — 
cos+gp, alfo 

s = da(1—sin®), s’ = 4asin$ 


iſt. 

— Bei den Linien CB, ED, GF, ...... nehme man nun 
‚E, 6, ... als Scheitel, "AB als Baſis an; ſo iſt, wie 

fogleich exhellet , dog, O—= © zu feßen, und es ift alfo 

für ein fehe großes n. 


= biusin® . 
Daher nähern fich alfo bie in Dede ftehenden > — mehr 
und mehr einer halben Cykloide, deren Baſi s AB iſt. Der 


Durchmeſſer des erzeugenden Kreiſes iſt — > 
Dei den Linien CD, EF, GH, .... nchme man D, F, 
H, .... als — 46 als Baſis an; ſo a9 s, 
900 — 0 — © zu feßen, wie leicht erhellet. Alſo iſt 
s = bin) [1— c0s (0° - 6)) = h(I-in&), 
> daß fich folglich diefe Linien — einer halben Cykloide 
immer mehr und mehr naͤhern, deren Baſis AB, oder vielmehr 


der AB parallel if. Der Durchmefler des erzeugenden Kreiſes 


iſt wieder = + bb), 
Der Erfinder — merkwuͤrdigen Satzes iſt Johann 


Bernonlli (Opp. T. IV. p. 98.) Euler bat juerft einen 


Beweis gegeben (Nov. — Beuop. T. X.) Auch ſ. m. 
Legendre Exercices de Calcul integral. T, I. Paris. 
1817. p. 541. 

Noch einige Eigenfhaften der — fe m. im Art. Das 
ROH EINEN (51. 52, 54, 61, 
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Chkliſche Functionen, gleichbedeutend mit Kreis⸗ Fun⸗ 
etionen, ſ. dieſen Artikel und vergl. die Artikel Hyperboliſche 
Functionen und Potenzial-Functionen. a 


Cyklometrie. Die von Klägel gegebene Darftellung 
diefes überaus wichtigen Artifels ift fo veraltet und zum Theil 
auch unvollitändig, daß eine faft ganz neue Bearbeitung deſſel⸗ 
ben nöthig zu feyn fcheint. | 


/ 


1. Entwidelung ber trigonometrifchen Linien 
in Reihen nach den Potenzen der Bogen. 


1. Es kommt zunaͤchſt auf die Entwickelung des Sinus 
und Coſinus in Reihen an, wobei wir, die Binomial» Eoeffi= 
cienten der nten Potenz der Kürze wegen bier bloß durch A, 

‚cc, D,E, ..... bejeichnend, von: folgendem geometrifchen 
Satze ausgehen., Wenn n eine pofitive ganze Zahl iſt; fo ift 
immer: 

sin(x+n®) = sinx + Acos(x+4®)(2sin}®) 
— Bsin(x+23®)(2sin$®)? 
— Ccos(x+39)(2sin+®)? 

A + Dsin(x+38)(2sin}@)* 

I“ ho. 02 0 0 0 00.0. 

cos(x+n9) == cosx — Asin(x+-4®)(2sin}®) 

— Bcos(x +20) (2sin4®)? 

+ Csin(zx+30)(2sin3®)? 

++ Dcos (x+ 40) (2sin4©)* 


Daß diefe Formeln für n = 1 gelten, ift Leicht zu zeigen. Es 

ift naͤmlich: 
sin(x+ 6) = sinx cos® + cosx sin® X 

sinx 1 -2(8in 410)2) + 2cosx sin 40 cos 40 

sinx + {cosx cos 30 — sinx sin;@} (2sin 40) 

sinx + cos(x+49)(2sin;®), 


Ei 


cos (x-+ ©) = cosx c0os® — sinx sin 9 
cosx{1—2(sin}9)? } — 2sinx sin 40 cos} 
cosx — [sinx cps}@ + cosx sin49} (?sinz®) 
c0sx — sin(x-+49)(2sin}@).. 


Nun 


Es kommt nun darauf an, zu zeigen, daß die Formeln 
fürn +1 gelten, wenn fie für n gelten. Unter diefer Boraus- 


feßung if: | 
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sin(x+(n+1)®) = sin(x +n8)cos® 4 cos(x-+ n6)sin ® 
= sinx cos 0 + cosx sin © 
+ Alcos(x +46)cos@ — sin(x + 46)sin 0} (2sin}®) 
— Bisin(< +39)cos® + cos(x +30) sin ©) (?sin}9)? 
— Er 39) c0os® — sin(x +36) sin ©} (2sin 1@)® 
+ ...» NE ER EEE b0 4 6 
— 640) s 
+ Acos(x+3®)(2sin}®) 
— Bsin(x +30) (2sint®)? 
— Erle? 
——— 
ceos(x+(n +1) ®) = cos(x + 0) cos ® — sin(x+n6)sin ® 
= cosx c0os® — sinx sin® . 
— Alsin(x+10)cos® 4 oos(x-+4@)sin @} (2sin 46) 
—- Bicos(x+3®@) cos® — sin (x-+ 39) sin ®} (2sin4®)? 
+ G{sin(x+30)cos® 4 cos(x+30)sin 8} (2sin 418)? 
0 ee er er ee er Br te Terre rt ee. 
= ‚cos(x+®) 
— Asin(x+39)(2sini®) 
— Beos(x-++38)(2sini@)? £ 
+ Csin(x+3®)(2sin1@)? 
J en 


Allgemein iſt aber: 
sin(x +40) = sin(x+ 2646) 
= sin(x 4 27 = 0) 0004 cos(x+°Z 
ae )hjone 
= sin ( er *7*0)(2sin30), 
cos(x+ 20) = cos ( 
= cos ( 0s0 — sin(x +2 6)sin® 
lei? Jfi-ramsor}-runler z ejing unse 
=c0s(x +20) — sin(x+ 

Mittelft diefer Ausdrüce erhält man ki: 

sin(x+(n+1)8) = 


sinx + cos(s+1®)(2sint®) 
+ Acos(x+40)(2sin4®),— Asin(x-+-29)(2sin1®)? 





= @)sin 8 

















in40). 
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— Bein (æ 4 30) (2sin}6)2 — Bcos(x+}0) (28in 40) 
— Ccos(x+40)(2sin46)’? + Csin(x +39) (2sin en 
J J 
— sinz + (1+A)cos(x+ +6) (2sin4©) 
— (A+B)sin (x +30)(2sin}0)? 
— (B+C)cos(x+ 30) (2 sin 10)? 
+ (C+D) — +9)(2sint®)* 
= sinx + A’cos(x+}4®) (2sin 46) 
— B’sin(x +39) (2 siny®)? 
— C cos(x +40) (2sin+®)? 
+ D’ sin (x + 40) (2 sin 40)® 
wenn wir die Fa a der (n 4 1)ten Potenz eines Bino- 
miums durh A’,B,C,D,E, ..... bejeichnen, nad) einem 
befannten Saße von den Binomial- Eoefficienten (f. d. Art. 5.). 


Eben fo ift 
cos(x+(n+1)0) = 
cosxX — sin(x +49) (2sin 40) i 
— Asin(x+40)(2sin}®) — Acos (x +26) (2sin 49)? 
+ Bcos(x +39) (2sin4®)?2 + Bsin(x-+ 39) (2sin 49)? 
+ a aeg + Ccos(x+ 40) —— 
+ a De a — 
= cosx — (1+ A sin (x +46) (2sin30) | \ 
— (A+B)cos (x + 30) (2sin4®)? 
+ (B+C)sin (x +36) (2sin}0)? 
* (C+D)cos(x-+ 30) (2sin 49)* 


== cosx — A’sin(x+}40) (2 siu +0) 
— B’cos(x-+ 20) (2sin 40)? 
+ C’sin(x-++&9) (2sin4O)? 
Fe D’ cos (x +30) (2sin 49)* 
Unfer Sat gilt alfo für n+1, wenn er fir n gilt, und if 
daher allgemein, weil er oben für n—=1 ale richtig aaa wor⸗ 


den iſt. Wir haben alſo 
sin (x-- 0) = sinx + — cos (x + 40) (2sin$©) 
> —— — — 6): 
— * —Æf (2sin}9)° 
+ Bene DD, in(x + 49) (2sin4 108) | 


04. Kyklometrie, 
oder | 
sin(< +n6)=sinz + © cos(x + 46) — 
— — — 

_ 2908 — me 29) au + 30, (229) 
n6m®- — 3) inc + 46) (338) 





+ 
Me ee Er 


oder, wenn wir n@—i feben, wo i jede Größe bedeuten fann, 
ungeachtet, daß m immer eine ganze pofitive Zahl feyn muß, da 
© jede Größe bezeichnen kann: 


sin(x+i)= PFPRBENANORRTT CHLEUD EE 
zune) 





_ 1 sin re (FE 
. ——— cos (x + 26) (re) 

i—)Ü 29 36) . 2sin ana 
„ER, 4 (tete) 


Die Größen i and © find nur der einzigen Bedingung unter= 
worfen daß 5 5 eine pofitive ganze Zahl ift, 


Eben fo ift 
eps(xF NO) = casx — —sin (x + 49) (2sin4 ©) 
— ——— 60)* 


4 nee — (x +36) (2sin 40) 


n ws (n—2) (a3) 


sr 


eos (x440) (2sin! :0) x 


2sint® 





= cpıx — 2 sin ro (ee 
— mn (n9 N, cos(x+3 ©) [E30 


& nn — 2 2 — —20) . sin (x-£ 36) FE) 
8 2 o\* 
2 ERBE 0) 


.2.n. br r hr 02 
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cos(x + i)=cosx— — sin «+10 (7°) ’ 
Nor ()' 
eo) 


(2) 
— 20, )(i- (i-30)_ EIN ar Halt 22); 


“ . . + . 21 RR 8 re rer ra oe 


Seht man x=0, und fchreibt dann x für i, fo wird, indem 
man zugleich 20 ftatt 6 ſetzt: 





Zsin 2) 





siux = — cos 0 
— in O\? 
— 2 = sin 28 (3 >) 


A 36 a x(x—20)(x— 40) , ao(r® 2) 


1.2. 
ae (x—69) . sin 0 
* —c⸗ — 7 


+ . 07 082 08 8 Tre a are 


cosg=1— — sin nel) 
— ax N 20 (re) 
+ ea inso (“€ =) 





2, 
KR 20-40 6-66), sin © 
le en 7 17 Wen — * 


wo x ganz willkuͤhrlich it, und 9 nur ein foldhes — zu x 
bat, daß * 35 Fine pofitioe ganze, oder 3 eine pofitive gerade ganje 
Zahl ift. | 

2 Bevor wir weiter gehen, ift es möchig , einige Hegrife 
und Saͤtze von den Graͤnzen vorauszuſchicken. Zugleich wollen 
wir die. folgenden abfürzenden Bezeichnungen gebrauchen, N foll 
immes eine pofitive Größe bezeichnen, welche zwar als gegeben, 
aber ſtets als beliebig Flein gedadht wird. @, PB, Yr_Ör see 
follen immer gegebene pofitive — —— "Die fleinfte 
unter diefen Größen foll durch M (a, ß, Y, d, +...) bezeichnet 
werden, Den pofitiven oder abfoluten Werth einer Größe, wo 
ed auf denfelben befonders anfommt, tollen wir duch Vor— 
feßung eines p vor das Symbol der in Mede ftehenden Größe 
ondenten, fo daß alfo in dem zunaͤchſt Folgenden p nie einen 
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Coefficienten oder Factor bezeichnen ſoll. x wollen wir uns im⸗ 
mer als poſitiv vorſtellen. 

A nun 9 (x) eine beliebige Function von x, und L eine 
conftante Größe von folder Befchaffenheit, daß der pofitive Werth 
der Differen; L— g(x) für jedes x, welches fleiner als eine 
gewiſſe pofitive Größe @ genommen wird, kleiner ift ald eine ge⸗ 
gebene noch fo fleine pofitive Größe N; fo heißt L die Gränze 
der Function P(x) für abnehmende x. Die Größe N fann be- 
liedig. klein angenommen ‚werden, und @ muß fich dann, wenn 
L vie Gränze von 2 feyn foll, fo beftimmen laffen „ daß der 
in Rede ftehenden Bedingung genügt wird. Man kann alfo ftatt 
N natürlich aud MM, 4N, 4N, AN, ... fegen. 

Soll alfo für abnehmende x die conftante Größe L die , 
Gränze der Function P(x) feyn; fo muß fi), wenn N eine 
beliebige gegebene noch fo Fleine pofitive Größe bezeichnet, die 
pofitive Größe & fo beftimmen laffen, daß für jedes x, welches 
<aif, piL—-gpla), <N if. 

3. Wenn L die Gränze von (x), L, die Gränze von 
p,(x) iſt; foift L+L, die Gränge von g(x)+9Y,(x). 

Nach der Vorausſetzung und nah (2.) laſſen fih = 
und B-fo beftimmen, daß piL—gY(x)!} <4N fürx<e, 
piL,—gp,(x)}; <HN für x <P. Beide Bedingungen wer 
den zugleich erfüllt, wenn man x <M(a, £) nimmt. Alfo if 


p{L—y(x)} +piL,—yp,(X)} <N 
firx<M(e, R). Aber offenbar immer 


pPIL-P@) + Pi} 5 PIL-9 + Li) 


>piL+L,—-9yM-9,@}- 
Alfo ” 
piL+L,—-yW—-py, Wr <N 
firx<M(o, 4). Solglid L+ L, die Graͤnze von @ (x) 
+ gp,(x) für abnebmende x (2.). Der Sag gilt, wie aus 
dem Beweiſe erhellet, die Functionen und ihre Gränzen mögen 
pofitiv oder negativ feyn. . : 
Iſt L, die Gränze von @, (x), fo it offenbar — L, die 
Gränze von — 9, (x). Solglih it L+(—L,) die Gränze 
von (x) + (—Y,(x)), . u -L—L, die Gränze vou 
Y(zZ) — Pı(z). rn 
Sind L, L,, La, ..+ Lan. refpective die Gränzen von 
(X), Pı (X), Pr (X), or. Pn(x); fo folge mittelft wieder⸗ 
olter Anwendung unferd Satzes augenblidliih, daß tL+L, 
+ L, + .... + La, wo fid die obern und untern Zeichen 
nicht auf einander zu beziehen brauchen, die Gränze von + pP (x) 


.+9,(x) +9,(x)*+ ... +gQ1(X) iſt. 
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4. Wenn L L, die Graͤnzen von j 
fo iR LL, die line 06 9x)" 9ı ©). PX), Pı(x) find; 


ey 
L-6) * x, L-P. 60) 2 X.3 


L-XS L-X. =9,@; 
LL. -LXALX, 4 XX, S6). ., 6). 
LL, — o(x).p(x) =L,X + LX, — XX, . 
Nach der IE ift n verftattet, zu feßen: 


px <p 3) firx <o; 


fo ift 


— ‚ frx<P; 
pX <<; j, für x< y; 
pX, <N, frx<6. 
Diefe Bedingungen erfüllt man zugleich, wenn man x < M(a | 
y, 9) ſetzt. Alſo if zugleich: j ı®, 


p(L,X) < J. — < > N 


für ae: ß, Yı 6). Alſo 
p(L,X) + p(LX,) + p(XX,) <N 
für x <M(a, ß, y, 6). Dffenbar ift aber immer: 
1 ıX) + p(LX,) + PXX,)Sp(L AL, —XX,). 
olglich ift a 
8 ae p(LX+LX,—XX,)<N:- 


fr x<M(o, ß, y, d), d. i. Ä 
p{LL,—y(a).9,@)} <N | 

für x<M(a, ß, y, d) Alſo it LL, die Gränze von 
PCX). P. (X). 

5. Iſt L die Gränze von P(x), und. a ‚eine eonftante 
Größe; fo it * — die Gränze von ein 

Nach der —— iſt man ——— zu ſetzen: 

PILG) <paN), fütr x J ⸗··- 

Alſo Rn. auch: 


rn EN <mN, fiex<o; 
—— x, firx <a. 


Folglich ig * — die Graͤnze von 22 Setzt man — füuͤr a; ſo 
folgt augenbuͤcklich, daß al bie Sränze von’ a (x) ift, wel⸗ 





508 Cyklometrie. 
ches man — auch auf ganz aͤhnliche Art, wie vorher, bes 
mi. fönnte. 
6. Man habe nun die Function 
x(x — 29) (x—46)..x— 210) 
*7 1.2.3.4.5... — ae (ER 
wo wir x und A ale conftant, © als veränderlich betrachten. 
x, fo wie alfo aud) © (1.), fey pofitiv. Wenn @ fortwährend 


abnimmt, d. i. fi) immer mehr und mehr der Null nähert; fo 
nähern fich 


sin er). 


xs—29, x—49, x—60, ».». x— 240 
ſaͤmmtlich immer mehr und mehr der Graͤnze x, ſo wie 


co⸗ (1 4 1) 0 und un 


immer mehr und mehr der Einheit, wie aus ganz RUE TER, tri⸗ 
gonometriſchen und geometriſchen Gründen augenblicklich erhellet. 
Daher, ift, wie aus den in (3.) — (58.) beiviefenen Sägen 
unmittelbar folgt 





xı--i 
1.2.3.4 ... (+1) 
die Gränze der obigen — fuͤr abnehmende O. 
Eben ſo leicht erhellet, daß die Graͤnze der Function 
x(x—20)(x—40)...(x—220) . sin O\I-+1 
1.2.3.4.5...0+n)  nd+2)0 () 
— 0 ift, weil, wenn © abnimmt, sin(A+1)®© der Null 
ſich immer mehr und mehr nähert, ' 
Setzen wir alfo 
Ri x sin & 
= 006 ( 5 
er 29 sin28(*7°) 


“ x(x—209)(x— 40) sin O\? 

— a wmse (I) 
x(x—29)..(x—QUO)fcos(l+1)® (=? hal 

a TE HERE TF ET a © | 


x „ „fsin® 

sei-Ziel) 

x(x—29) sin O\? 
—— c0s20 (77°) | 
‚x(x—29)(x—40) . sin ON?, 
HETE LU RERENRERCE, 











2. «20, { = (+1) a (= O\A! 
1.2.3... +1) tlcos(!+1)8 





+ 
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wo bie doppelten Zeichen in ber zweiten Reihe Feine Bezichung 
iu den doppelten Zeichen in der erften haben; fo folgt aus dem 

orhergehenden und dem in (3.) beiviefenen Sage, daß, für 
abnehmende ©, die Gränze von S | X, 


x x? x’ x? HH 44 
-177 023 712371098 it urnlor: 
und die Gränze von I 2 


x: x* 2x6 xiı-+1 Ö ne 
Tr Dorn am ; 


ift, wobei man zu bemerken hat, daß in den leßten Gliedern 
die obern oder untern Multiplifatoren zu nehmen find, jenach- 
dem A +1 eine ungerade oder eine gerade Zahl ift. 


7. Die Größe x ift, wie ſchon erinnert, flets ale gegeben 
und conftant zu betrachten. Es läßt ſich alfo leicht eine Zahl 
Km 2x angeben, Für eine ſolche Zahl ift, wie augenblicklich 
erhellet: | 


xu Rxu-ri 
1....4 1....(42+1) 
Xu 2xa+? 
1... Leo..la 2) 
xu-r? 2xu-r3 
1....(4 +2)” 1....(2+3) 
j u. ſ. f. u. ſ. f. 
oder * | 
xA xu 
1 (ax +1) — 1... 
xut+? < xu-hl 
1....(«+2) * l....(a-+1) 
za+3 23 zur? 
1....(#+ 3) 12...(0+2) 
u. ſ. f. uff 


fo daß man alfo nad) dem erften Satze des zehnten Buche der 

Elemente des Euclides immer endlich auf ein Glied | 
1 — N a 

wo alfo »>p if, fommen muß, Da »>u, di. > 2x 

iſt; fo iſt 





x’ Zur 

1... I ante 
x+i 22 

1....0 +) T...@+2 
xr+2 2x⸗2 


1...(+2)7 1....(7+3) 
uff u. ſ. f. 


510. Eyklometrie. | 
— „, wem man auf beiden Seiten addirt, und aufhebt, was 
aufheben läßt: ze 

x’ zr.> xr.-+2 xr-+3 
— 1....(r+1) + 1....(+2) 7 1....(7+3) ae 

Ixr x xr+1 xr+2 xy 
LET LEID I LI CD trennt 
d. i. nach) dem Dbigen: 

xy xrpi xr.-2 4 
1....r + I u.(7 +1) TA * GEB 
8. Da die Vielfachen von ©, wie aus dem Obigen unmit- 
telbar hervorgeht, die Größe x nie überfteigen, oder vielmehr die 
Glieder, two dies der Fall ift, ſaͤmmtlich verſchwinden, und x ſo— 
wohl, als auch ©, pofitiv iſt; da ferner weder der Sinus, noch) 


der Eofinus, jemals > 1, und nr immer <A if; fo ift 
far, daß 


/ 
-20)..x—2—1)® 8 j » 
Pi )..(x „—1) 9) /cosr I > e x 


1.2.3.4... "X sin»® [@) 1....9 


x(x-29)..(x—2r,0) /sin (+1) O\ /sin O\*+! xy 
DER TER INTERN re o ) |< 1... +1) 

x (x-29)..(x-2(v+1) ©) /cos (vr +2) O\ /sin O\r+2 xr-h2. 
Pa. (eh) sin (vr + 2) I [2) ) I<rm 


.<N. 











1...0+D9. 
(x (x-29)..(x-2(»+2) ©) /sin(v + 3) sin O\r-#3 xr.L3 
Pill 2.5.4. 143) a ö ) \<ioT FB 
uf. f. 7 | 
if. Bezeichnen wir alfo die Summe der Größen auf der linken 
Seite durch 2, die Summe der Größen auf der rechten Seite 
duch 2’; fo iſt / 

ee 


Mehmen wir nun, wie es nad) (7.) immer moͤglich ift, » fo an 
baß <HN if, ſo iſt auch 2 AiN. Folglich AAN, 
Alſo um fo mehr: 





—8 


x⸗ x⸗*2 xr+t 
le VEPPT“ 2 werT I BE were el TE 


da die zu 2 addirte Meihe offenbar kleiner als die durch 2’ be= 
zeichnete Reihe iſt. | 5 
Die Glieder der Größe auf der linfen Seite find fämmtlich 
pofitiv, fo daß alfo der abfolute Werth diefer Größe um fo mehr 
<N feyn wird, wenn man auf gan; willkuͤhrliche Weife einige 
ihrer Glieder negativ nimmt, wie fogleich in die Augen fällt. 
Auch erhellet aus (7.) unmittelbar, daß man fich, immer » 
ugleich) fo angenommen denfen fann, daß ed, tie eg gerade der 
wech der Betrachtung erheifchet, eine gerade oder eine ungerade 
Zahl it, weil mittelft der Betrachtungen in (7.) der Werth die- 
ſer Größe nicht auf abfolute Weife ; fondern nur auf eine folche 
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Art beſtimmt worden iſt, daß man dieſelbe groͤßer als eine ge⸗ 
wiſſe gegebene Groͤße zu nehmen hat. 


- 9 Wan denke ſich nun zuerſt » fo beſtimmt, daß es eine 
ungerade Zahl, = UA + 1, ift, und daß, indem man 


= s(<- 29)..(x— 410) in ON2A-+H1 
2= iR. Tas ar te (T =) 


x(x-20)..(x-2(22+1)0) sin ONA-h? 
ur ate("z‘) 





+ 1eH, er * — 008 (22-43) @ (ia —XX 
JJ a RR De het ; 
x2ı+1 
u meer ee 
x24-4-3 
sa ..(22 +3) 
x? 
| ri ..(22+5) 
+ * sc er 8 .: 8 8 0 » 
feßt, 


Ä PIB—- PF)<4N i 
iſt, welches nad) (8.) immer möglidy ift, wobei man nur die 
wegen der Vorzeichen in (8.) gemachte —— wohl zu be⸗ 
ruͤckſichtigen hat. Nachdem man »— 22 +1 auf dieſe Weiſe 
beftimmt bat, nehme man © fo klein, Eh indem man 


8* = cos ® (80) 


x(x—26) . sin =); 
Zu 7 ee 





x(x—290)(x —40) sin O\? 
— — I > Tea 00539 ) 


+ (1), »@--26).. eat in210 —* 


— ..24 


em 21 


x’ x 
ı "1237 FE: er ot Be at Ever 
feßt, 
p(S—S)<4N 

ift, welches nad) (6.) ebenfalls immer moͤglich ift, wobei man 
zu bemerken bat, daß bei der Beſtimmung von »— + 1 die 
Größe O nod ganz unbeftimmt bleibt. | 

Man kann alfo © jederzeit fo beftimmen, daß 

p(S—S)+p(P—#)<N 

ift. Es ift aber, wie augenblicklich erhellet, immer 


* 
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p(5-8) + (- -5) 
Spls+2)- (S+@)), 
fo daß man alfo um fo mehr © immer fo beftimmen kann, daß 
if. pPI(S4) — (+ W))<N | 


Da mas ſich nun mittelſt (1.) ſogleich überzeugt, daß 
S- pP — s:sinx 
if; ſo * man alfo © immer fo beſtimmen, daß 
pleainx — (S+E))<N 
iſt. Aber | L ven 
3 5 7 x 
samt 4 +75 — 
Alſo kann man immer © fo Elein, nehmen, daß fer abfolute 
Werth der Differenz 
x’ — x?’ © Zu 


x 
4= sin - (E75 to a0 ver Nur = 
kleiner wird, als jede gegebene, io fo fleine, Größe. Run ift 
abet A von © ganz unabhängig. Alſo muß der abfolute MWerth 
der Differenz 4 an fich fleiner als jede gegebene, noch fo Fleine, 
81. ſeyn, woraus man augenblicklich ſchließt, daß —0, 
dig 


B x x3 n s x> — 7 — 
ti ut 
iſt. Wir baden vorausgeſetzt, — x poſitiv * Bekanntlich 
iſt aber allgemein sin(—x) = — sin x; alſo 
in) a ti; — 7 te 
le ER Te — — 


1 1.2.3 1...4 ee; 
fo daß alfo in völliger Allgemeinheit für’jedes x: 
x x3 x5 | 3, x? Ing; 
int Er . WE TE Ba ze ern Sat Varta yore Da 
ift. 
10. Ferner denke man fi) » fo beftimmt, daß es eine 
gerade Zahl, = 24, ift, und daß, indem man 
x(x—20).. (x — 2(22—1) 0) sin O\% 
RER cos — ) 
x{x— 20). .(x—416) .. 
£(x-20)..(8- 2240) 8) 
—1.2.3...(22 +2) 


ze - (A. 


—R sin * Mt 





sin O\4+2 


+ I)rH, cos ann 


f 1) 
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en | 4 x? 
= 1) Pe} 
ER. 9 = ——— 
TyH '1...(22 +2) 
x44 
+ ul ai em re, 
+ [2 . * . . u * 3— 


ſetzt, 
| pi — W)<4N 
wird, welches nad) (8.) immer möglid) ift. 


Hierauf beftimme man © fo, daß, indem man: 
zs=1-— sin 0 (7°) 9 
22, 0828 (da >): 


+ —— in 30 ("© 9 


4 — —— (24 — — 2 








x? x+ x6 Kim? 
= a1 13 Tr Darren 


(2) 


ſetzt, | 
p(2— z2)<4N 
iſt, welches nad) (6.) immer möglich) if. 
Man kann alfo © immer fo beftimmen, daß 
p(2— ZZ) rp@— F)<N 
if. Es ift aber immer 
PCE- FEZ)+pr— w)Spr-r+We— 7) 
Spizr+ m) —- (z+%W)}, 
fo daß man alfo um fo mehr © immer fo beitimmen kann, daß 
| pi(Z+ 7) (Z+)ı <N 
if. Aus (1. ) erhelfet aber ſogleich, daß 
zZ + Vz cosx 
ift, und man fann folglih © immer fo flein nehmen, daß 
pheosx — (Z2+ 4), <N 
if. Da nun offenbar 


x? xt x6: x 9 
+ Yal- tom gti.nn 
it; fo faun man immer © fo Flein nehmen, daß der abfolute 
Werth der Differenz * 
x? x 
AN = cosx — 11 — 


Tr A ver 1440 en 
Supplem. zu Klügeld Wörterb, 1. Kk 


⸗ 
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| fleiner wird, als jede gegebene, noch fo fleine, Größe. Da 
aber diefe Differenz; von © ganz unabhängig ift, fo muß der ab⸗ 
folute Werth derfelben an ſich Fleiner als jede gegebene, noch fo 
£leine, Größe feyn, d. i. es muß 0O feyn. Alfo 
2 6 x9 
| 1-7 nat 
fuͤr jedes pofitive x. Iſt x negativ, fo ift bekanntlich allge- 
mein cos(—x) = cosx; alfo 


2 4 6 ® 
ed=1i-5tr4- It 


(x) _ (a) , tor) 





ul Saular ar Sala vr ger Var alle Der ver 
d. i. allgemein | | 
| x? x226 x8 | 
car=1-:77+7 1... ar u 


411. Die beiden Reihen 
— x’ x’ x? x? 
WERT re enT PORT De 
x2 x? x6 x® 
erst arte 


find für die ganze Analyfis von der größten Wichtigkeit, wo— 
duch die Mittheilung des obigen Beweifes derfelben, welcher 
allerdings nicht zu den fürzeften gehört, gerechtfertigt erfcheinen 
mag. Einen andern auf die Theorie der Gränzen gegründeten 
Beweis der erftern Reihe, den ich auch jest noch für völlig 
fireng halte, findet man in meinen Mathematischen Abhand- 
langen. Altona. 1822. S. 1. ff. An diefem Drte ift auch ges 
zeigt, twie vermittelft der goniometrifchen Gleichung 
sinx? + cosx? — 1 

die Reihe für den Eofinus aus der Reihe für den Sinus herge— 
leiter werden kann. Einen Beweis mittelft der unbeftimmten 
Goefficienten f. m. in dem Artikel Unbeftimmte Coefficienten. 
(24.). Diefer Beweis feßt die Möglichkeit der Entwickelung 
in eine nad) den pofitiven ganzen Potenzen von x fortfchreitende 
Meihe voraus, weldyes im Allgemeinen in Bezug auf jede Fun- 
ction unter gewiffen Modiftcationen a. a. O. (7.) zu rechtferti— 
gen verfuche worden it. Einen Beweis durch die Differential- 
rechnung f. im Art. Taylors Lehrfag (17.), welcher aber auf 
derfelben Borausfegung beruhen möchte. Ein fehr genügender Bes 
weis nah Cauchy ift im Art. Unmoͤgliche Größe. (41.) geges 
ben worden ‚ welchem nur vorzuwerfen feyn möchte, daß er den , 
Gebrauch der imaginären Größen, an die doch bei einer an fic) 
fo elementaren Beachtung, unmittelbar gar nicht zu denfen ift, 
implicirt. Die von Klügel (Thl. I. ©. 6%. ff.) gegebene 
Daritellung möchte die wenigſte Befriedigung gewähren. Wenn 
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auch unfere obige Darftellung sticht zu den einfachſten gehört, fo 
ſcheint doch der völlig firenge und evidente Beweis foldyer wich- 
tigen elementaren Säge um feinen zu hohen Preis erfauft wer- 
‚ den zu koͤnnen, und in der That mag ein einfacherer völlig firen- 
ger Beweis nicht leicht zu führen ſeyn. | 
12. Wir gehen num zu der Entiwicdelung der Cotangente 
über, welche wir am leichteften mittelft der Leicht zu beweifenden 
goniometrifchen Gleichung | N 
1+cosx 
2sinx 


gewinnen. Nach diefer Formel ift nämlich, wenn wir für sinx 
und cos x die vorher gefundenen Reihen ſetzen: 


4cot 4x = 


x? x* x° x® 
_1 1 ara ante 





I. 2 zur" gr Pens 
as wre Mi BE ver Yes yore Das > J — 
A Bx2 + Cr? + Das 4 Ext +... 1. 


1 
— — 
x 


— — 


Multiplicirt man mit dem Nenner, und ſetzt die Coefficienten 
einander gleich; ſo erhaͤlt man folgende Gleichungen: 


1= A / 
1 1 
Ssiz3=b-175 
1 B , 1 
IST 375 
1 | C B 4 
—— 1 ——— 1..7 
1 D C B 1 
a3. sFr» at 73T 
u. ſ. f. u. ſ. f. 
welche ſich leicht auf folgende Form bringen laſſen: 
1 
0=B+,773 


— 1..3 2.1..8 


C B 5 
0=D-753+7737777 


D C B 7 
1-77 tr nd 2.8 
uU, ſ. f. ‚u ſ. f. 


oder Ve | \ 
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0=(-—B) 2 

0=(-0)- 4 

0 

0=(—E) "Fr 
uff. uf. f. 


Vergleicht man diefe Gleichungen mit den in diefen Zufägen im 

Art. Bernoulliſche Zahlen (1.) aufgeftellten Gleihungen; fo ift 

tar, daß in der dortigen Bezeichnung: 
-B=a—C=f,—-—D=y-E=6, ...35 

alfo, went wir wie a. a. O. die Bernoullifchen Zahlen durch 


1 3 5 7 9 
| 2.8.8.8: B..,555% 
bezeichnen: u 
 Be=-1.2B 

B = — 1.2.3.4 C 

B= — 1.2.3.4.5.6 D 

Bo — 1.2.3.4.5.6.7.8E 

B= — 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10 P 

uf f u. ſ. f 


d. i., wenn man 2x für x feßt: 
1 3 5 7 
22.Bx 24,Bx3 26. Bxs  28,Bx’ 


Daß aus diefer Entwickelung felbft zugleich die Statthaftigkeit 
der Annahme der Reihe 
= A + Bx? + Cx* + Dx® + Ex® 4 .... 

hervorgeht, fällt in die Augen. Zur Berechnung der Bernoulli- 
fhen Zahlen ertheilt der angeführte Artikel ausführliche Anleitung. 

13. Setzt man in die Teiche zu beweiſende goniometrifche 
Gleihung: - 
tangx = cotx — 2cot?x 
für cotx und cot?x die entfprechenden Reihen nach (12.); fo 
findet man nad) einigen leichten Reductionen der Eoefficienten: 
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1 3 5 
22,(2? — Bx, 2%.(2?—1)Bx® , 26. (260— 1 Bxs 


a Sr 


» 
28 , (2° — 1) Bx? 
’ + 3 = — 
14. Ferner uͤberzeugt man ſich leicht, daß 
cosecx — tang 4x + cotx 


if. Setzt man nun für tangtx und cotx die entfprechenden 
Heiden aus dem Vorhergehenden; fo wird 


1 3 % 
2(2—1)Bx , 2(2?—1)Bx? , 2251) Bxs 


1 
‚cseı=- 77777 1..4 1..6 


2(2 — 1) Bx’ 
ug Be j 
15, Sekt man 


\ 4 
secX = 





CosX x? x+ x6 | x® 

— ‚Rue Yan — — 
2 4 6 
B B 


B 
=B+ 13% +77" — en ad + oe. 5 





fo erhält man, wenn man mit dem Renner multiplicirt, zur 
Beſtimmung der Coefficienten B, B, B, ..... leicht folgende 


Gleichungen: 
1=B 
0=B-—B 


4 2 
0=B-—6B+B | 

6 4 2 
0=B-15B-+15B—B 

8 6 2 2 
0=B— 3B + 700B—%38B+B 
: u. ſ. f uff 
Die beftimmten Coefficienten in diefen Gleichungen fi), wie ſo— 
gleich; erhellen wird, die Binomial=Eoefficienten der geraden 
Potenzen. Das Gefeß näher zu erörtern ift um fo weniger 
nöthig, da in dem Art. Bernoullifche Zahlen. (10.) in diefen 
Zufägen von der independenten Beitimmung der Sefanten -Coef⸗ 
ficienten ausführlich. gehandelt worden ift. Auch f. m. Scherk 
Mathematische Abhandlungen. _ Berlin. 1825. Erſte Abh. 
uͤber den Zuſammenhang der Sekanten-Coefficienten mit den 
Dernoullifchen Zahlen. 

16. Da 


sinversx = 1- cosx 


* 
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iſt; ſo iſt 


x x 
einvonı = 4 7 +7 ar .... 


17. Bezeichnet, wie gewöhnlich, e die Baſis der natuͤr— 


lien Logarithmen, und fegen wir der Kürze wegen — 
ſo ift befanntlidh : 
ix? 


A ix x? x* 
er 
x? x3 x5 
it 3 — ·⸗ + 7 - 733173" h 


d. i., wenn man auch —x für x feßt: 
eix = 00sx + isinz, erix = cosx — isinx. 
Beſtimmt man aus diefen Gleichungen sinx, cosx; fo erhält man: 


i eix - e-ix eix } e-ix 
a u cosı = u 
und hieraus ferner: 
eix — e-ix eix—1 _ 1 - e-2ix 
EXT Neger) eu) direrei) 
— i (eix - e-ix) ib(eix49 „ 14 +0-%) 2 


DE SEE De VE el | ou mE En = mu Trend 


N 


18. Diefe imaginären Ausdrücke find für die ganze Ana- 
Infid von der größten Wichtigkeit, und leiften bei Beweifen und 
. Summirungen von Neihen oft vortreffliche Dienfte, Die nad 

o ivre benannten Formeln find eine unmittelbare Folge aus 
denfelben, indem nämlich fiir jedes n: 


cosnx + isinnx = etix = (eir)» = (cosx 4 isin x)» 
cOsnx — isinnx — ernix = (e-ix)n — (cosx — isinz)® 


iſt. 





19. Waͤre z. B. die Summe der Neihe 
121 4 — „u N on 
„+ oe ee 0. 


zu finden; fo giebt man diefer Reihe mittelft der SIHBDENER ima⸗ 
ginaͤren Ausdruͤcke leicht folgende Form: 
—— 45. eip —— 
+ rn, a 
n(n—1)(n 2. as. eiip + e-äip 
ee. — 


4 
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yy= 14 zei HD, a I Der 
+ir 2x Essen > age 
Jh 1 — ——— — — 


d. i. nach dem Binomiſchen Lehrſatze: 
2y = (1 +xeir)a + (1 4 xe-iv 
dv. i. nah (17): 
2y=(l+xcosp+ixsinyg)a + (I +xcosp— ixsinp)". 
Setzt man 
1 4 xcop = 0cos®, xsinp = osin®; 
fo wird: 
2y = an(cos®-+Fisin O)n + en(cos 8 —isin O)" 
= ar (ein® 4 e-in®) 
ein® + e-in® 


5 = 02005n® . 





y = 0°. 
ber —_ 
a? = (1+xcosp)? + x’sinp? =1+2rcospy+x? 


x sin ꝙ xsin 


er — _znmnp 
ung 9 Ti+xXcosp’ — —— +xcosp 


Folglich: 
y= (1+?2xcosp er x2)? cosn Arctang : er. 


Wäre die Reihe gegeben: 
- y=xsinp+ 4x? —— + 3x’ sind — — 
ſo waͤre 
eip — e-ip edip — e-2ip 
ya. 7442.75 
edip — e-3ip 
2i 
a etip — etip 
‚+ ix ui 2i 
— 
Ay xeip + 42æ2 eꝛip + 3x? e’ip + Fer eig +. 
— xe-iv — Ixte-iip — 1x3 e-3ip — 4x! — — .·.. 





+ 42°. 





d. i. | — 
2iy = — logn (1—xeip) + logn (1 xemir) = logn . 


xe!P 
Folglich 


eiy m —— 
1 — zei? 


— — ⏑ — — — —q—02 2—— — 
eiyti1 Z—x(elP + e7iP) 


# 
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eip — e-ip 
etiy — 1 — x 2 
i(eiy +4) 7 ei? + e-ip 
1 1. —e 
2 
\ _...xsinp 
tny=;_, cos ꝙ 
und demnach 
an —— 
y= Arctang I-xcosg ° 


Für 


| x? x? 
‚y=1+xcop + 1.0052 + 123° +... 


findet man: 





az ir er ee 4 
Im Tr 172 ET 


> 





+1 > e-ip x -2ip 4 x" — 4 
a —— WE 
d. i. 

2 * ir. ere-io 
== excosp-kixsineg + ex cos 9=-ixsingp 
= æx cos P(eixsinp „- gmixsinp) 

oder 
y= e0089 cos(xsing) . 


Eben fo ift für 
F x2 x? : 
y=xsinp + ,5iny + 2530 39 +... 
Ay rein _ grerir 
== eX0089 (eixsing — e-ixsinp) 
oder Ä 
y= ex 0089 sin(xsingy) . 


Aehnliche Beifpiele würden fich leicht mehrere finden laſſen. 
Ueberall, wo die Eoefficienten der Reihen Sinus und Coſinus viel- 
facher Winfel enthalten, leiften die imagindren Ausdrüce der Si— 
nus und Coſinus vortreffliche Dienfte bei der Summation. 
Bi u auge von Elaufen in Crelles Journal 


I. Entwidelung der Bogen in Reihen nad) 
Potenzen ihrer trigonometrifhen Linien. 


- 20. Wenn man eine, in cine Reihe entwicelte, Function 


px von x finden kann, welche der Gleichung 


un (u. (X) _ (gr) | 
u „ SazE — 


genuͤgt; ſo iſt, weil nah (O.) 
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—8 8 
iſt, 


| xm=sinyx, 

und folglich) px ein Werth des Bogen, deflen Sinus — x iſt, 
wobei aber vorausgefeßt wird, daß auch in der That jedem be= 
ſtimmten Werthe von x ein beftimmter Werth: von Hx entfpricht, 
welches im Allgemeinen. nur dann flatt finden wird, wenn die 
für px erhaltene Reihe convergirt, weil befanntlich divergirende 
Reihen nur eine analytifchye Summe haben, d.h. bloß als das 
Kefultat einer allgemeinen analytifchen Entwickelung zu betrachten 
find. px muß naͤmlich deshalb einen beſtimmten arithmetifchen 
Werth haben, weil diefe Function als ein Bogen betradjtet wird, 
dem ein beftimmter Sinus eutfpricht. 


21. Zuerft wollen wir unterfuchen, ob überhaupt eine folche 
Beftimmung der Function Px moͤglich ift, daß im Allgemeinen 
der Gleichung = 


— (gx)? , (yr)® (qm)? 
sen ats nat 


durch diefelbe genügt wird. Da dem Werthe gx—0 der Werth 
x=0 entfpriht, fo wollen wir 5 
yx = Ax + Bi? + Cx? + Dr? + ES bb... 
fegen. Wenn man diefe Reihe nad) und nad) durch) gemeine Muls 
tiplication auf die ziveite, dritte, vierte, fünfte u. ſ. f. Potenz 
erhebt, und überhaupt 
(yx)a = Auxn + Buaxmtt + C,xmt? + Du xm43 & ... 
feßt; fo überzeugt man fid) fehr leicht, daß An = Ar iſt; daß 
B. nur die Coefficienten A, B, und B bloß in der erſten Po— 
tenz; daß C, nur die Coefficienten A, B, C, und C nur in der 
erften Potenz enthält, u. f. f. Führt man nun die Potenzen von 
px in die obige Gleichung ein; fo wird 
x = Ax + Br? + Cx? + Di? + Ex’ +... 
re liche + B,x? + C, xs + D, x + 


1 





+ la B + Ge 4 Dit P...) 


1 
ala 4 Bat 4 0 + Did) 
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+ fe EV * 
+ {Fr — —;D, +75: * 








1.2.3 | 
+ 5 E, + * C — A, 1 
133 dt at j 
1 1 1 : 
* In 123 +7..50s7..78: Ir 
Ez s EI . En . “ “ s * . ® . * 


und wir werden alfo unſerer allgemeinen Gleichung genügen, ivenn 
ſich die Eoefficienten A, B, C, D, E, .... fo beflimmen 








laffen, daB 
1=A 
0o0=B | 
1 
0=06-,7773°: 
1 
0=D- :75B 
JJ SIR DER ROERE. OR 
bo na tg 
ME PERGRO. 
En er Tl an ma u 
1 1 1 
0=6 -773: ITM TAA- 
1 1 1 
0=H —- nf TAVVDLTA- 
u, ſ. f. u. ſ. f. 


iſt. Die Moͤglichkeit einer ſolchen Beſtimmung faͤllt aber ſogleich 
in die Augen, wenn man bedenkt, daß mittelſt der beiden erſten 
Gleichungen A und B beftimme find, daß nach dem Vorherge—⸗ 
benden | Ä 

AA, = A mA, m..„m=i 


ift, daß B,, B,, B, ... nur A und B, ſo wie C;, C Bossa; 
nur A, Bund C; D,, D., .... nur A, B, D ent- 
halten, u. ſ. f. Die wirkliche Beſtimmung der Coefficienten 
mittelſt obiger Gleichungen wuͤrde zu Weitlaͤufigkelten fuͤhren, 
weshalb wir, nachdem wir die Moͤglichkeit einer ſolchen Beſtim— 
mung gezeigt, nun einen andern Weg einſchlagen wollen, wozu 
folgende vorläufige Begriffe nöthig find, 
22, Wenn 
y=A+ Bx+ Cx + Dr’ + Ext + .... 

di fo heißt die Reihe, welche man erhält, wenn man in jedem 

liede vorſtehender Reihe den Erponenten von x um Eins ver- 
mindert, und das Glied felbft mit dem Erponenten multiplicirt, 
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die derivirte Function von y. Es iſt alſo, wenn wir die de⸗ 
rivirte Function mit Dy bezeichnen: 

Dy=B + 2Cx + 3Dx? + 4Ex? + ....; 
indem man fih A Ax® gefeßt dent. 


23. Seht man in der Reihe | 
y=A-+Bx-+ Cx? + Dx’ + Er! + .... 
x-+ x für x, und entwicelt nach Potenzen von x’; ſo erhält . 
man, wenn der eutfprechende Werth von y durch y, bezeichnet 
wird: = | 
y=A+B(stY) + Ca@+xX)? + Dirtr)’ po 
= A + Bx + Cx? + Dx® + Ex? +... 
+ (B + 2Cx + 3Di? + 4Ex? + ....)x 
+ ao hr 8 RR 8 Tr he 0 J 


y=y+tDyxX to. 


J 
d. i. 


24. Wenn 
y=A +Bx +Cx’ + Dr + Ex! +... 
x—=A+By+Cy +DyFEy'+t ... 

iſt; fo ift immer 

Dx,Dy =1. 


yty=y+t Dy.X + ... 
x+ xx + Dıy + +. 
oder 
y=D.r+.., X=DeiyHtero. 
Folglich wenn man in die ziveite Gleihung für y feinen Werth 
aus der erften feßt: 
| x — Dx.Dy,X +..." 
für jedes X. Alſo 
Dx,Dy=1, 
235. Fuͤr px = y ift nad) (21.)\ Ä 
y=Ax+ Br’ + Cx’ + Di’ + Ex® + 2...,5, 


ee en 
a Auge v5 79 Bra Mu 7975 
fo daß alfo der in (24.) bewiefene Sa feine Anwendung findet. 
Nach (22,) ift 
Dy=A + 2Bx + 30x’ + 4Dx?® + 5BExt +... 


— 3y? 5y* 7y° 
En re 





— REN 058 ER 
=1 13 tr 74 — 
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d. i. nad (10.) 


Dx = coy= fi—-x, 


da nad (9.) 
3 5 y- 
‚ay=y- 153 2 30 TeEBy Sa rare, Di 


iſt. Folglich ift nad) (24.) 
1= VT. (A + Bx-4 30x? + 4Dxr’ +...) 
ax)" ?=A + 2Bx + 30x? + 4Dxe +... 
und folglih, wenn wir die Binomial»Coefficienten für den Ex— 
ponenten — 4 nad) der Neihe bloß dur) 
" Bi, Bar Bar Bi Dayeoıe. 
‚ bezeichnen, da (1 — x? Xt im Allgemeinen zwei Werthe hat: 
+1 Br + Bax — B xe + Br — .... 
tt IF B,x⸗ * Bax I Be Br ... 
=A + 2Bx + 30x? + 4Dx? + 5Ex? + eo... 5 
woraus Ä 
j BD. Fu Ha „.„. 03% 
A=+1,0C=HB8, E=+48, G=eF WB... 
Nach (21.) it aber A=1. Alſo muß man die obern Zeichen 
nchmen, fo daß folglich 
x — 4B, x * Be x⸗ — 1B,xX7 4 2B.xꝰ — .... 
iſt. Da nun 
9, ———— 
1.2.3...n 


A, ſo iſt, 


a ee 
und die Function px_ift alfo durch diefe Reihe im Allgemeinen 
fo beftimmt, daß der Gleichung 
ur ._ (gr) , (gr) _ (px) 
malt. — 


durch dieſelbe genuͤgt wird. Nach dem Obigen muß nun aber 
die Convergenz der gefundenen Reihe noch beſonders unterſucht 
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een Betrachten wir zu dem Ende zumächft die geometrifche 
eihe 
1, Ps P? Ps Pfr srer; | 


ſo laͤßt fich Teiche zeigen, daß diefe Reihe jederzeit convergirt, wenn 

der abfolute Werth von p<1 iſt. Sey nämlich überhaupt 

fo iſt s=1l+p+P+P+P+.. pm, ! 
o i 


Sn-ın — Sn = pe + patt + pt? . ·.· 4 prm· 
| = pefitp+p + + pt) a m IE. 
Aft num der abfolute Werth von p <1, fo nähert fich, für je- 
des beliebige beftimmte noch fo große m, offenbar Surım — Sa, 
wenn n waͤchſt, der Null fortivährend, und kann der Null be- 
fiebig nahe gebracht werden, wenn man nur n groß genug nimmt, 
woraus man alfo fieht, daß Sn, wenn m wächlt, fich einer be⸗ 
ftimmten Graͤnze nähert, und die Reihe daher convergirt, immer 
vorauggefeßt, daß der abfolute Werth von p <1 ift. Uebrigens 
erhellet dies auch augenbliclich daraus, weil | 


5 / 


ift, und der Bruch a unter der obigen Vorausſetzung offen- 


bar der Null beliebig nahe gebracht werden fann, wenn man 
nur n groß genug nimmt. Daß das fo eben Bewieſene auch für: 
die Reihe | 

p+tp+tp+p’+.. =pli+pPrpt+p +...) 
gilt, verfteht fich von ſelbſt. | 
Da nun die Coefficienten der oben für gx gefundenen Reihe 
ſaͤmmtlich <1 find, und die Reihe 

x, x, 25, 7, x°, 00. | 

convergirt, wenn der abfolufe Werth von x <{1 ift, fo ift klar, 
daß die für px gefundene Reihe für jedes x, weldyes > — 1, 
<1 if, convergirt. Man kann hier auch den in dem Art. Cons 
vergenz der. Reihen (21.) i. d. 3. beiviefenen allgemeinen Sag 
anwenden. Setzen wir nämlich) Ä 


2 
a +4.> 
| 1.3 x 


4 


— 
* 


+ 773 


6 


5 


2.4 
1.3. 
2.4.6 
1.3.5 
2.4.06.89 


x 
J— 
.7 x® 

.6.8°9 


4 
oo... 
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ſo iſt in der dortigen Bezeichnung 
4.3.68. 20-) 1 _1.3.5..(n+1) 1 
n=346.... m impi H22,6..20 +2) 2043 


2 

Folglich R 

nr _Q4N 2 (2+-) 

a Qa+2)2n +3) @+2) (+3) +3) ; 
Ä n n/ 





Waͤchſt nun n, ſo nähert ſich diefer Quotient offenbar immer - 
mehr und mehr der Einheit, und kann diefer Gränze beliebig 
nahe gebracht werden, wenn man Nur m groß genug nimmt, 
Daher ift a. a. D. A=1, und die obige Reihe convergirt oder 
divergirt alfo, jenachdem x zwifchen den Graͤnzen x —1, 
x— +1, oder außerhalb diefer Gränzen liegt. 
Sir x—+ 1 wird unfere Reihe 
.3 1.3.5 
— fi +4.} + = + 24.6* $ ern. \ . 

Auch diefe Reihe comvergirt, wie ſich auf folgende Art zeigen läßt. 
Seten mir | 


u 5..(2n—1) , _ — 1:.3:5...@n+N 
Mer... Tan! 
ſo iſt 
tntı _ 2n+1 5 
tn 2n+2 2 ’ 
— — 


und dieſer Quotient kann alſo, wenn n waͤchſt, der Einheit bes 
— ri gebracht werden. Daher ift (Comvergenz ber Reihen, 21.) 
die Reihe Ä 
‚3 .3.5 ‚3.5. 
a te 








convergent für jedes zwifchen den Graͤnzen x —— 1, ı= +1 
enthaltene x, oder, wenn wir x pofitiv nehmen, für jedes 
x <1. Bezeichnen wir alfo der Kürze wegen die Coefficienten, 
en fortwährend abnehmen, durch Agrar, Ayr Ayr ee und 
etzen 
Sn — ab + ax + a,x2 4 a, xꝰ + ...+ an_ımn, 
fo kann n immer fo groß 'angenommen erden, daß für jedes 
gegebene noch fo fleine N und jedes m 
£ Sntm — Sn < N 

if, Nun kann man aber offenbar » fo groß nehmen, daß zugleich 

| = < xa+m-1, a» << An-tme1 
ift, und es. ift folglich, weil 
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und a⸗ 
unter den Groͤßen * 
1 t 1 1 | 

+1’ +3’ 345" Dim’ 
a,, Ankiz Auh2yore Bnkinei 
refpective die größten, dagegen 
zn--m—1 und Anni 


unter 
2”, zn+i, xn+?2, ... xn-m—1 5 \ 


An; An-+iz An-+25 ++. An-in=i 
refpective die Eleinften find, offenbar 


1 

re 
1 \ 

ze, But < Anh; 


1 
Se, ae < ande; 


Dam , : 


alſo auch 
1 — 1 — 1 re. 1 
Te Te a. 
<— BnX" + Anfixati .. + Anm mtl . 
d. i., wenn wir . L 
Ss,=a +a,:++a,..++ .. + Ba 


ſetzen, 
Sm — S. < Sn+ın — Sn ; 
d, i. nad) dem Dbigen - 
> Sum — Sy < N , 
fo daß fich alfo diefe Differenz für jedes m, wenn man nur » 
groß genug annimmt, der Null beliebig nahe bringen läßt, 
weshalb folglich die Reihe Ei 


1.3 1.3.5, 
| 1-4 43. t tagt ten 
d. i, die Reihe Ä 
| 2? 1.32%, 1.3.5 x6 
1+4 5 +74 5 8327671 
für x = + 1 convergent ift (Comvergenz der Reihen, 1.). 


E8 fragt fih nun bloß noch, welcher Werth der Function 
Arcsinx durch) diefe nody mit x multiplicirte Reihe, die wir wieder 
durch px bezeichnen wollen, dargeftellt wird, da befanntlich zu ein und 
demfelben Sinus mehrere Bogen gehören, eine Frage, die fich, wie 
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es mir ſcheint, leicht auf folgende Art beantworten laͤßt. Nach 
dem Obigen iſt die in Rede ſtehende Reihe fuͤr jedes x zwiſchen 
den Graͤnzen — 1 und +1 und für x = + 1 convergent, 
fo daß man alfo die Function Px zwiſchen diefen Gränzen ge- 
wiflermaßen als eine ganze rationale Function von x betrachten 
fann, woraus denn auch. unmittelbar hervorgeht, daß diefe 
Function zwiſchen den angegebenen Gränzen eine ftetige Function 
von x if. Fuͤr x — O if px—=0 und aud Arcsinx—(, 
wenn wir den fleinften Werth von Arcsinx in's Auge faflen. 
Laͤßt man nun x von Null an, ohne die Gränzen — 1 und 
+ 1 zu uͤberſchreiten, ſich fletig verändern, fo wird nad) dem 
Dbigen auch px und offenbar auch Arcsin x von Null an fid 
ftetig verändern, immer aber wird x einen Werth von Arcsinx 
darftellen, wenn nur x — — 1, x Z+ Lift, wie hier immer 
vorausgefegt wird. Hieraus geht, wie es uns ſcheint, mit 
völliger Deutlichkeit hervor, daß fr x — — 1, x <+1 
durch px der Werth von Arc sin x dargeftellt wird, welcher 
ohne Ruͤckſicht auf fein Zeichen — Hr if. Auch kann man 
> noch bemerfen, daß die ‚gleichen pofitiven und negativen 
erthen von x entfprechenden Werthe von px einander gleich aber 
entgegengefeßt find, welches eben fo bei Arcsinx der Fall if, 
Für jedes ganze pofitive oder negative n ift 
sin (Zn + yx) = sin?nn cospx + cos2nn singyx 
= singx=Xx, 
sin ((2n 1) n—gx) = sin(2n + ) a cos qx — cos (2n + 1) nsings 
| = sıny =X. 
Alfo ift für jedes ganze pofitive oder negative n 
Arcsinx = 2nn + x 


+ 
— 
wo 


+ 
21 
— 
on 








+ 
na I 
. RR 
o 
SS] 


++ 
x 
RS 
an 
& 
= 


— (n+1)—ı—4}. 


.\ 





a» 
ww 
81 





» 
LS 
Sl: 
ol: 
7 


v 


ü Cyklometrie. 529 


Re > Einen merfivindigen Ausdruck für das Quadrat der 
Reihe | 


x? 
Arcsinx&=x +}. — 
1 








bat Stainville (Mölanges. d’Analyse. 1815.) gefunden, 
Man gelangt zu diefem merkwürdigen Ausdruck am leichteften 
auf folgende Weife, wobei wir ung jedod) der Kürze wegen der 
Differentialrechnung bedienen wollen, 

Sey die Function 

on FD eV — 

zu entwickeln. 

Durch Differentiation erhaͤlt man: 











oV _n}logn(x+Yx?— 1) m-1 
7 Ye —1 
o°V _ aln—1)ilogn(x+Yx »—ı)in2 x, oV 
öx? x? —1 x? 1x 


en = n(n—1){logn(x+TYx?—ı) }n-2 — x . 


Seßen wir nun 
Vz=yn+yn.x + 2n. xꝰ + ꝙ3n. xꝰ Fon. 4 ...., 
entwickeln die Differentialquotienten m, . =, und ſetzen deren 
Ausdruͤcke in obige Gleichung; fo erhalten wir die Gleichung: 
— 29,0 —2.3p,n.x—3.4p,n.x2—4.5pn.X—5.6p°n.xt —.n. 
+1.2p,n.x? +2.3p9,n.x° +3.4pın.x* +.... 
=n(n-I)p(an-2)+n(n-1)p, (n-2).x+n(n-1)p, (n-2).x’+ 
— ꝙ,n. x — Ayo. X? — .... 
Alſo allgemein 
— 4—0) @ +2) garen + AMegnzn (n—l)y«(n— Yup; 
«+1)@ +2) yer.n = ’yun — nn —l)p«(n—2), 
oder 
x? pen — — 2) 
N @+1)@+2) 
Man fieht alfo‘, daß, wenn man nur 
logu (x+Yx®—1) 


upon, zu u Wörterb. I. FL 
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in eine Reihe nach Potenzen von * entwickeln kann, auch alle 
uͤbrigen Potenzen dieſer Function mittelſt obiger Relation in Reis 
hein entwickelt werden koͤnnen. Man fee zu dem Ende 


"logn(x+ Yx?—1) = Vv, (1x2)? = u; 
fo erhält man leicht durdy Differentiation: 
öv 1 1. : 





a“ Yw-i Yıio.r-1i 
wenn wir wieder —Ti feßen. Alſo ift 
örtHv _ 1 au 
xt — ii oxı 
und folglich auc für x =(: 
Bi 


datv\ _ 1 /OTu 
AR) = 1m) " 


Setzen wir num 


1—x2)” = 1—B,xr? + B,,* — B,x° + B,x® — 0086 
fo ergiebt fich leicht: 
o’ru 


un 7 12.3..2p.8p —3-4..(2p 42) Ber? + CD 


—— = — 12.3. 4.. 2P42. Bix — . ... (-1). 


Folglich für-x = 0: 


Ö?ru Ort 
(=) = 1.2.3...2pBp - (AR, Tem) = 0. 


Aber 1.3.5...(2p —1) 
% =346.. — 


Folglich, weil (1.1 = 1 —=+1 if: 
(Fr) = 12.3.5°.7...0p1)° » 


und demmad) 


OrHe\ _ 12.32.5°.720...(g-1)? 
— — — 


wenn q eine gerade Zahl iſt. Fuͤr ein ungerades q find alle ent⸗ 
fprechende Differentialquotienten = 0, | 


Nach der nach Maclaurin benannten Reihe ift nun: 
— Ov\ x O?v\ x? O3v\ x | 
= (v) + (=) + 32) 73 + 32) 723 + .... 
Folglich, weil | 
(v)=lgnYf-ı= logni = i' 
iſt, nach) dem Vorhergehenden: 
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len 4—2) =; + 2 
! 1 z x3 i 
175 
1 1.3 x° 
+ 7377 
1 1.3.5 x’ 
+ 73767 
+ 


woraus man leicht fchließt (25.): 
ilogn(x+Yx°—-1) = = ü + Arcsinx .\ 
Man hat hierbei zu bemerfen, daß 


—— 
iſt. 


Fuͤr n—2 iſt n — 2 03 alſo 
flogn(x -221, 
und demnach in dieſem Falle für «> 0: 
9a) =1,mn-9)=0. 
Auch ift, wie ſogleich erhelfet, für n —2: 


gn = (logni) =i?. 


Ferner ift : P 
1 ini n21 
—X (fr „une I, 


d. i. fuͤr n = 2: 


2 
dr . 


| Auch folgt aus der obigen allgemeinen Relation leicht: 





1.2 
fuͤr n — 2. indem man ſich nun immer n= 2 geſetzt denkt, 
iſt allgemein für x > 0: 

x? gun 
RT ENDErZ 
woraus man erhält: 





pn (logni)? = i 
2logni _ 2% 

g,n= 3 er 
gy.n=—1 

1 2, 
yam Te 

2 
y,2= 34 


12 
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— 43 % 
ya 373% 
24 
v — 7555 
— 43.6 2 
„aa — 
22.4.6 
MATHE 
_ 1.3.5.7 2° 
; PR= 746.89i 
_ 22.4.6.8 
oe ee ET. 


| vcih oh 
Hierans erhält man 





—— z 3 
llogn (x+Yx? —ı)}? =i?’+ Ir + 4 
1.3 x5 
+7335 
\ 1.3.5 x’ 
42467 
A re 
x* 2.4 x® 2,4.6 x® 
= jr +37 T7 
2.4.6.8 x! 
+35735° 
# + : r . 


d. nach (26.) 
tilogn(x-+Yx?—1)}? = — i2 + 2ii’Arcsinx 


4 
+2 +37 


Weil: aber nach dem Vorhergehenden 
| ilogn(x+ Yx? 1) =iü' + Arcsinx * 
iſt; fo iſt 
ilosn (x Yx® 7)] = — 1? + 2ii’Arcsinx 4 (Are sin x)⸗ 
woraus, mit dem Vorhergehenden verglichen: | 


Cyklometrie. 533 


2.4 x6 


es > +57 33° 


welches die von Stainville gefundene Reihe ift. Die Mes 
thbode des Erfinders it von der vorhergehenden wahrſcheinlich 
ganz verſchieden. Entwickelt man nach den hier gegebeuen allge— 
meinen Formeln die hoͤhern Potenzen von ilogn (x + I), 
fo erhält man aud) zugleidy Reihen für die hoͤhern Potenzen von 
Aresinx. Das Fortfchreitungsgefeg dieſer Reihen wird aber 
bald fehr zuſammengeſetzt. M. vergl. eine Abhandlung von 
Scholtz in Crelles Journal. III. 1. S. 70., wo’ ebenfalle 
eine von der hier amgedeuteten verfchiedene Methode angewandt 
worden ift, 

27. Um nun auch Arctangx nach Potenzen yon x zu 
entwiceln, beweiſen wir —— noch einen Satz von den 
derivirten Functionen. Sind nämlich y, z Reihen, welche nad) 
den Potenzen von x fortfchreiten ; fo ift 

D(*) _2Dy— yDz 


Man feße x+ x’ für x; fo ift nad (23,) 
(2),= A * 
1 2 + Dz. x +. 


Um diefe gebrochene Function nach Potenzen von x zu ent⸗ 
wickeln, ſetze man dieſelbe 


=A+ Br + Cr? + Dit sh..., 
fo ift 


y+Dy.!.+..=(z2+4Dz.7+...){A+Br-+...) 
| = Az + (ADz+Bz)xX +.... 
Folglich 


Ar=y, ADz+ Bz=Dy, 
und hieraus: 


_y _ıDy — yDz 
Nach (23.) ift aber 


(2)= 24 —*88 +. SAA B th... 


zZ 
Alfo | 


* 
(==. 
⁊ ⁊* 
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| "28. Nach einfachen gociometriſchen Gruͤnden iſt 


sin (Arc tang x = = ’ 


— 
wo die Quadratwurzel poſitiv zu nehmen iſt, wenn, wie wir 
hier annehmen wollen, der abſolute Werth won Arctangx den 
Bogen +77 nicht uͤberſteigt. Alſo iſt nach (25.), da fuͤr jedes 
endliche beſtimmte x der abſolute Werth von 
Xx 


Yı+x? 








immer <L if; 


' Arctangx = — 4 + = ) 
Yrı+s? 


| „13 Ä 5 
ur 2. F N. 











— mittelſt des —2 — Lehrſabes —— erhellet, 
daß Arc tang x in eine Reihe nach Potenzen von x entwickelt 


werden fann. Auch ift klar, daß diefe Neihe in allen Gliedern 
x enthält, 


29, Dan ift alfo berechtigt, zu feßen: 
., Arctangx = y = Ax+Bx? + 0x3 +Dx?’+Eis+.. 
woraus (22,): 
DArctangxe =Dy=A +2Bx + 30x? +4Dx’ + ... 
Da nun 


sin 

x =tangy= — 

iſt; fo iſt nach (W.) 

Dx = cosy Dsiny — siny Dcos y 
cosy? 


Nach (9.) und (10.) ift aber 
iny=y- + I, ee 


y* 
cy=1-5 + le 


woraus fogleid) 


Dinys1- +4 - . =c0y 


— N SE 
Deosy= +75 - TE Da siny, 


Alfo 
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! 





Dr — 083? +siny _ 1° 
0 608y? — cosy? 
Da nun 
ER y- 1 
sin y = u cosy? * je — ir 
iſt; fo iſt 
Dor=1+x. 
Endlich it nach (24.) 
Dx.DArctaugx =1. 
Folglich | 
DArctangx = =1-n4rtg4n — .... 
und demnach: 


1 — x 4x— x’ +1? — .. AꝓB +80? +4Dr’ +. . 
woraus ſogleich: 
B8B=D=F=H=,...=0 
A=1,C=—4, E=21, G=—Y, .... 
Alfo 


Arctangx = x — 3x? 4 ad — 4x7 + 129 — on... 


Ueberhaupt it, für jedes ganze pofitive oder negative n; 


Arctannx=enn + x — I + Ki 4... 
Wir wollen nun auch die Convergenz und Divergenz der Weihe 
Arctangx=xi1 — 4x? + Axt — In a It — ....} | 


näher unterfuchen. Nehmen wir bloß auf die abfoluten Werthe 
der Eovefficienten Ruͤckſicht, fo iſt en der Reihen. 21.) . 


alfo 
1 
An+i 2n +1 a 
an re 


woraus man ficht, daß für wachſende m diefer Quotient ſich der 
Einheit immer mehr und mehr nähert, und diefer Gränze, wenn 
man nur n groß genug nimmt, beliebig nahe gebracht werden 
fan. Daher ift unfere Neihe convergent, jenachdem x zivifchen 
den Gränzen — 1 und + 1 enthalten if, oder gußerhalb diefer 
Bränzen liegt (a. a. D.). 

Sir x—=Htl if die ingeſchloſſene Reihe 

=1—- ++4—- r+35— 

und diefe Meihe iſt nad) dem Artikel — der Reihen 
(15.) convergent. Alſo iſt die Reihe 

Arctangx = x — 422 + dad — 4X’ hoc... 
% 


\ 
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convergent oder divergent, jenachem x — —1,xZ +1 iſt, 
oder x-außerhalb der Graͤnzen —1 und + 1 liegt. 

30, Setzt man in der vorher gefundenen Reihe für den 
Bogen durch die Tangente x—=1, welches verſtattet iſt, da, 
wie wir gefehen haben, die Reihe in diefem Falle convergirt, fo 
erhält man: Ä Ä 

op=1l—-4it4-}t4i- dt... 


Aehnliche Reihen wuͤrden ſich leicht mehrere finden laffen. Eine 


merfivärdige Umformung der Reihe für Arctangx f. m. im 
Art. Umformung der Reihen (16.). Setzt man in der Reihe für 
Aresinx, tie verftattet iſt, x—1, fo erhält man eine Reihe für 4m. 


IL Berfällung der Erponential- Größen und 
trigonometrifchen Linien in Factoren. 


31. Wir gehen bei diefer Unterfuchung von. der folgenden 
Summation einiger Reihen aus. 
Es iſt | 
cos(a--f) — cosa cos ß — sina sin 
co(a—P) = cosa cosf + sine sin 
cos ( 44) + cos(a—P) = 2cosa cosf 
cos(a-+f) = 2cosa cosß — cos(a—P). 
Folglich, fr a=nx, P=x:- 
cos(n+1)x = 2cosnz cosx — cos(n—1)x 


und demnah: . 
cosx = cosx 
— cos?x—= — 2cosx cosx + 1 
cos3x — 2 cos2x cos x — cosx 
— cos4x = — 2cos3x cosx + cos?x 
cosäx = 2cosAx cosx — cos3x 


\ u. ſ. f. u. f 
Alſo, wenn man das Aggregat der Größen auf der linfen Seite 
der Gleichheitszeihen = NS feßt: 
S-= cosx — 25Scosx +1 —S, 
woraus man fogleic) erhält: 
S = cosx — cos2x + cos3x — cos Ax + ...=4. 
Nach (10,) ift aber 
Szi= 1i—1+1—-1+1-—... 








x? 
— (1 — 2? + 3° — 4° ++ 5? — +): 
4 

+ (1 — 27% + 3% — 4 + 5+ _ ... 4 
x6 

— (1 — 2° + 36 — 45 + 5° AUT 


+ . ” . oo 7 8 8 8 m 
G 
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woraus augenblicklich folgt: 
1-1 +1 — 1 1 — ..= 
1 — 22 32 42 52 .28 
1 — 22 432 — 44 + 5° _ — 
1 — 256 236 — 4 56 — ... = 

uff u. ſ. f 

Ferner iſt auf ganz aͤhnliche Weiſe: 
sin(@«+f) = sina cosß + cosa sinß 
sin (æ — 4) = sina cosß — cos« sin ß 
sin(@e+ß) + sin(@a—P) = 2sina cosß 


sin(@a+ß) = 2sina cos — sin(a—Pß). 


Folglich, fr a=nx, P=x: 


sin(n-+1)x = 2sinnx cosx — sin(n—1)x, 


und demnad) : 


sinx = sinx 
— sin?x = — 2sinx cosx 
sin3x = 2sin?x cosx — sinx 
— sindx = — 2sin3x cosx + sin 2x 
sin 5x = 2sindx cosx — sin 3x 
u. ſ. f. u. ſ. f. 





937 


Alfo, wenn mir das Yggregat der Größen auf der linken Seit 


der Gleichheitszeichen durch S bezeichnen: 
S = sinx — 2Scosx—S$, _ 
woraus | 


2S’ = — — — 5 tang x 


1+cosx 2cCos4X cos = 
$S = tHtangix. 


Aber nad) (9.) 


= (1-2 +3 -2 4 +45 —...).- 


— — — 43 — 10. )e 
u ze I.723 
PS BER 1 ERS. Tr 0 .ı SEREEE Gi 
- UP 048.) 
JJ a ee Ya er 


und nad) (13.) 


1 
(2? — 1) Bx 
1.2 


— Bxs 


„2 +8 


4tangix = 


Folglich, durch u der — — 


— 
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. 1 
| ">: 
1 — 2 + 3 — 4 + 5 er 0. ûñ, (2?—1)B > 
| (2° 1)B 
i - 33 — 4 ee 
.1—2’+ 3 — 4345 7 
’ z 2 5 
1-24 8 rn... nn 
7 
3 (28ñ - 1)B 
— 2 — ... DE u — — 
1 — 437 * 4 5 2 
u, ſ. f. u. ſ. f. 
32. Setzen wir jet 
sin?x 2x sin 3x sin dx F sin yx 
511x — aa 4 7 A ....— —F * 


fo iſt nad) (9.) | u 
sinyx __ 1 BEER 5. x 
+ vanıı * u Far 420—2 ze 5 














ya-ı 
1 1 1 x3 
= ſi + 0 mut eh 
| 10; 4 1 x5 
ta et 
zz 220-8 ta - ut 
+ . . ’ — * * * ” . . . , 
x 1 x?’ 1 x 1 
* 72* m u — Tr 1.3 © ya Bere 
x 1 x3 x2n—3 1 
= er + u er + — .. — en + — 
1 zT yan2 = 41.2. Te u * + 1. .(2n— 3° y? 
x2n—1 x?n-+1 
+ | Sr m ——— + .... 
I Tan" Fran *rV 


d. i. nach (31.) 
| sin sın yx 
— yin-ı 
4 x3 1 x2n—3 
—— 
— y?2n—2 1.2.3” za — | J..(2n—3) 
u x2n—1 











— 
——— 


33. Sebt man in — tigung —x für x; fo er⸗ 
haͤlt man, weil 
sin(a— x) = sinx 
sin (2n — 2x) = — sin?x 
sin I3r—3ı) =  -sindx 
sin (An —4s) = — sin4x 


u. ſ. f. u. f 


’ 





En 
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iſt: | | | 


* sin?x  sin3« _ sin 4x sin yx 
nzt a Fam Fan + + = 


1 


— — 
y’n—2 





= (n—xı)E+ 


‚ (mn — x)? 1 
Kader vr Wa 


* — 
\ (n—x)$ 1 ‚ 


13°: 


- y?n—6 





es wenn; . 
1..(2n-1) 
Denft man ſich die Potenzen des Binomiumsd ru — x entwicelt; 
fo fällt fogleicy in die Augen, daß 
— =atrAx+A,ı? + AR +... + Arn-ızda- 
it. Fuͤr x = 0 iſt offenbar IE = 0, Ufo a=0. Folglich 
sin 


zei — A,x + A,x? + A,x? + ..... + Aꝛn- i x⸗n⸗i 
Ferner iſt 





sin yx sin?x | sin3x , sindx 
1 sin2yx sin ?x sin dx sin x 
22n—2 z y?n—ı * 22n—2 + 2. 4?:n2—2 r3 F 62-2 IH 


woraus fogleic) 


sin yx 1 sin2yx _ sin yx 
—— * 22n—2 yını — < + ya 


folgt, Da nun 
zuuyx 


yın-ı = A,x + A,x? 4 A,x® — ... 4 Aꝛn·i z2a—1 


ziin 2yx 


y’a-ı 


it; fo ergiebt fi) aus obiger Gleichung mittelft der in (32,) 
beiviefenen Relation: 





= 2A,x 4 4A,x? + 8A,’ +... 2201 Arm i xꝰn⸗i 





1 1 
a, ft um = PD. 





y2a—2 
1 x3 1 
+ A, male nr 123° "mau 


1 x | 
= 1-0 Ka 


* . ..'*. . * [) » . + 
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J 











+ An-3}1—4}Yx2n-3 = — +5 
2n—3 
+ Ammeafd1)mı 0 5; —— * 
4 A 11 122ö— + BER zu N 
| —— —TA 
woraus augenblicklich: 
I\A,=A,=A, = .. = An = 0 
1 _, a2ı—1 1 
u) =A,. 220-3 =zt+ y2n-2 
" _ A) _, as-1 1 1 
a. ſt = Fi nn 
1) _, —e—-1 1 1 
A; 1-25) = Ag a0 71 — 
— uf 
2—1 1 1 
— —ı = ——.. rn — =+ — 
An tt) = An. Statt 
1 


An-ı!1—?2} — — An—ı = + 1 an P 


Der Coefficient A-a iſt = 8, und bedarf alfo einer befondern 
Deflimmung. 
Da nun allgemein 


1 1 1 1 1 
tz tz ta 
1 1 A 1 
1 1 Me 
22 op + = u yau 
iſt; fo ift we ; ’ 


1 1 1 1 23. 
145 35 Fan ut 


woraus fogleich: 
| u 


> 
N 
M 


1 1 * 
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J 1 
5 
1 


a 
de 4 nn 


Denkt man fich in dem Obigen die Potenzen von x — 7 wirk⸗ 
ih entwickelt ſo erhellet augenblicklich, daß der Coefficient von 
> u © d. i. An, 





1 2n —1 ne 
- II a 1 tTET at 
ift. en find nun alle Eoefficienten beftimmt, und es ift: 
sin yx 
yan-ı 
x 1 x’ x’ 1 EEE 
I17ma7 1.2.3 zus + 1. T...52 a et y? 
x?n—2 1 _ x?n—1 
I art -@n—1) 1 
oder 
sin yx 
ya 
x 1 x’ x> 1 i xn—1 4 
= 7:7 1.2. ste *7 — 2 na — .(2n-1)“ y? 
x20 x— x2n41 


— — — — 
SITa Tr. arn? 


Daß die erfte Gleihung nur für n >41, die zweite nur für 
n oO gilt, fälle in die Augen, 


34. Fuͤr x — 7 iſt offenbar 





sin yx = 
zZ yan-ı 0. 
Folglich fuͤr is n 0: 
1 nn? 1 _  n?n-2 1 
0= mn 1 7 .3 re 7 1:58 — — +7..(20-1) 5 
_ .. nn?“ 


SE Farm’ 


welches eine der wichtigften und merkwuͤrdigſten cyklometriſchen 
Gleichungen iſt. 


35, Setzt man in diefer Gfeichung nad) und nad) n —=1, 
2; 3, 4 222262/ und dividirt durch nı?, n*, nı°, Wiener fo 
erhält man: | 

— 

1.2.3 

1 2 

y?:'1. — 1.23+71..3 


0= nr 2 — 
A 


* 


ET 1 41 


1 
Be 5 EEE 1, X SB SE 
0=n Ey — A ra gehe 
! / 4 
+ 1.9 
uff Ä ae 


Vergleicht man diefe Gleihungen mit den im rt. Bernoulliſche 
Zahlen (5.) im diefen Zufägen bewiefenen Relationen der Ber: 


noullifchen Zahlen: 
1 

















2B 1 
0= 7377173 
B 28 4 2 
23.B 
0=74"17123r7173 
5 3 " 1 
_28B 2.B 1 BB 1 3 
Ze De er ee 
B SB A 2BAi 3 1 4 
27,B j i 
ats trat ———— 
u. ſ. f. u. ſ. f. 
ſo ergiebt ſich augenblicklich: 
1 1 
1.2’ “y 1.2 
3 : 
23,.B _1 83.n‘°B 
—15_— = z_— s 
E 23 = 7.0 57 1...4 
\ 5 
| sl B „1 _ Un 
y% 74,0. yo 1...6 
h | 
1 27 ,B 1 27 .8 B 
FL 1, — 
25 1 ... 8.’ y® 1 rl .$8 
uff. u. ſ. f. 
d. i. allgemein: 
| 1 1 1 1 gen-1,n2aB 
n-1,7?n 
Iaetatatrnt San 


die Summenformel für die geraden reciprofen Potenzen. 


36. Da 
1 _1 


1 1 1 1 
m antrantuntnte 
ift; fo iſt nach (35.) 


% 
5 
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u I ———— 
er A ie an 





1 1 1 1 
Az — 





1 1 1 1 
1.6 tretretet 





8 1 ME 1 
1.8 trete 
uff | u. ſ. f. 


nn 1 


1 1 1 
azantmtatmte 


2; 


1 Pr, 1 1 
1 te 


1 ER. 1,14 
tt tn + 


fo ft 


1 1 


1 1 ‚ 
Itatatrmtre =. —-5=3 . 


> ke 
Alfo nad) (35.) und (36.) 


2n—t 
— (an — 1)B n?n 
— 1.2.3...212 
d. i. 


1 
(4—1)B n? 


1 1 1 
i2 7 ı!ıgtratn tt 


3 
(42 —1)B n* 


41 1 
4 


5 
(4 —1)B n® 1 


1.1 
I, 7 


7 
(4? —1)B n® 


1 1 1 
I 31 55 5 4 


——A | u. ſ. f. 
38. In (33.) haben wir geſehen, daß 
1 _ 22n—ı__ 1 — 


iſt. Folglich iſt nad) (35.): 
1 (2?n—1_ 1) nn B 
ua ER 


— 


— 





— u? 
y⸗· n 


dt. 





. + y . | f 
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| or 
(2—1)n?B _ BAR BR 
ir re 
(2? —1)n?B _ TE 
Ti Al gıııat 
—N)nsB _ 4.4: 4 
1....6 =1 »t% „+ 
(27 —1)n®B ı1ı 01 
— 1 5455 + 
u. ſ. f. u. ſ. f. 


Wir werden nachher auf die Summation noch einiger Reihen die— 
fer Art zuruͤckkommen. 
39, Entivicfelt man das Product 
Y=(1 ee .. 
durch wirkliche Multiplication feiner Factoren in eine — ſo 
wird man offenbar eine Reihe von der Form 
Y=A + Bx + Cx? + Dx⸗ + Ext £ ... 
erhalten. Dezeichnen wir nun bier der Kürze wegen die deri⸗ 
virte er irgend einer BUDEHIDR y überhaupt bloß durch y’; 


fo ift ( 


Setzt man 
= HH — +x). 
=A, + B,x + C,x? + D,x? + But hen 
fo findet zwiſchen Q, ®& und V folgende Relation ſtatt: 
j Y=(1+ox)Q +.«aQ. 


Y=B + 2Cx + 3Dx: + 4ExX° +. 


Da nämlid) 

+. Y= (1+aex)Q 

iſt; ſ ft Y—0= e.Qx ; 
d. i. 


A—A, + (B-B,)x + (C—C,)x® + (D-D,)® +. 
‚= aA,x + .aB,x? + «aC,x’ + «aD,x* + .... 
; woraus 
“ A—A,=0, B—B,=eA,, C—C,=aB,, D—-D,=«C,, ... 
Aber 
Y—-0Q0=B-B,+2(C—C,)x+3(D—-D,)x’+4(E—E,)s’-+.. 
= aA, + 20B x + 3aC,x + AD,x’ +... 
und 
eQ = aA, «++ aB,x + 4C, x? + 4D, xꝰ +... 
el’x — aB,x + 2aC,x? + 3aD,x3? + .... 
Qa + eQ’x = aA, + 2aB,x + 3eC,x? + 4aD,x® + 





— —— 


* 
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Folglich 
- 2 4 age Y=(irar)Q’ +00. 
Segen wir nun | 
* E 4 ax) (I 4) AHrR = V 


(I Ax)(IVX) HER 1... me Q \ 

UHmd+Rdite) ..—=Q 

ci 4 ox) (i 4 x) AH... = Q. 

+) AHA). Q 0. 
uff uf f. 


und bezeichnen immer die derivirten Functionen Wie vorher; fo ift 
Y =(1+ax)Q' +.0Q 
Q = (1+Bx)Q, + BQı 
Q,=(1+n)Q; + Yr0: 
Q,= (1+3:)Q', + 9Q, 
Q,=(1r&x)Q, + 2Q, 


u, f. f. uf. f. 
— wie hieraus durch ſucceſſive Subſtitution augenblicklich 
olgt: 
Y= «0 
+ (1+ax)PQ, 


+ (1+ax)(1+Px)yQ, 
+ (l+ax)(1+Ax)(1 + yX) 00, 
+ (1+ax)(1 + Pr) (IX) ¶ + öK)eQ, 
. ee Ve Ge ee er 4 4 
Aber | 
y' 
Q Tex 


Q, =E> EHER RUN 
(1 +ax)(1.+ fx) 


| Y 
G = drmurmGHR) 
Y 
Q; 


uf. f. uff 
Folglich 
— BY Y 
“ er *755 1+ px * — * Eur rer a 
air hart tr art -.. 
y)trr—ßx 4 At pi PirRt — un. 
ya yet yet yirt—en 
+ I iX din iR Rt 
ur f. u. ſ. f. 
Supplem. zu Kluͤgels Woͤrterb. J. Mm 


\ 


4 
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= VIS— —.xSa? + x750? — x?50? + x'5a® 23 


| a a B + 20x 4 3Dx? + 4Ex? + SFr + u... 
=[A-+Bxr+ 0x? +Dxr’+...)[Sa—xSe? + 22Sct—x’Sat h...} 
Multiplicirt man, und: -fegt die Coefficienten auf beiden Seiten 
gleih; fo erhält man, weil offenbar A=1 ift, folgende Gleis 
ungen: Ä 

0= B— Sa 
0—= 2C — BSa + Sa? 
0 = 3D — CSa + BSa? — Sa? 
0 = 4E — D$S« + CSa? — BSa? + Sat 
0 — 5F — ESa + DSa? — CSo? + BSa* — Sa® 
ut f , ‚uff 
40, Sey nun 


Yo (1 +7 )(ı 4 )6 4 2 as 


fo ift nach (39.), wenn wir 
Y=1+ Bx + Cx? + Dx’ + Ex? + .... 


ſetzen: 
0—= —J 
1 1 
0m 20 BI + en 
1 1 1 
05 8D CZ; + Bözz — Er 
BR 1 1 1 1 
0 =4E — DZ; + 87 — BZ; + Ss, 
u, ſ. f. u. ſ. f. 
oder A 
| 0= EL —B 
7 
1 1 
1 1 1 
om _ BE + Gr; —3D, | 
Er ‚1 1 1 
Im BE Terre 
uU. I. fı . u. ſ. f. 


Vergleicht man dieſe Gleichungen mit den aus (34.) ſich e 
benden Öleihungen: u (3%) ſich erge- 


1 n? 
03257753 
ae I ED 
—— 1.2.3 „17.3 
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ii ' n Ans ' 
ht zu vr 77 —— 
1 ? ne. 
Menue uk ve TE Saf LIn ok a ver 
u. ſ. f. uff 
fo ergiebt ſich — 


Bau 0=; , De, 
Alſo 





und, wenn man * ſtatt x ſchreibt: 
ee 
ee ERARRE: 4 rt re 


41. Bezeichnet, wie gewöhnlich, e die Baſis der natuͤrli⸗ 
—9 Fogarithmen ; fo ergiebt fid) aus den befannten Reihen ſo⸗ 





Bi — e* 
2 a - —— 


Es iſt alſo nach (40.) 
> 3 (43 tr) +8) (4) e 
leere). 


Kerner ift 








(e?x — e=-2x):2 
(ex — 0e-<):2 


(12) (1+ 22) (1422) (ı Ha) 
sen ——— — ta) * 
Alfo re SEHE DE 


— je +). N 
M 


m 2 


ex )e- = 
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42. Mittelſt der im! (17.) beiviefenen Formeln — ſich 
hieraus leicht die Zerlegung von sin ꝙ und cosp in Factoren. 
Es ift nämlich 


eip — e-ip 
sinp= 





run ’ 

. 4. h-s\hı _Te\hı -_2e\ı _ 8% 
=;ie(! 90 Anı -)(' 2.) ! 35) ws 
_ farm — gyg\ (Ann — oep\ (Ir —yPp 16ar—gp\, 
— Aan Aın Yan 16ır 


EEE. 























| = (1 (1-27 6 - zer) (1- ia) 48 
(ee) (© en) (em Et) = 
INNEN) 
LH 
en man 9; fo erhält man: | 
EEE EEE) 
ee 
und hieraus, wenn man n — m für m feßt: “ 
meer > nn ch 2 .... 
“ mr — m )C“ An =) 6n 
al) )CH a 


Aus der erften RB vier — — ſich: 


weni Art 26 


woraus fir m=n= 
as, 29.4. 


welches der von Satii⸗ gefundene Ansdrud * den vierten 
Theil der Peripherie iſt. 






































— "ae. 
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Ferner ergiebt ſich aus den obigen Formeln leicht: 
mr m f?2n — m\ /2n + An— m\ /4n-+- m 
an, "am „(== +ın ) (=32) 6* =) (5m 
n m 1(2n—m) 3(2n+m) 3(4n—m) 


2'n—m'’2(n+m) "2 (30 — m) 4 (3n + m) — 


EREEDER- 


rn n—m 1(n-+m) 3(3n—m) ‚3@u+m) - 
2’ m '2(2n—m)' 2(2n + m) — 


Aehnliche Ausdruͤcke wuͤrden ſich auch fuͤr die Setante u und Coſe⸗ 
kante leicht aus dem Obigen ableiten laſſen. | 


Setzt man x für m; fo ergiebt ſich leicht: 

mn 
EEE 
.„ mn 
Ze =@5)es)es)e).- 


= EICH ENE- 
(EEE ER 
» Nach (42.) iſt 
loguaı 5? = = logn (1 5)+ logn (1 3) +}ogn (1-7) 
| + logn (1 7) N 


x? j x6 x8 | 
— — — — ——— er — 4. — — *.. 







































































x? — — xs x® 
- mu. nt an J — — 
x? x® x 
mn Kan % Sm = Eu 
x? x® 


ä’n2 — 1.0 — $* — —Hÿa —*. 


ee 
PR PIE Fr een Be 
BEE a PR. Re zen Zu 
- Haltgctzct + en 
fe} 


De 


| woraus nach (35. ” 


rt & 
4 sinx 2B x — 2>B u 
| u ; * — 5 2 t TA 


Huf aͤhnliche Art iM: 
Igor (1-5) +logn (1. 5)* +logn 3) 


+ Iogn (1— 5) A .... 


Ax 42x4 4356 43x38 
‚ zu. — — er ne Ar Gh — — 22 
Ax? 42 x4 43x6 “44x09 
zT zz 
4x? 4?x% Aixi 44x08 
2 NT Bam m” } TI ZT PT el 


4x? 43x* 2x6. 4x8 
Tan I ea 


ee - Sfegttite ei 
m lieber ' 
liter u 
il tat . u 


m. * WETTE he 
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d.i. vach (37.) 


_4 4—1)B x? 42 —1)B xt 
De ee ee — TAT 
SE „P@—nn x⸗ 
1.6 2 
= 4:4 _1)B x® 
1:88 


2 ww—nB x!0 
4.10 2 





* “ . 


Meitere — auf die Berechnun — 800 arithmen ſ. 
Hl. 1. ©. 635. ff. Bu U E) 


44, Setzt mal in (42.) p=-=nx; fo wird 


— 
(EEE) - 
+ —A 
= Ion (*7*) x logn(*+*) + ton ("7 + nr 
logn eos ax = togn (17°) + togn (14) F 
| Jon (25°) 410g (? 7): +. 


woraus, wenn man bifferentürt: 
ncosnx 1 1 1 1 1 1 





























lognsinnx = lognnx + Ion" 























I. BERTE 








sinnx uhr ut ver Sk er er — 3—x 
nsinnx _ 1 Er — 1 — 
2 cosnx 1-2 i+2' 32% -% —— .... 
und, wenn man in er. — 4x für x feßt: 
nı sin drrx 2 2 2 
cos x — — 3+x'15_— mn 
cosnX, 
Addirt man dies zu der Reihe für regel); wird 
1 1 1 1.4 1 1 J 
a a TEE ——— 9°“ 
ncosnx , aY1—cosnx 1 Cosnx nt —cosnx)_ re . 


+ 


— sinnx : sin sıx sin ıx — sinnx 
nz Yırcosnx } 





) 
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Folglich, wenn man — für x ſetzt; 
j — cosecX = 
= 38 WER I, 1 1 

x n—x ats Snatiatz 3n—ı Satx — 
oder, ZE— x für x geſetzt: 


— 


— — seex * 


cos x 
49 2 2 2 24 
Tata hatten 


— 47 _ 4.37 4.57 ____4:7u 
TE Ta a a re tn 
3a 0: 
= rt! 
“ 


2tx2 1 1 1 
miatgente 


rt een ung 


+ 
Nach (15.) aber 


2 4 6 
B BR . B 
secx=B + 1.5” + 1,3% + TER + or, 
wo wegen der Eoefficienten diefer Reihe der Art, Bernoulliſche 
Zahlen (10,) im diefen Zufägen zu vergleichen üfy Alfo u 


B 
1-4 tt t = 


z 
11014 — _=®B 
atpmtenign 
, 4 
pre te Scan 
Ltd, * 
A B 
I!- St 7 te, = 1....6,28 
u. ſ. f. u. ſ. f. 


fo daß ſich alfo 
ſummiren laſſen. 
45. M. f. über die hier hawieſenen Formeln meine Mathe- 
„matischen Abhandlungen, Erste AR on. 182. 
S. W— 64., wo die hier mitgeteilten Beweiſe zuerft gegeben 


biefe Reihen mittelft der Sefanten » Coefficienten 
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worden ſind. Außerdem vergleiche man eine Abhandlung von 
LHuilier in den Mém. de Berlin, 1788. 1789. p. 326.: 
Sur la döcomposition ‚en facteurs de la somme et de la 
difference de deux puissances A exposans quelconques de 
la base des — hyperboliques; dans le but de 
degager cette decomposition de toute id&e de l’infini. Auch 
L’Huilier Prineipiorum calculi differentialis et integralis 
expositio elementaris. Tub. 1795. Cap. —— 119. La- 
croix Traite du calcul diff. et du calcul int. T. IH. Ed. 2. 
Paris. 1819. p. 439. Bartels Disquisitiones quatuor ad 
Theoriam functionum analyticarım pertinentes. Dorpati. 
1822. 4. ( Disquisitio prima). Cauchy Cours d’Analyse 
de l’e&cole royale polytechnique. . Ir® Partie. Paris. 1821, 
p- 561. Alle diefe Schriftfteller bedienen fich bei ihren Beweiſen 
der Methode der Gränzen, und die Beweiſe flimmen mehr -oder 
iveniger mit einander überein. Die Zerfällung von sing und 
cosp bat Johann Bernoulli gefunden (Opp. T. IV. 
Nr. 152.). M. f. aud) eine Abhandlung von Euler de sum- 
mis serierum reciprocarum. Comm. Petrop. T. VI. 1734—35, 
p- 124. Introd. in Anal. inf. T. I. Cap. IX. $. 155. Cap. XL 
Kaͤſtners Anal, des Unendl. 3 Afl. ©. 364, Kluͤgels analyt. 
Zrig. ©. 130. 


46. Nach (13.) iſt, 


ı 3 5 
(??—1)Bx , (2?--1)Bx? , (25 — 1) Re⸗ 
a I tt 
3 * 
(M—NBr | (2 —1)Bx® | (2° —1)Bx5 


gie * 





1 3 5 
: 2—1)Bxr , (A—N)Be | (2°—1)Rxs 
gang = le 1 Jer one Saar * 
1 3 6 
\._(@2—4)Br , (!—1)Bx? 2 1)Bxs 
tan + 7.04 + gig tr 
u. ſ. f. u. ſ. f. 


Folglich, wenn man addirt: 
Jtang 4x + $tangix + ttangix + „„tang It +»... 
7 


1 3 $ 
_2Bx , 2*Bx® , 25Bx® |, 2° Br’ 
— 1.2 — — Sr Per Bee 


d. i. nad) (12,) | 
cotx = — Htangjx — dtangiz — Htangie — ... = 
und, folglich, wenn man mit 9x auf beiden Seiten multiplicirt: 


cosx dx Ox sin ixokx sinixOx  sintxox \ 
ET TEE — — — — — u . 
sinx x 2cos}x 4cos4x Bcos+x . 
I 
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eit_.e-ix im 


d. i. nad) (17.) 


. ix 
itang; = — 


x 
tangı= Tr !0 
| j_ x 


Der hier mitgetheilte ſchoͤne Beweis dieſes merkwuͤrdigen Aus- 
drucks iſt von Legendre gegeben in den Elements de Geome- 
trie. Paris. 1817. p. 288. M. vergl, auch Thl. IV. ©. 98. ff. 


48, Ferner fege man 


1 1, 1 — —— 
6) ⸗77 77 * s+2n  x+3n x+4An 
rn. tn 7 x+2n +3n ” x+4u Tre 


— + art, fe) + et 
#2 41 — f(x) — zf(ix+n) = 0 
41—xf(x) — xf(x+n) + »’Ela),f n) = x?f(x).f(x+n) 
1— f(x) — (1—zf(a)}.xf(x+ n) x?f(x).f(x+n) 
af) [Ist + m) = xE@).flc+n) 


1) = x?f(x).f(x+n) 





1—ıf(x+n) 

1. ar, x2f(x-+-n) 

fa) * = 1 _sfis+n) 
2? x? 


= 








1 1 
et tg er 
d, d,, wenn wir _ i . 

er, 


fegen: 


x? 
FOR V— 


u (x4 n)? 

a Bei ve een) 
ano _&+2n)? 
Far) = Fear N) 
= (x + 3n)2 
ET u+f(x+ 4n) 


eh — 


Sylinde. . 557 

wörand augenblicklich: 2 re \ 

| * | | 4 

A — u (x + n)8 3 
er I BE TEE 2 on u 
et 9 
f(x)” 42* x n 
x+ (x) X + arme 


3 n + — } 


f(x) = 


Zirn=2 und x=1 wird — 
i ei (30) 


Alſo 
ik 
——— 
———— 25 / 
2+—, 
| ty, 
+. 


ein von Ford Broun ker zuerft gefündener Ausdruck. Den obi« 
gen Beweis defielben habe ich zuerft in den angefiihrten Mathe- 
matischen Abhandlungen (Altona, 1822,) S, 134. 135, ges 
geben. - Ei 2 


Bemerkungen. Über eine Art von Functionen, welche ähnliche 
Eigenfhaften haben wie der Sinus und Cofinus, von L. Olis 
vier in-Crelles Journal d. r. u. a. M. B. Il. S. 243. 


Cyklotechnie. _ Eonftructionen, durch -welche eine dem 
ganzen Umfange oder auch einem Theile deffelben fehr.nahe gleich 
kommende gerade Linie gefunden werden kann f.;m.. im Art. 
Quadratur (55b.). Den größten Theil der in gegenwärtigen 
Artikel gegebenen Formeln zur annähernden Berechnung des Kreis 
ſes, die ſich auf die Zerlegung eines. Bogens , deſſen Verhaͤltniß 
zur ganzen Peripherie rational iſt, in andere Bogen, deren tri— 
gonometriſche Taͤngenten rational find, gründen, babe ich in 
der Abhandlung: Ueber einige Formeln zur leichten Berechnung 
des .Kreifes .( Mathematische Abhandlungen. Altona. 1822, ) 
aus einem ſehr allgemeinen, urfpränglih. von J. F. Pfaff 
gefundenen Satze abgeleitet. | 
Zur Geſchichte der CHflometrie und Cyklotechnie gehört vor« 
zuͤglich auch Montucla, Histoire des, recherches sur la 
quadratüre du cercle, wovon fürzlich eine neue Ausgabe erſchie— 
nen ift, a — 


Cylinder. Wir wollen in dieſem Artikel, als Ergaͤnzung 
zu dem gleichnamigen Artikel im erſten Theile, die Oberflaͤche 
eines ſchiefen Cylinders mit kreisfoͤrmiger Grundflaͤche durch eine 
unendliche Reihe auszudruͤcken ſuchen, indem wir bei der Ent⸗ 


J 


958 Eylinder. 


wickelung dieſer Reihe ſo verfahren, daß wir die Anwendung der 
allgemeinen Principien des hoͤhern Calculs vermeiden, welches 
deshalb als zweckmaͤßig erſcheint, weil der ſchiefe Cylinder mit 
freisförmiger Grundfläche ein der elementaren Geometrie angehoͤ⸗ 
render Körper iſt. 


1. In Fig. 18. fey CC die Are eines beliebigen fchiefen 
‚Eylinderd mit freisförmiger Bafıs, und CC, fey die Höhe def- 
felben, fo daß alfo die durd die Axe und Höhe gelegte Ebene 
ABA'B' auf den parallelen Grundflächen des Eylinders ſenkrecht 
iſt. Serner fei ACE=« ein beliebiger Winkel und durch E au den 
Umfang der untern Grundfläche die Beruͤhrende ET gezogen, welche 
den verlängerten, durch C, gehenden, Diameter AB in T ſchneide. 
Zieht man nun ‚durdy C, in ber Ebene der untern Grundfläche 
eine dem Radius CE parallele Linie C, E,, und legt durd) CC, 
und C,E, eine Ebene, welche die obere Grundflähe in CE 
ſchneidet, fo find die Linien CE und C,E,, ald Durchſchnitte 
paͤralleler Ebenen mit-einer dritten Ebene, einander parallel. Aber 

auch. CE und C,E, find nad) der, Conſtruction einander paral⸗ 

lel. Sogn find auch CE und. CE einander parallel, und dag 
VBieret CECE iſt alfo, weil CE und CE aud) einander gleich 
find, ein Parallelogramm, fo daß folglid) EE nad) der befanus 
ten Definition des Cylinders in. deffen Dberfläcye liegt. Auch 
iſt aus dem Vorhergehenden klar, daß die Mintel ACE, A'CE 
einander gleich. find, und daß folglich, wenn man durch E in 
der Ebene der obern- Grundfläche an deren Umfang eine Beruͤh⸗ 
rende zöge, bdiefelbe der durch E am ben Umfang der untern 
Grundfläche gezögenen Berährenden offenbar parallel feyn würde. 
Enplich laͤßt ſich auch noch zeigen, daß, wenn man EE, zieht, 
diefe Finie auf den beiden durd) E und E gezogenen einander 
parallelen Berührenden fenfrecht ift, und daher deren Entfernung 
von einander beſtimmt. Zieht man nämlich nody CE, , ſo iſt, 
‚weil CC, auf der Ebene der untern Grundfläche, und der Ra⸗ 
dius CE, alfo aud) die ihm parallele C, E,, auf der Beruͤh⸗ 
renden ET ſenkrecht if, nach Elem. XI. 11. auch CE, auf 
ET fenfrecht, und ET tft folglid) auf den beiden Linien CE, 
CE, in der Ebene CEC;,E,, alfo auf diefer "Ebene felbft, 

folglid) auch auf BEE, ſenkrecht, wie behauptet wurde 

Sehen ‚wir nun die Linie. CC,, welde man füglid) die 
Ercentricität des fchiefen Eylinders nennen könnte, —=e, bie 
Ah CC, =h, den Radius der beiden Grundflähen = 3 
= u, *— | | 


d. i. 


alſo 


CT:ET= CC, :EE, » 


4 . ; 


eseca:gtange = e:EE, ; 


+ tange 


«ı EE, = 0 


= etanga cosa == psina ; 





“I Beca 
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wie auch leicht erhellet, wenn man fich durch C, eine Varel 
mit E,E gezogen denkt. Aber 
EE? = EE -EE = CC"—EE? = CC?’ + CC} —EE; —* 
d. i. 
EE? = h?.pe?—e? sina? — h? +er cosa? , | 
oder auch, wenn man der Kürze wegen h? + e? = a? feet: Ä 
EE? = a?’ —e?sino?, EE, = YTa?—e? sina? . 


2. Man rechne jegt alle Stüde der Eylinderfläche, welche, 
wie dad. Stüf AA’EE, von jivei parallelen geraden Linien, wie 
AA’ und EE', begraͤnzt werden, von der Linie AA’ an, und 
feße das dem Winkel ACE —= a entfprechende Stuͤck AA'’EF —S, 
Den Winfel @ oder den entfprechendeu Bogen AE venfe man | 
fih in 2n gleiche Theile getheilt,' deren jeder = p Ak ‚ und ziehe 
durch) die Endpunfte der Bogen 

@;, 3p» Sp, 79, . . (2n—1)p 

Beruͤhrende, fo ift flar, daß * wenn in der obern Grund» 
fläche des Cylinders eine "ganz ähnliche Conftruction gemacht 
wird, um das Stüd S der Eylinderfläche eine Reihe von Pa- 
rallelogrammen befchreiben kann, die alle gleiche Grundlinien 
haben, und zufanmen ein Stuͤck einer um die Cylinderflaͤche 
befchriebenen prismatifhen Fläche bilden, Die Anzahl diefer 
BD ift offenbar = n. Bezeichnet man ferner der 
ürze * die Sinus der Winkel oder Bogen 9, 39, 50, 79, ... 
(2n—1)9 refpective bloß durch 8,, 8,, Sg7 877 or Sn-ı) | 
fo find nady (1.) die Höhen der in Rede ſichenden Parallelo⸗ 
gramme — der ihr: 

Ya?’—e?s ‚Ya?—e:s2 , Ya?-.e? s, yo. Ya? ee? sı.n-ı . 
Die gemeinfnftlice Grundlinie aller Parallelogramme fey x, 
der Flächenraum der ganzen um 2 Cylinderſtuͤck S befchriebes 
nen prismatifchen Flaͤche = X; fo ift 
X=x{Ya?-e?s, 2 +Ya?-e?sz. 32 +Ya?-e?s2+..+Ya?-e 8?2n—1}- 
Seßen wir alfo überhaupt 

Ye—ez?=A+ Ara + re + An + Ars $ our. 5 
fo wird 

= = nA+A 15,2? +3,?2#5,?2 +5,24... 4+ 8’2n-1} 

Als Hehe eh ) 

HAlshn ch 4° Pi sn) 


ra (+3,24, Pen S’zner} 
+ . . u * * 2 .>-—®© ..'®. [2 [2 ® 


oder der Kürze IDrgen 
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J 3 j * 
* nat Az th Ast AZsdzn-t+ Ash + +... 


d. i. nach der — eingefuͤhrten ———— 
En nA + Aria np]? +izldat he)‘ 


+ Az sin (?n —1)9}® 
+ AZ{sin(2a—1)gp}® 
.. Ge 


Bejeichnen wir nun, wie im Artikel Binomiſcher Lehrſatz i. d 


3) den nten Binomial- Coefficienten der * Potenz durch :B; 
ſo if nach dem Artikel Goniometrie. VII. 


2iu—1(-1)8 (sin 9)? = eos 2xp — 2«B * (2#-2)p+ 3 cö$ N 4)y9—.. 
| .4 %B ann 00 2p +4 B (1). 
22-1 (-1)* (sin 39)?* = cos —— * cos 3(2x-2) —* cos 3 Km -. 
+ 2B *— )ceos (3.29) +4 2:B (17 
22x—1(-1)* (sin 5p)2* = cos (9.229) - 2«B 005 5(2x-2)9 + —* cos 5(2x-4)p-... 
. 4 EB Demi cos (5.29) 4 HB (1). 


\ i 
‚220-1 (- 1) *(sin (2n-1) 9)%*= cos (2n-1) 2x9 — 2B cos (?2n-1)(2x-2)p +... 
x —i x 
4 BB (rei c0s(2n ) 2p + 4>B (— 1)# 


Alfo 
Zum - 1) * =(sin (Zn _ 1)gp) = * c08 (2n—1) 2x9 
Bꝛebꝛ (n — 1) 9 
4 —E cos (2n — 1) (2x — s 9 
. 8 ın Per‘ 


+ 2B a 1)»—1 Zcos (2n —1)2p 
+ ZB 1); 
indem nämlich die Summen it Bezug aufn genommten werden. 


| Unter der Vorausfeßung, daß 2np, wie groß man aud) n 
annehmen mag, doc) ſtets den conſtauten Wereh & hat, wollen 
wir jeßt die Summe I cos(2n—1)p etivag näher betrachten. 
Nach der bekannten cyklometriſchen Weihe, durch weldye cosx 
* nad den Potenzen von x entwicelt wird, ift: 
2 44 6, 8 
cop=1— + > — —— 4 men. > 


/ 
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—— 1..6 Ep — 
| 6 > 6 . (5p)® (Sp)? 
a .5 


4 6 
cos (2n-1)p=1- nn „eat Dog _ (@ne1)g) „(@n-n gie 





1..6 1..8 
— 00. 
alſo 
zoo mNp=n- zit+ 44T +. +) 
+ rare. + an: } | 
a +36 25°.1.76.2. + ne 
e Eee + ann} 


oder 
p? ‚ p* 
Zcos(n—IN)p=n — 77-1) +73: @n-1)* 


Ean-1 _... 





— —— 


Nach dem Binomiſchen Lehrſatze fuͤr poſitive ganze Erponen. 
ten ift nun befanntlidy, wenn wir get der Kuͤrze wegen die 
Binomial-Coefficienten bloß durch A, c „D, ... bezeichnen: 


(n 9) A = An* + Bn*—1 4 Cn=-2 ... 4 Pn+0Q; 


folglid) 


Qui 1x — A.1r + B.12-1+C.1°72+...+P.1+Q 
Seht — 2uhl = A.2# + B. 22-40. 22-2 ... 4P. 240 | 

Ach — ch = A. g* + B.3°1 4 C.3#-2.4...+P.3+0Q 
(ale net = == x n® +B. wo. nt... +P. n-+-Q 
alfo 

(an + 1)*H—1 = AZn* + BEn*-1 +... + Pn+Qn, 
oder, weil nad) dem Binomifchen Echrfage befanntih A= x +1 
it: 


(« +1) ZnX = (n+1)H — 1— Bine — ... — Pin — Qn. 
Mittelft diefer allgemeinen Relation, perbunben mit der aus den 
‚ erften Elementen der allgemeinen Arithmetik bekannten Summe 

Zn=y;n’+y5n, 
findet man nad) und nad) für In ra einen Ausdrud | 
von folgender Form: 

Supplem, zu Klügeld Woͤrterb. J. \ Nu 
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Znr= nette, n⸗46, —R nx⸗4.. ‚+ 0-1 n? +c u; 
wo es auf die befondern Werthe der dur) 


e — c,; — — Cr . 
— Coefficienten jetzt weiter nicht ankommt. Bloß die 
Sorm obiger Summe und ihr erſtes Glied iſt fuͤr das Folgende 


von Wichtigkeit. 
Setzen wir 
Ss = 1* + 2# + 3 +47 + 5° 4... + (2n)* ; 


N 


/ 
‚fo iſt 

e — —— 

— . + (Zn)« 
1x + 3# + 5% + 7% —F — 
—35*. ‚+ m) 

ne S= E(fn —1)% + % In ; 
alfo 


Z(2n —1)* = S— % Ins . / 

Denkt man ſich nun für S und In* die vorher ihrer Form nad 
beftimmten Ausdrüce gefeßt, fo erhält man für S(2n—1)* 
leicht einen Ausdruck von folgender Form: 


2*412* 


—— — — , nx +, ne⸗i 44 ‚+ Cent Can, 





“oder 





x x x x # 
Z(2n—1)*= — +C,n+CG,n!+..+ Ca-ı n’+C,n, 
wo es wieder auf. die befondern Werthe der durch 
| C,, C,, J ex 
bezeichneten Coefficienten jeßt weiter nicht anfommt. 


Kehren wir nun wieder zu dem Obigen zuruͤck, ſo wird: 
Zcos(?n—I)y= n 


Hz rl n!+C, a} 
1.2 = 
4 
— | 
— al⸗ n’+6, ns+C,ns+C, reden) 


+ Fa Ber er u one. |. 0.00% 


oder, RN nad) der Vorausfehung — a iſt: 
a zn 


-. 1315 ra) tr h 
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Eee) 


d. i., wenn P, überhaupt eine für P = 0 verſchwindende Function 
von @ bezeichnet: 

a? a* a6 " 
Zen @n—Np=nlt— 4 TER + ..+P, x 
oder, wenn auch Qy eine für ꝙ — O verſchwindende Function 
von 9 bezeichnet: Zu 


a5 a? 


a3 
Zoos 1g= le, 4775 or Qt 
d. i. , 
nf. | 
Zcos(n—I)p = 2 sine + Qt: 


Da np der conftanten Größe @ gleich ift, fo ift Anxp der 
conftanten Größe- x gleich, und folglih, wenn auch Q'z eine 
für g= 0 verfchwindende Function von @ bezeichnet: 








BR) p= 2 fein u + Qr) . 
Bezeichnen alfo jeßt , 
I, I, I, RO, er Qi 


lauter für 9 = 0 verſchwindende Functionen von 9, fo ift nad) 
dem Dbigen: 


220-1 (—— 1)» Z(sin Qn— 1)p)r = 3, | in 2x0 Pr eCH: 


— el sin (2«—2)a + Q,(2) h 





+ —— — «Bit sin («— 4) a + Q,@) h 


4 pe findet Qo0 | 


+ ZaB(—1)* 


. oder, wenn auch II eine für == 0 verſchwindende Function, ' 
von @ bezeichnet: 
\ Ten 2 
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222—1(— 1)" Z(sin(2n —1)y)”* = 


: 1 2 
sin 220 2*B sin (2æ — 2), ?%=Bsin (2x— 4) a 
u 3 da (2x —4) a 








1 x \ +n I. 
x i — xB # 
et 1)e 
Seben wir nun die eingefchloffene Reihe der Kürze wegen — L, 
fo ift | 
et (— 1)* Z(sin(2n — 1)y)?* = nL + nl, , 


und folglich nad) dem Obigen 


2 na — "4 07,0 
22 
+ + 0 
es 
er ur 
44 
+ + 2,0 
TE 


‚wo I” , Ilg® II 59, Dg®, .... fänmtlich gewiſſe unbe- 

ftimmte Sunctionen von @ find, von denen man nur weiß, daß 

fie für 9=0 verfhiwinden. Alfo ift auch, wenn 2, eine eben 

folhe Function von ꝙ bezeichnet: 

| AL, AL AL, AL 

— SH - Fre + 40 }. 

Fuͤr n— » ift aber offenbar X— S, nx ift dem Bogen gmx 
gleich, pP und folglich auch 2, iſt — O. Alfo ift 

AL AL: AL, AL 
sset-Fı- Sr } 
a@ muß immer in Theilen des Radius S 1 ausgedrücdt gedacht 
- werden, Durch diefe Reihe wird alfo der Flächeninhalt des dem 


Winkel @ entfprechenden Stuͤcks der Seitenfläcde des fchiefen 
Cylinders dargeſtellt. Das allgemeine "Glied dieſer Reihe ift 


= „il 1)* Nach dem Obigen iſt : ' 


Ya?—e?z? — At Az2-t Azt y Azs + ..+ Azzu + co... 
gefeßt worden, und nach dem binomifchen Lehrfage iſt 
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—— al 2* — 


— or Bm + 1; 
alſo t A=a und 


etz 
* 
au 7 


folglich dag allgemeine Glied der obigen Reihe 


AutBl—1). 








IBe% * 
— 
| sin 2xa 2«B sin (2x — 2) a 2* sin (2#— 4) « 

IBe?u TE (2x —2)a (2x — 4) u — 

— Raja-ı 22B si 2 25 
+ NZ 

Demnad) ift | . | 

s BL. FRE BL BL... 

* * ar tete Horror ' 
oder | 


Ss 14 e X2 ı2 2 /e\# a f{eN\N®6 
— BLlz) Le) + ) 
| + BL (2) En 
Pill man die Area der ganzen krummen Seitenflaͤche des Eylin- 
ders haben, fo muß man «=? feßen, wodurch man, wenn 
man diefe Slähe SC feßt, leicht erhält: 


* =1—tbB(2) + bb (2) (2) 





| — e X8 
| +!B:B (2) — 
Aber | 
BB _ HE-NE—2...G—rH1) a@—1)...(eHt) 
DET 1.2.3...0.28% " 2. der 


_ MI-HR— Ha 1oH) 2:22 —1)...(x+1) 
* 1.2.3...%.22* : 1.0.8, 


1.3.5.7... (Qu 3 Bed Ph dd ogya 
‚3.,..%.22%.2x (1.2,3...)? 
5 
3 


— 





5.7.. Q—1) 2 (ir —1)...3.2.1 
3...0.20%,2% '1.2.3..8)? (2—1) 


(pm 
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m — pam 
1.2.3...2,22%.2°_ '(1.2.3..%)2 (22—1) 


3 
3.5.7. —1)l2 1° 
8 





j 2 ‚3\? e* .3.5\2 es 

—— 2 EN EL 
a? 2. Ja* 2.4.6 5a® 

j x (a 2: e® 

— \2,4.6.8/ "7a® 


3. Nach Thl. I. ©. 703, wird die Area der Eylinderfläche 
ausgedrüct durd das Product der Are des Eylinders in den 
Umfang eines elliptifchen Schnitts beffelben, anf deffen Ebene 
die Are des Cylinders ſenkrecht iſt. DBezeichnen wir alfo den 
Umfang eines folchen elliptifchen Schnitts durch E, fo iſt, weil‘ 
nad) dem Obigen a offenbar die Are des Cylinders ift, 

„er 2 2 et 1.3.5\2 e® 

a 7 \2v ar \22.8/ at 
(1222 2 es 
2 


=1-—0) 





"E 
2er 
* 4.6.8/ — 
Die große Axe der in Rede ſtehenden Ellipſe iſt, wie aus Thl. I. 
©. 703. fidy leicht ergiebt, — 20, und die kleine Are, wenn e 


den Neigungsmwinfel der Are des Cylinders gegen feine Grund- 
fläche bezeichnet, = 2esine, Aber (f. Fig. 18.) offenbar 


e 
CC, = CC’.cose, e = acose, — = cose? 5 
a 


- and, wenn wir die große und fleine Halbare der Ellipfe durch 


’ 


a und b bezeichnen, 
—ä J # b’ ä a’: — 63*2 
ame, h = esine, sine = 7· 3 


alfo 








e a2.b”? 
| ’ a2 = a2 se 
und folglich, wenn wir der Kürze wegen 
a’? — bh’? 
— — ıc? 
a’? j 
feßen: 
B: 2:0... 1.3\0 0% 11.3.5\2 c$ 
Ran Wut 4) = (23% 2 
= — 2 c® 
2.4.6.8 '7 


mittelft welcher Reihe alfo der Umfang jeder Ellipfe bloß durch 
ihre große und kleine Axe ausgedrückt iſt. | 
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Iſt Q der elliptifche Duadrant, fo ift | 
2Q —_ 112 — 1. 392 c% , /1.3.5\2 c® 
u 65 =) — 6 * 
_ (3 2 c® 
4.6.97 °7 


— he “ .» 8 »* 


4, Eine Ellipfe, deren feine Axe = O ift, geht in ſeine 
gerade Linie über, und der elliptifhe Duadrant iſt in dieſem 
Salle offenbar = a. Geben wir nun b =0, fo wird 


alfo, da Q=a if: | 
2 _ 1. 292 '11.3.5\2 | 
-=1-04-(5 .+- 67% 7 


J e ’ ’ 2 x 8 e 
eine merkwuͤrdige Reihe für —, oder, wenn man durch 2dividirt, für rn : 


Bemerkenswerth ſcheint es zu ſeyn, daß ſich aus dieſer 
Reihe, und alſo aus den obigen Principien uͤberhaupt, auch ein 
Beweis für den berühmten von Wallis gefundenen Ausdruck 


für  fehr leicht ableiten läßt. Es ift naͤmlich 























1.3 1.1.1.3 _ 1.3.(4.4—1.1) _ 1.3.3.5 

2.2 2.2.4.4” 2.2.4.4 2.2.4.8 

1.3.3.5 1.1.1.3.3.5 _1.3.3.5.(6.6—1.1)__1.3.3.5.5.7 

2.2.4. 2.2.4.4.6.6 2.2.4.4.56.6 2.2.4.4.6.6. 
f 


. f. . u. ſ. f. 
eitungsgeſetz, und wie man weiter gehen kann, 


u. 
wo das Fortſch 
Deutlichkeit erhellet. Alſo iſt 
3 


r 
ſchon mit voͤlliger 
1 





—— — 3.5.5... (2n — ) (2n —1) (2n + 1) 

Pi YEIL YET (2n—2).2n.2n 
oder | 

nm __2.2.4.4.6 ..... (2n—2) . 2n.2n 

2 7 T3.3.5.5...(2n—1)(2n—1)(2n +1)” 


mit defto mehr Genauigkeit, je größer n iſt, welches befanntlich, 
der von Wallis gefundene Sat ift (Eyflometrie. 29.). 

5, Man Fanın endlich mittelft des Obigen aud) ohne große 
Schwierigkeit zu der fogenannten unbeftimmten Rectification der 
Ellipfe, d. h. zu einem Ausdruck für die Länge eines beliebigen 
Bogens derſelben, gelangen. Man denke ſich nämlich wieder 


m 
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durch die Mittelpunfte C, C CEig, 18,) der Grundflächen Ebe- 
nen gelegt, weldye auf der Are CC des Eylinders ſenkrecht find, 
fo find deren. Durchſchnitte mit der Eylinderfläche ' bekanntlich 
Ellipfen. Bezeichnet man nun, wie oben, das dem Winfel 
ACE = « entipredyende Stück der Eylinderfläcye durch IS, denkt 
ſich die Finie EE’ verlängert, bis diefe Linie aud) die untere 
Ellipfe ſchneidet, und bezeichnet den durd) dieſe Linie von a, 
(Fig. 18.) an. auf der Ellipfe abgefchnittenen Bogen dur) E; 
fo wird auf der Stelle erhellen, daß : | 


S_-cCcc’.EF =ıE, E= * 


iſt, wo a die Are des Cylinders bezeichnet. Der Winkel am 
Mittelpunkte C der Ellipſe, welchem der Bogen FE entfpricht, 
feh = Wu, der Neigungswinfel der Are des Cylinders gegen die 
Grundfläche, wie oben, = e, der von CE mit dem entſprechen— 
den Halbmeffer der Ellipfe eingeſchloſſene Winkel ſey =w; fo 
ift nach Principien der fphärifchen Trigonometrie in der koͤrper⸗ 
lichen Ecke CAEC', da W offenbar der Neigungswinkel der Ebe⸗ 
nen ACC’, ECC an der Kante CC’ gegen einander iſt; 
__ cosa — cose cos (90° — y’) 
a sin e sin (90° — y’) e 

ui Ä 
cosa — cose siny’ 

i sine cosy 

Chen fo leicht ergiebt fich aber audy aus Principien der fphäri= 
ſchen Trigonometrie, weil der an der Kante CA. anliegende Nei- 
——— der in Rede ſtehenden Ecke offenbar ein rechter Win— 
el iſt, 


eosy * 


cos (900 -) = siny = cosa cos®, 


und folglic) 


Cosa — 0c03« c0se? cosa sine 
cos ı m — — * — — — ⸗ 
sin ⸗ 1— cos«a* cose? Yi— cosa? cose? 
Alfo 
cos ıb? 
cosa? —= URREIERN — 
sine? + cose? cos ıy? 
— sin e? sin ı/? 
tin ⸗· — 5 
sine? + coss? cosıp* 
'oder 
cos ı) ‚ sin e sin ıb 
cose = ‚sine = 


Yt— cose? sin y? — YI-ecose? sin y? j 
Bezeichnet man jeßt die dem Winfel d. entiprechenden Coordina- 
ten der Ellipfe durch x, y, indem die x auf ber fleinen Are 
genommen werden; fo ift offenbar 

sm coyYx+y?, y= sinpyYx®+y? 35 


. y 
‚siny= 


cos ı) — = — — “ 
x’ + y? Yı?’+ y? 
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Serner ift, wie fich ſogleich aus dem Dreicd CAa, (Fig. 18.) 
ergiebt, wenn, wir wieder Die große und kleine Halbare der 
Ellipfe durch a und b bezeichnen, I — “ 


b’ = a’ cos (900 - 4) = a sin⸗; 











alſo 
ee eh 
a a “ . 
Solglicdy nach dem Obigen 
X 
0080 = ER ————— 
fi: — — Ya:x?® + by: 
a’? x24 y* 


Rad) der Gleichung der Ellipſe iſt aber, weil die x auf der 
fleinen Are 2b genommen werden: 


— a’2x? + b’? y2 — a’2h’?,, 
Folglich ift | 


cos * sin X 
a — a= — 
h’ ? a? a” 


wobei man zu bemerfen hat, daß 


2 ’u’2 __h’2 v2 
Daher ift 
am Areo sin = Arccos-— R 
a b 


Iſt nun ein beliebiger, von dem einen Scheitel der kleinen Axe 
an gerechneter Bogen der Ellipſe gegeben, ſo ſind auch die Coor— 
dinaten x, y des Endpunktes dieſes Bogens gegeben, wobei die 
x auf der fleinen Are genommen werden. Alfo ift auch ‘ 
2 a 
a = Arccosır = Arcın  =Pp | 

gegeben, und wir haben folglidy zur ARRARIINSER Kectification 
der Ellipfe, weil nad) dem Obigen E'— — iſt, nad) (2.). die 
Formel | 

E ır 1 /eN? ı2? 2 (ZeN\# 3 3 ze\6 

— RE IOEE Che 

* — 2 — 


wo nun bloß noch e und a zu eliminiren find. Nach (3.) iſt 


aber 
e? a®—b° 


folglich iſt 
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mr LH) BES) + LS)" 





2ap 
x 4 B 
+ 3bL(2) ss 
‘oder 
E — 48 1 0? ı? 2 cs + c5 
tr wLZ + Blu + BL.Z 


44 
+ BL. +, 
4 


1 2 3 ’ 
wo man nun leiht noh für L, L, L, L, ... ihre Werthe 
aus dem Dbigen feßen koͤnnte. Auch würde es leicht feyn, die 
Heide nad) den Sinuffen der Vielfachen von 9 zu ordnen, wobei 
wir aber nicht länger verweilen, 


Wir find, unferm Zwecke gemäß, zu allen diefen wichtigen 
und merfiwürdigen Formeln gelangt, ohne ung unmittelbar der 
Prineipien und allgemeinen Formeln des höhern Calculs zu bedie- 

nen, Die frumme Seitenfläche des fchiefen Kegels mit kreisfsr- 
miger Baſis läßt ſich auf ganz ähnliche Art durch eine unend- 
liche Reihe ausdrücen. n 


Zur fiteratur bemerfen wir noh: De la Hire: sur les 
guadratures des superficies cylindriques, qui ont des bases 
paraboliques, ellipt. et hyperboliques (Mem. de Paris. 1707. 
p- 330.); J. Brinkley: a theorem for finding 'the sur- 
face of an oblique cylinder, with is geometrical demon- 
stration (Transact, of the Irish. Acad. Vol. IX. p. 145.); 
G. W. Kraft: de superficie cylindri et coni scalenorum 
-- (Comm. Petrop. T. XIV. p. 92.). 3. T. Mayers prafti= 
fche Geometrie. Thl. V. (Praftifche Stereometrie). Gött. 1809, 
Drittes Kapitel. Serenus aus Antiffa auf Lesbos hat eine 
Schrift über die Schnitte eines Eylinders und eines Kegels durch 
‚die Are gefchrieben. 


6. Weil, wie fchon erinnert, die Entivicelung der Ober- 
fläche des ſchiefen Kegeld mit der Entwicelung der Oberfläche 
des ſchiefen Eylinders auf denfelben Principien beruhet, und fich 
überhaupt faft ganz auf diefelbe Art durchführen läßt; fo erfcheint 
cs, um zugleich den Naum in dem ziveiten Theile diefer Sup— 
plemente zu fparen, als zweckmaͤßig, die Entwicelung der Ober— 
fläche des fchiefen Kegels fogleidy bier mit anzufchließen, und 
dann im ziveiten Theile wegen: derfelben bloß auf gegenwärtigen 
‘ Artifel zu verweilen, Sey daher in Fig. 19. ABD cin be- 
liebiger fchiefee Kegel, DF = h feine Höhe, und dur) deren 
Fußpunkt F- der Durchmeffee AB=2e gejogen. , Die Linie 
CF ſey =e, und ACE fey ein beliebiger Winfel, wekhen wir, 
oder auch den ihm entfprechenden Bogen für den Radius 1, tWie- 
der durch @. bezeichnen wollen, Durch E venfe man fih an Den 
Umfang der Grundfläche eine DBerührende gezogen, welhe Den 
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verlängerten Durchmeſſer AB in T fchneidet. Von der Spitse 
D fey auf diefe Berührende das Perpendifel DG gefällt, deſſen 
Fänge wir jetzt wieder, auf Ähnliche Art wie beim Eylinder, 
uerft beftimmen wollen. Zieht man FG, fo ift diefe Linie nad) 
efannten ftereometrifchen Sägen auf der durch E gezogenen 
Berährenden ſenkrecht, und folglih dem Radius CE paraliel, . 
Daher ift ne 
CT:CE = FT:FG, 

CT:CE = CT — CF:FG; 

d. i. 


eseca:e = oseca — e:FG, 


FGG =e— 





seca 


Folglich— 
DG? = (ge—ecosa)? + h? 
= .? + h? — (%ecosa—e?cosa?’),, 
oder, wenn wir der Kürze wegen g° +h? — a? fegen: 
DG en Ya?’— (!pecosa—e? cosa?).. . 
Zheilen wir alfo wieder den Winfel @ in In gleiche Theile, 
deren jeder S ift, und bezeichnen der Kürze wegen die Cofinus 
der Winfel | Fa 


pp, 5, 79, +... (21 - 1)4 
reſpective bloß durch 


Cıy 035 05 675 u... C2n—1 5 


fo find die von der Spite des Kegeld auf die durch die End- 
unfte der Bogen @, IP, 59, 7P, ... (Zn—1)@ gezogenen 
Berührenden gefällten Perpendifel nad) der Neihe: 


Ya?— (2gec, —e? c”), 
Ya®—(2gec,—eic}), 
Ya? (2gec,—e?02), 
Ya’ (2gec,—e:c?), 


Auf ganz Ähnliche Art wie berm Cylinder fann man nun 
um das dem Winfel @ entfprechende Stück der Kegelflähe ein 
Stüd einer pyramidalifchen Fläche befchreiben, weldyes aus n 
Dreiecken befteht, deren Grundlinien ſaͤmmtlich einander gleich, 
und deren Höhen die oben beftimmten Perpendifel- find. Geben 
wir alfo die Area diefer pyramidalifchen Fläche = X, die ges 
meinfchaftliche Grundlinie aller Dreiecke, aus denen diefelbe be= 
ſteht, = x; fo folgt aus den. einfachften Sägen der ebenen 
Geometrie: - 


= Var (ec, etc.) 
+ Var (2geo, —e?o,?) 


+ Ya ee) 
+ Ya?— (20ec’—e?c,?) | ! 





+ Ya? (rec —e? c’an-ı) - 
Setzen wir num wieder allgemein 
Vegan y=ArArtÄn HA A. 
fo ergiebt fich leicht | 
= nA + Afc, +0, +0; +c, +... + 2-1} 
+ Aloe + 0,2 +... + Oan-ı} 
‚+ Alo’to’% 3 +c,’ +... + cm} 


4 
+ —— ... + ctan-ı} 
+ » . “ — * 2* — * . * * 


= nA+ Area + — 4 Aern + A:chnı de 00. 
= nA-tAZ| cos (n - 1) 14 Az cos (?n—41)yp}? 
+ Az! eos (?n—1)yp}? 


+ AZ{cos(2n—1)p}* 


Nach dem Artikel Goniometrie. VII. ift nun: 
| 2 
22x—1(C0s ꝙ)Yx cos 2xp + 2«B cos (x—2)p+%*Bcos(x—M)p+ -.. 
. 4 2=B cos 2p + + 2«B 
220-1 (cos 3p)?* = cos (3.229) + 2«B cos3 re / r 2«B cos3(%x-4)p- . 
| . * ñ cos(3.2p9) + 4 2:4% 


220-1 — 50) = cos (5.2xp) + 2«B cos5 (2x-2) Y + 2uB cos) (2x-4) p—- . 
.+ 2xB cos — * +: 


2s—1(cos(2n— 1) p)?*=cos Se — S)2xp+ 2«B ecs(n-N&-Bp—.. 


— + 2«B cos (2u —1)2p + 2* 1 2 
folglidy / 
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22 1 5 (cos (2n— 1)p)% — =cos(2n— 1) 2up 
| ! + 2x5 cos n - 1) *2-2 
+ 2«B.X co⸗ (?n —1) 


(2x — 4) 


+ 2“B.Y cos (2 —1)2p 
+ ZB N 
Weil nun nad) (2.) 
| Zcos(2n—1)g = "fein + ae 
oder allgemeiner — 
Zcos(in—1)xp = = sin za +0Q, 


ift; fo findet man auf ganz aͤhnliche Art we... D 
20-12 (cos(2n —1)yp)% = 


sin 2x« B sin (2x — 2) a BR sin (22 — 4) 4 
Ixu (2x — 2)a + (?*—4)a Tom — 

2 | zB Q x * nl, 

“B sin 20 2xB 

7 260 * — 

wo immer TIp eine für ꝙ = 0 verſchwindende Function von ꝙ 

bezeichnet. Ganz eben fo leicht findet man nac) Goniometrie, - 

Vi. und nad) (2,) | 
22* 3 (cos(?2n — 1) yp)=H1 = 


2 
2--1B sin (2x-3) @ 


1 
sin (2xH1)a , ?*t!Bsin (2x-1) 4 
(2x = 3) & + ... 


(2x+1)a (2x-1)a + 


wi x + nIlo ’ 
2s+1B sin 3a 2x+1Bsin« 
3a 77 


oder der Kürze wegen 
2 cos (2n —1)p)?* — nG. + n7, 
 MFZ(cösc2n —1)gG)?*H— nG + ng. 
Solglic) auf ganz ähnliche Art wie in (2,) nach dem Dbigen: 
unfa;üa dd ao, i6 + +) 
x 1 2 2° 23 . ’ 


+ 2, eine für Pg=O verſchwindende Function von 9 iſt. 
N) | 


EU SR: 


by Cylinder. 

Setzt man nun n — 62, ſo INT —=0, 2, =0, nx =oe, 
“und, wenn 8 die Arca des dem Winfel @ entfprechenden Stüde 
der Kegelfläche bezeichnet, X—=N. Folglich 


A@ ,AG „AG |,AG 
- # 'G’ AG’ 7 
ehr rer 


wodurch alfo S gefunden. Die dur‘ @ und G@ bezeichneten 
Coefficienten find fchon oben entwickelt, und es kommt alſo jetzt 
“bloß noch darauf an, auch die durdy A bezeichneten Coefficien- 
ten zu entwiceln, welches Feine Schwierigkeit hat. Nach dem 
Dbigen ift nämlich 


. 1 2 3 % 
Ya? — (22ez— e?z?) re A + Az + Az? 4 Az? En Az* + ...». 3 


aber nach dem binomiſchen Lehrſatze, wenn wir der Kuͤrze wegen 
20 * 6 ſetzen: | | | 











1- 4A2222 
ra - B — — 
(edz — e? z?)? 
” a3 
(eöz — e? z?)? | | 
as | 
(edz — e? z?)* 
— — 


12 
* 


u Er 
= 7 a 

eöz— e?z? 

— 


‚1 

— 7B ” 
1 2 

ı2 e29222 — ?Be?öz? + ?Be?z? 

+ 7B ee 
1 2 3 

N * e253222 — ®Be?ö?z* + °Be5dz5 — >Be°z® 
. — 2 a’ 


1 2 3 
* 35 e42342— #Be533z5 + +Be6ö?z6 _ *Be? 46274 Bes z8 
a’ 
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Daher ft A=a und 


2x 
un B=B.—— + ?B HB. rt "B — er rer ne 


.. + "ai? 


„+1 x» d 10-2 xl 53 103 2 55 
7 n 
mt BrRB. + BB tn. 








Es ift alfo leicht, zivei auf einander folgende allgemeine Glieder 


2x 2x 2x1 2-1 
AG b 
za un 22% 


der oben für S gefundenen Reihe zu conftruiven, Wir wollen 
bloß noch den Anfang der, wie es ung ſcheint, fehr merkwürs 
digen Reihe hierher fegen: 

25 

nei 4 2 

0% 








1 
= 3a + sin \ 


3a [+1 








1 2 
sin 4a 4ABsin?a 2B 
4a + 2a + 7\ 


13 ö ı4 ı 83 s$ 85 
en . 
' | 


1 2 
sin 5a SB sin3« 5Bsin« 


da * 3« rt “ 


, 
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hab. — BZ + 8.5 3. 1 | 
es a "a'ı 
+ 21], 
sin 6a + — ‘B sin 2a 
62 44 2a | 
——— re. — | 
e’ ; *5 
2° sin 7a ’B sin da "BR sin 3a :B sin « 
7a —— 3a * @ 
+ ® * ar * * - “ * u - “ * [ n “ “ ” 


Will man den Anhalt der ganzen FEN K in fo muß 
man «= 25 fegen. Dies giebt | 


K BA BA, BA | BA 
ee a bee 7a a Te 
oder ' 
K 
== 8 
en 
| 1 (ıı 1 42 ö? e‘\? 
2 — — — 
— a'h. + B.) : 
2f(ı2 274 ı3 ’ı 52 ı4 3% e\? 
4 7n2 Pa — — — 
* 4 ir 7 ’B’D. * 15.5) (7) 
3» 3734 14 2 92 4 ı 3 ı8 
sBITBSB.L x ?BAB x 3Rsp u} — 
+ Bi Bo + 388. + BB. + 9B. 6 ) 


Seßt man 
2% 2% 2-1 2-1 
Azexlt,— Az ei+C, 


wo dann nad) dem Dbigen 





2x * 1 
ẽ !BB.—.- 


at ’ 
— Ay x — 1 > Fr ö?°-F 
B*HB. a +?E "MB. 223 tr ..+ 3B. A 


iſt; ſo kann man auch ſetzen 


22 e2 3 44 0° 
Ele et el ee 
ga i a 


fr C=A=a, oder j 
:2n-66@)+ 88) -LEC) +8)... 
und | ' 

IE BRPE TO FE TONELONETTO TEN 
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Es würde leicht ſeyn, dieſe Reihen, ſtatt nach den Potenzen von 
e, nach den Potenzen von — zu ordnen, wobei wir aber nicht 


laͤnger verweilen, da die Sache nicht die mindeſte Schwierigkeit 
hat. Auch wuͤrde man den Reihen leicht noch manche andere 
Form geben koͤnnen. Hier kam es ung vorzuͤglich auf das allge⸗ 
meine Geſetz au, nach welchem dieſelben fortſchreiten. | 


Cylindriſche Flächen heißen alle diejenigen Flächen, 
welche von einer geraden Linie. befchrieben werden, die, über eine 
gegebene gerade oder frumme Linie im Raume hingleitend, bei 
diefer Bewegung immer einer gegebenen unbeweglichen geraden 
Linie parallel bleibt. Die gerade oder krumme Linie im Raume, 
durch welche gewiſſermaßen die Bewegung der erzeugenden geraden 
Linie beſtimmt oder regulirt wird, wollen wir im Folgenden, der 
Kürze wegen, die Directrix nennen, | 

1. Seyen nun 
x=ar ta, y=bz * 4 
die Gleichungen der geraden Linie AB, welcher die erzeugende 
Linie bei ihrer Bewegung ftetS parallel bleibt, fo wie 
f(xz,y,2)=0, F(xz,y,ı) =0 
die Gleichungen der Directrir. 

Die Gleichungen der erzeugenden geraden Linie in“ irgend 
einer ihrer Lagen find, da diefelbe der Linie AB ſtets parallel ift: 
x — as- 4 “, y=bz+P. 

Eigentlich ſind dies uͤberhaupt die Gleichungen einer jeden der 
Linie AB parallelen geraden Linie im Raume. Eine in der 
Eylinderfläche liegende, der Linie AB parallele gerade Linie muß 
durch einen Punkt der Divectrir gehen. Sind daher x’, y,z 
die Coordinaten diefes Punktes, fo hat man die folgenden vier 
Gleichungen: | 

fX,y,2.)=0,P(r, Yy,r2)=0; 

x=a”t+ao, ymb! +. 
Aus diefen vier Gleichungen fann man x, y’, z elittiniven, 
wodurch man eine Gleichung zwiſchen a, 8 und conftanten 
Größen erhält, fo daß alfo 8 eine beftimmte Zunctiow von a’ 
ift, wenn die durch die Gleichungen 

x=az te, y=bz + $ | j 

charafterifirte gerade Linie in der Cylinderfläche liegen fol, Man 


fann alfo Ä 
.. #=gle). 
fegen. Es ift aber immer 
“= x — 2, =y-b. 
Folglich 


y — b=og(ı-a:). 
Supplem, zu Kluͤgels Woͤrterb. I. Do 
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- 


Dies ift offenbar die geſuchte Gleichung der Cylinderflaͤche ‚ welche 
man alfo, wie aus dem DObigen ſich leicht ergiebt,, erhält, indem 
man aus den vier gegebenen Gleichungen | 
, f(x,y,2)=0, F(x,y,2)=0; 
x=az te, y=b+Pß 
die Größen x, y, z eliminirt, und in der fich hieraus ergeben- 
den Gleihung B=Y(a) 
a=ı— a2, ß=y-—bz 
feßt. Daß es verfiattet ift, die obigen vier Gleichungen ftatt 
der Gleichungen 
tz,y,2)=0, Fir, Yy,r)=05; 
x=a”+o,y=—=br +3} 
zu feßen, fällt fogleidy in die Augen. 
2, Durch Differentiation erhält man aus der Gleichung 
y—-b=y(x-—az), Ä 


oder 
y — be⸗— y(x—-a2)=0, 
wenn alle Differentialquotienten partielle Differentialquotienten 
find: 
Op(x—az) _ p Oyp(x—az)) Oz __ 
— — | a u 


x m 3 


Oyp(x—az)) Oz 
1 — b —20 ⸗ 


2 
Aber, wenn wir x — az = u ſetzen, 
Oyp(x—az) _ Oylu) _ Aplu) Au _. Ip(u) 
a Ta Tu a du 
Op (x—az) _ Oyp(u) _ Ip(u) du _ dp (u) 
a nn {9a iu a an 
Alfo, für ‘ 


were: 


— —E — ſe — — VF =D, 
1 — {b — amp’ (x — az) 5 0; 


und, wenn man aus diefen Öleihungen @ (x — az) eliminirt 
indem man zugleich die partiellen Differentialquotienten jegt meh 


verer Beſtimmtheit wegen in Parenthefen einfchließt: 


oz Oz\ 
Diefer Differentialgleihung muß_alfo die Gleichung jeder krum 
men Fläche, wenn diefelbe eine Eylinderfläche feyn fol, genügen 
Aus der Gleichung | 
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j a?(y—ba)? 4 At(x—az)2 — a? 42 
ergiebt ſich 3. B. 
>) E . Br(x— az) 
Or) a:b(y—bz) + Pak—az)’ 
>) A a? (y— bz) . 
0y/ ” atb(y—ba) + Pak)’ . 
woraus alfo mittelft des Dbigen leicht folgt , daß diefe Gleichung . 
einer Eylinderfläche angehört. J— | 


3. Die Directrig feyr jeßt ein Kreis im der Ebene ber 
xy. Der Halbmeffer diefes Kreifeg fey r, die Coordina- 
ten feines Mittelpunftes feyen A, B; fo find die Gleichungen 
deffelben : | 

2=0, (x—A)? + (y—-B)? —=r’. 
Aus diefen zwei Gleihungen, und aus den Gleichungen 
x=a2 t+a,y=bz +3 
muß man nun nad) (1.) die Größen x, Y, z eliminiren, Das 
durch erhält man fehr Leiche | | 
(aA)? + (PB? —r. 
Folglich, wenn man nad) (1.) 


= x — an, f=y—b = 
ſetzt: | - 
x—az— A)? + (y-bz—B)? — r2 
die Gleihung der Cylinderflaͤche. | & 
4. Die Directrir fey eine Ellipfe in der Ebene xy, deren 


Gleichungen 
.=0,(4) + S 


feyen. Aus diefen Gleichungen, und aus den Gleichungen 
| x=ar ta, y=bz +ß 
muß man wieder x, y, z eliminiren, Dadurch erhält man fehr 


leicht : RN | 
(2) + 5) =1; 
folglich, wenn man wieder 
| ae=xı— a, f=y—bhz 
feßt, | 
(x—az)? .,_ (y—bz)? 
DE ae ee 
oder 
A?(y—bz)? + B?(x—az)?2 = A?B? 
er Gleichung der Cplinderfläche, womit man (2.) vergleichen 
ann, 
5. Die Directrix ſey der Durchſchnitt zweier Kugeln, beren 
Gleichungen | 
802 





’ 


580 Data. 


2ey2t 2er, 
+ 2 * (2 - 7 er?, 
ſeyen. Der Mittelpunkt der erſten Kugel iſt der Anfang der 
—— der Mittelpunkt der zweiten liegt auf der Axe der 


z, in der Entfernung & vom Anfangspunkte der‘ Koordinaten. 
Aus den — beiden Gleichungen, und aus 


xmaa a, y=bz + 


muß man x, y, z eliminiven. Durch GSubtraction der beiden 
erſten Gleichungen von einander ergiebt ſich ſehr leicht: 


= = 


oder, wenn wir der Kuͤrze wegen, 
r? — r 2 om y? ' 
2y — F 
ſetzen, 
olglich m; 
N x=ma+a,y=hb8+P, . 
und demnach mittelft der erften Gleichung: 
(a8+.0)? + (kO+ pP) =r? — 9; 
alfo, wenn man 


z—= 9. 


emx— a, =y—b 
(O4 s—an)? + + (b8+y—bz)? = r—@, 


* > a(9—z)}" + |y+ b(6-) = = r — ® 
die gefuchte Gleichung der Cylinderflaͤche. Entwickelt man die 
Dnadrate, fo ergiebt fich leicht 
x? +y?-+2(ax+by)(0—2) + (a?+ +b2)(0— 2)? 2 ri 62, 
oder RR: 
x? 4 y2 + (a? + b2)22 — 2axz — 2byz + 2aAx + 2b Oy 
— 2(a? +b?)62 = r2 — 0? — (a? +5?) 02 
als Gleichung der Eylinderfläche. er Ä 


Für z=0 ergiebt fidy ü | | 

x? + y? as nbercbaniie, 4 
welches die Gleichung des Ourqſchaitts der Cylinderflaͤche mit! 
der Ebene der xy ift. 


D. | 
Data. Euclids Data nach dem —2 mit Robert 
anne 3ufüßen herausgegeben von J. in urm. DBerlit 


Differenzen = Rechnung. | 381 


Decimalbruch. Wucherer, Beiträge zum allgemei— 
nern ‚Gebrauch der Decimal⸗-Bruͤche, oder Tafeln zur leichten 
Berwandlung der gemeinen Brüche in Decimal-Brüche, Carls— 
ruhe. 1795. Bierftedt, Decimalbruchtabellen fir die gemei- 


nen Brüche, deren Nenner zwifchen 1 — 1000 fallen. Erfter 


Theil. Fulda u. Frkft. 1812 U Schröter, das Rech— 
nen ‚mit Decimal- Brähen und Logarithmen, nebft Tafeln, 
SHelmft. 1799, 


Delifhe Aufgabe. Wlochatius, Elementar-geome- 
trifche Aufloͤſung des delifchen Problems und der Aufgabe vom 
Dreifchnitt des Winkels. Königsberg. 1804, enthält größten-, 
theils geometrifhen Unfinn (fi Trifection des Winkels. 12.) 
Mat. Doria, nuovo metodo geometrico per trovare fra 
due linee rette date infinite medie continue proportionali. 
Anversa. 1725. Slusii Mesolabum, seu duae mediae pro- 
portignales inter extremas datas per circulum et per infin. 
ıyperbolas vel ellipses exhibitae. Leodis Eburon. 1668. 


i. d. 3. 

Deſcriptive Geometrie (G&ometrie descriptive), f. 
den Artifel Geometrie, defcriptive oder befchreibende 
im zweiten Bande diefer Zuſaͤtze. 


Developpable Flächen, f. Evolution (4 ff.). 


Differences melees, equations aux, heißen Gfei- 

ungen, welche eigentlidy Differenzen» und Differential- Gleichun- 

‚gen zugleic) find, d. h. welche Differenzen und Differentialquotien= 

ten einer Function mit einander vermifcht enthalten, wie z. B. 

die Gleichungen \ | AL 
an + biy+eo=0, 


oder 3 F 
y a sur 


Derivirte Functionen, f. Differentialrehuung (3.) 
1 


J 


Manche Aufgaben fuͤhren auf ſolche Gleichungen, und mehrere 


franzoͤſiſche Mathematiker haben ſich daher mit ihrer Integration 


beſchaͤftigt, woruͤber Lacroix Traité du calcul diff. ete. 


T. III. P. 575. nachgeſehen werden kann. Auch in dem Artikel 
integration der Differenzen - und Differential- Gleichungen i. d. 3. 
wird Einiges über diefen Gegenftand vorkommen. 


Differenzen Rechnung. Es find in nenerer Zeit meh— 
rere hoͤchſt merkwürdige fombolifche Ausdrücke aufgefünden. wor— 
den, welche zur leichten Entwickelung der Differenzen überaus 
bequem find. Diefe Ausdruͤcke zufammenzuftellen und zu bemwei- 
fen, it der Hauptzweck gegenwärtigen Artikels. | 


I 
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1. Sey zuerſt u=flx) bloß eine Sunction der einen 
veränderlichen Größe x, fo erhält man befanntlid) Au, wenn 
man x in x + x übergehen läßt, und von dem entfpredhen- 
den Werthe von u den primieiven Werth dieſer Function abzieht, 
oder in Zeichen: 

 Au=f(x+ As) — f(x). 
Hieraus ergiebt fi) /?u, wenn man, indem Sx als conftant 
betrachtet wird, x wieder in x + x übergehen läßt, und von 
dem entfprechenden Werthe von Fu feinen primitiven Werth ab- 
zieht, d. i. 

Au f(x +24) — I(X4 4x) 
— f(x+4) + f(x) 

= f(x+24) — Æ(AX) + f(x). 
So mie u zu Ju, Zu zn S?u führte, führt jet wieder Ar 
zu J’u, und man erhält leicht: 

Au= f(x +3) — Mix +2) + f(x+ Ax) 

— f(x+24:) + 2f(x+ 4x) — f(x) 

= f(x+34) — 3f(x +24) + 3f(x +4) — fie). 
Mie man auf diefe Art weiter gehen fan, fällt auf den erſten 
Blick in die Augen. Auch ift das ſich ſogleich darbietende Ge- 
feß der Koefficienten leicht, durch die bekannte Bernoullifche 
Schlußart allgemein zu beweiſen. Es ift nämlich, wenn wir der 
Kürze wegen überhaupt 

j un) — f(x+ n4x) 

ae 


Ju ul) — — ulan=1) 2. a ne = ) an.” (a ae (n-2) 


uln=3) L ...., 


+ an 


en diefe — auf einen bloß ſymboliſchen Ausdruck gebracht: 
Anu — (u — 1)2, 
a der Demerfung, daß man alle durch die Entwickelung der 
Potenz nach dem binomifchen Fehrfaße hervortretenden Potenz- 
-Erponenten von u als bloße Andices betrachtet, und felbige des— 
Halb nad) der in Rede fiehenden Entwicelung in Parentheſen 
einſchließt. 
2. So wie wir jetzt ru durch u, um, u, uꝰ, ... um 
ausgedruͤckt haben, wollen wir nun auch umgekehrt um) durch 
u, Ju, Su, Su, ... ru auszudrücen fuchen. Zuvoͤrderſt 
bemerken wir jedoch, daß, wenn Pu Kı Vi Wr sr Sunctie 
nen find, und 
u=mp+g+rr+v+rw+- 
it, wie ſogleich erhellet, jederzeit 
4u Ap Aq Ar 4*æ Av A 


—0— —— 


— EEE, — — 
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iſt. Auch iſt, wenn a eine conſtante Größe bezeichnet, und u—av 


ift, jederzeit Ju — adv. Dies vorausgefeßt, haben wir num - 


nach dem Vorhergehenden, wie fogleich erhellet: 
= a0 u Lu, 
u?) = ul) 2 Jul), 
aM) = ud. + u, 
u) = uß) 2 Au), 
| uff uff; 
folglidy nad) und nad): 
nd) =u+r Ju 
z u@ß) = u-+r du 
+ für Lu 
=u+r?2dfu+ Ju 
ws), = u+r 2d4u + Lu 
+ Ju+2dfur Lu 
=u +34. +32 u + Lu 
um = u + 34u + 31’u+r JL’u 
+ Zu +322u +32u + Zu 
=u-+ 44u + 642u 44’u + Stu 
uf. f. | u. ſ. f. 
d. i., wie leicht allgemein bewieſen werden kann: 
um=u+— du + er u 4 rar... 
“+ er — Aa-iu + du, 
oder, wenn man auc) diefe Formel auf einen bloß ſymboliſchen 
Ausdruck bringt: Ä 
u: un = (1+f»u, EEE; 
ein Ausdruck, deffen eigentlicher Sinn fogleidy in die Augen fal- 
len wird, . 3% 
.. 3 Iſt u=x", und m eine beliebige pofitive oder nega⸗ 
tive, ganze oder gebrochene Zahl, ſo iſt, wenn wir der Kuͤrze 
wegen 4Ax h ſetzen: | 


du.x = {sh ahnt ix +(@a—1)h "+ 2 —E ONE, 8* = 





nd Damit him h Miaam. 


Iſt aber m eine pofitive ganze Zahl, fo ift nach- dem binomi- 
ſchen Lehrfaße - 
Au=(x+h)n — x» 2 
— mlıxm-1 4 Ah?xm-2 — .„.. + Mhu-!tx + Nh= ; 
folglich | 


gu = mh4.xm-i Ah? 1.xme2 +... 4 Mhui-i ss , 
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und demnad), wenn man ſich die Differenzen der einzelnen Poten- 
von x wieder entwickelt denft, dabei aber immer Ax=h 
eßt: | 
 2u=m(m—1)h?xm-2 „Ah’yn-3 2 ...+ L'hm-1x ı Mh, 
Folglich ferner —— | 
A4’u=m(m—1)h? 4.m-2 >» Ah? 41.xm-3 — ... + Lhan-1% , 
d. i. 
Su=m(m-1)(m-2)h’xn-3 4 A’h’xm-t4. + K’hm-1x +L’hm, 
Wie man auf diefe Art weiter gehen fann, ift klar. Endlich 


ergiebt ſich 

Amu — 1.2.3.4... mhm, 
oder, was daſſelbe iſt, 
Amu — 1.2.3. 4... mAxm, 

und folglich allgemein für jedes pofitive «, welches nicht = 0 
it, Pru=(, 

Dies führt mittelft des Obigen zu den folgenden zwei merf- 

würdigen Sägen: 

Fuͤr jedes x und h ift, wenn m eine pofitive ganze Zahl 
bezeichnet: 





1.2.3.4.6..... mhu 


(x + mhn 3 +(m—1)h ke ren +m—yhl" u... 


— (az (x phjn + (Aa, 


Für. jedes x und h ift aber, wenn m eine poſitive ganze 
Zahl bezeichnet, und n m iſt: 
1) 


‚0= wre heran + Ix+a@—2% * — a 


+ pt sh he + (Damm. 
Set man x — O, h=1; fo erhält man 


1.2.3.,..m = ma — — (m—1)a + nd man 5 
die Neihe fo weit fortgefeßt, bis fie von felbft abbricht. Dage- 
gen ift für jedes: n > m: 

5 -1)(n-2 
Mehrere merfivirdige Nelationen und Säge über diefe und aͤhn— 
liche Ausdrücke f. m, in meinen Mathematischen Abhandlur- 
gen.‘ Altona. 1822. S. 67 — 94. 


4 Wie ſchon oben erinnert worden ift, haben wir durch— 
ans nicht die Abſicht, hier eine vollftändige Darftellung der Dif- 
ferengen= Rechnung, fondern bloß einige befonderg wichtige Zu— 
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fäße zu dem entfprechenden Artikel im erften Theile zu liefern, 
und gehen daher jet fogleicd) zu der nähern Betrachtung der 
Differenzen ‚der Functionen mehrerer veränderlicher Größen über. 
Iſt naͤmlich u=f(x, y, 2, v, ...) eine Function der belie- 
big vielen von einander unabhängigen veränderlichen. Größen 
X, Yr 2, Vr ee, ſo iſt | 
Auzix+A,y+Ay, z+ 1, v+ I, cu) — EX, y, 2, Vu); 
und ganz eben fo, wie Su aus u entſteht, entfteht auch bier, 
indem man immer Ax, Ay, Az, Av, .... als conftant betrady- 
tet, Su aus Su, Stu aus Stu u. f. w. Nimmt man die 
Differenz von u bloß in Bezug auf eine der unabhängigen ver- 
änderlihhen Größen, indem man die übrigen fämmtlicy als con- 
ftant betrachtet, z. B. bloß in Bezug auf x, indem y,Z,V,.... 
als conſtant betrachtet werden; fo fol diefe Differenz durch zu 
‚ bezeichnet, und die partielle Differenz von u in Bezug auf 
x genannt werden. Ju durch partielle Differenzen auszudrücken, 
ift die Aufgabe, welche wir jegt vorzüglich ins Auge faffen. 
Sey zuerſt u=f(x, y) eine Sunction der zwei unabhän- 
gen veränderlichen Größen x, y. Geht nun, indem y ungeän- 
ert bleibt, x in x AX über, fo geht u in ut Lu über. 
fäßt man aber jet hierin, indem x als conftant betrachtet wird, 
yfih iny+ Ly verändern, fo erhält man offenbar: | 
 Ia+ I, y+Iy)=u+ Au+ Alu+ Lu) 
zur Kur IL,u+ I,AIus 
Augenſcheinlich fann man aber auch zuerft y in y-+ Sy übers 
geben, und dann x fich in x-+ x verändern laffen, wodurd) man 
fx+ A, y+ IM) =ur+r Aur Axu 4 Ax Ay u 
erhält, ivelches, mit dem vorhergehenden Refultat verglichen, auf 
der Stelle 
Ax Ayu = Ay Au 
giebt. Es ift alfo 
f(x-+ 4, y+4y) = u 4 JIu + Iyu + Ax Ayu * 
Wenn ferner u=f(x, y, 2) eine Function dreier von ein⸗ 
ander unabhängiger veränderlicher Größen ift, fo. ift zunächft nad) 
dem fo eben Beiviefenen de 


I(x, y+4y, 2+ fr) zur Ayu + Azu 4 Ay Azu “ 
Folglich), wenn man nun x in x + x übergehen läßt: 


i(x+ A, y+4y, a+ 4) = ur AJu+ Sur Iysau 
— | + Alu+rf,ur Sau +.1,szu) 
zu+ Kur AfdLsur AxIyAzu, 
+ Au+ AcAzu Ä 
+ Azu + AyAzu. 


woraus zugleich auf ganz Ähnliche Art wie vorher erhellel: ,- daß 
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A,A,A,u ungeäudert bleibt, iwie man aud) die Orbnung, in 
welcher die partiellen Differenzen genommen werden, verändern 
mag. ! 
Sir u=f(x, y, z, v) ift hiernach 
I(x,y+fy,z+4, v+ Ar) 
zu+r Lu + IAIzu + Iy Az Avu 
+ fzu+ 1,4u 
+ Au+ Iohru r 
und folglich, wenn nun x in x + 4x übergeht: 
k(x Ax, y+4y,2+4,v+4r) 
=u+r Axu Au AAu 
+ Aut %du+ IxAyAyu 
+ Szu + Izsfvu + IA: Ayu 
"4 Iru + AyAzu + IAdahru 
+ I, Au 
+ ISzIyu. 
Wie man auf diefe Art weiter gehen kann, unterliegt feinem Zwei⸗ 
fel, und man überzeugt fich mit Hülfe einiger aus der combina- 
torifchen Analyfis befannten Betrachtungen fehr leicht von der 
Nichtigfeit des folgenden merkwuͤrdigen ſymboliſchen Ausdruds, 
deſſen eigentlicher Sinn leicht in die Augen fallen wird: 
. Hirt A, y+Ay, 2-42, VAV, ....) 
= {(1+I)(1 +4, ) Ar A)(I+ Ar)» u. 
Da ferner immer | 
Auz=f(x+A,y+ Ay, 24, v- AIvy..)—u 
iſt; fo ift auch allgemein für jede Anzahl veränderlicher Größen 
Adu=}(1+I)(1+IL)1+ A) +)... — 1ju. 
Auch ergiebt fich hieraus fehr leicht, daß A. 4, Az Ay. ..Uu un⸗ 
. geändert bleibt, wie man auch die Ordnung, in welcher die par- 
tiellen Differenzen in Bezug auf X, Yr Z, Vz +... genommen 
erden, verändern mag, 
Setzt man Ju für u, fo erhält man: 
Au = {li K)I+ III) H+I) . — Au. 
Aber . 
A={1+4)1+rI)i+I)t+ Ar). — 1)u, j 
und folglih, wenn man ſich den erften Ausdruc wirklich ent— 
wickelt, und dann in allen Öliedern für Fu den legtern Ausdruck 
gefeßt denft, offenbar 
us {14 K)1+ Hz) + EA) 1 Pu. 
Folglich 
u CAAF) ... — 140. 
Aber — — 
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| du = {(1+A)1+A) (+ Az) II)... — 1}u. 
Alfo nach) einer ganz ähnlichen Betrachtungsiveife wie vorher: 

U= (+ AR)T FA) AH LH I)... 1Pu 
Wie man auf diefe Art weiter gehen fann, ift klar, und «8 ift 
alfo allgemein: 

Au={(1+4)(1 +) 14 Ar)l1 4 Ar) ae 1jau i 
wobei man nur nie die durchaus bloß fymbolifche Natur diefer 
AYusdrüce aus den Augen verlieren darf, 

9. Wir wollen nun auch die Differenzen durch die Diffe- 
rentialquotienten zu entivickeln verfuchen, wobei wir wieder mit 
Functionen einer veränderlichen Größe beginnen. Nach dem 
Zaylorfchen Lehrfage ift befanntlic) ! 

2 2 3 3 
as Echt rohen 
und, wenn — wie gewoͤhnlich, die Baſis der — Loga⸗ 
rithmen, welche in der Folge immer bloß durch J angedeutet wer⸗ 
den follen, RIM: 


0 
7 dx 0? 03 3 
(d) Ax? Ax 
Be SH treratmwiast 
folglich 
Ax 
—8 -iju, 


wo man wieder das bloß Symboliſche dieſes Ausdrucks nicht 
aus den Augen verlieren — Setzt man Jx=h, fo ift:. 


h 
du = |e Z —alu. 
Auch ift 


u)=uFrfdu=e u=me . 
Nach (1.) ift, wenn wir wider u—f — und der Kuͤrze we⸗ 
gen immer Sx = h ſetzen, allgemein 
un) — f(x-+nh), 
und e6 entfpringt alfo u? aus u”, wenn man in u ſtatt h 
die Größe nh ſetzt. Weil nun 


h 
ul)=e. zu 
war, fo ift offenbar allgemein 


nh— 
un) me 0X 


! 


’ 
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Nun ift aber nach (1.) 


n n(n-1) 
= un) — — ula-1) 2 —— ula=2) — 
Au=uln) 7 4 u | 


alfo | 


n(n-1)(n-? 


a 0 
nah — (u-1)h (n-2)h 
und, KR La dx, nin—1) dx 

uzle Te +7, ° 
fe) u, 

(n-3) h 

n(n—1)(n—?2) dx 
ee HI pie + .... 


und folglich) offenbar nad) dem binomifchen Lehrſatze allgemein 


— 
rw ® | Anu — le 0x — 
welches eine ſehr merkwuͤrdige Formel, und auf die obige Weiſe 
zuerſi von Brinkle y in den Philosoph. Transact. 1807. (La- 
croix Traite du calcul. diff. et int. T. IH. p. 62.) bewiefen 
worden ift. Beſonders merkwürdig ift es aber, daß diefe Formel, 
wie wir jeßt zeigen wollen, ſich auf die Differenzen von Fun⸗ 
ctionen mit jeder beliebigen Anzahl veraͤnderlicher Groͤßen aus⸗ 
dehnen laͤßt. Nach (4.) iſt naͤmlich | 


un = I IFA) + AG) Ir IE) HI). —1jru. 
Aber nach dem Vorhergehenden 


alu, 


0 
zumje @_ı]n, 
„2 
Aumfe lu, 
. 3 
Au= e®_ala, 
12 
44u* — u, 


‘ u. ſ. f. u. ſ. f. 
wobei wir, um jedem Mißverſtaͤndniſſe vorzubeugen, bemerken, 
daß hier natürlich 1 keinen Logarithmus, ſondern das Increment 
von v bezeichnet. Alle Differentialquotienten von u find hier, 
wie fi) von felbft verfteht, partielle Differentialquotienten, wel— 
ches der Kürze wegen nicht noch durd) ein befonderes Zeihen au- 
gedeutet werden fol. Alfo ift auch Ä 

õ 
h>-‘ h 
ur ku=e Or, 1+ %.=e 0x , 
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u* PETER ir d=e z3 
— 
u da | 

trt4use uwirdze ; 


12. In 
u+r Auze — 1r,=e — 
u. ſ. f. u. ſ. f. 
wobei es wohl nicht noͤthig ſeyn wird, noch beſonders vor einem 
falſchen Verſtehen dieſer bloß ſymboliſchen Ausdruͤcke zu warnen. 
Setzt man nun dieſelben für 1-4, 1+4,,1+4,, .... 
in die obige Formel für Aru, fo ergiebt ſich auf der Stelle der 
überaus merkwürdige und fehr allgemeine ſymboliſche Ausdruck 


[u . 0 fe) 0 
h-+i- +4 +lo + ou. 
nun |e ® 03 02) Or —1lu, 
welcher für Functionen mit jeder beliebigen Anzahl von verän- 
derfichen Größen gilt. Gewoͤhnlich ſchlaͤgt man bei dem Be- 
Ber der ‚beiden vorhergehenden Ausdrüce von Z"u den umge- 
ehrten Weg ein, fo daß man nämlich den erften aus dem zivei- 
ten ableitet. Man fann. hierüber, fo wie über diefe fymbolifchen 
ne überhaupt auc) den Artikel Taylors Lehrfag (19. ff.) 
vergleichen. 


6. Das umgekehrte Problem, nämlich die Differentialguo- 
tienten der Function u durch ihre höhern Differenzen auszudrücken, 
geftattet eine ganz ähnliche Behandlung, wie das vorhergehende. 
Nach (%) iſt, wenn zuerſt u nur von einer veränderlichen 
Größe x abhängt, 


f) 


N 
und nah dent Taylorfcen Lehrfabe hat man, da um — 
f(x + nh) if: £ a 

> | du nh , 8u n?h?, du nsh 
a DE rar = bar er rer: er we vu 


Nimmt man auf feinen bejtimmten Werth von n Küdficht, fons 
dern denft fich n’als ein ganz allgemeines Symbol, fo müffen, 
wenn .man ſich auch den erften Ausdruck von u®) entwickelt denkt, 
beide Entivicelungen identifch feyn. Vergleicht man alfo die 
Glieder mit einander, weldye die erite Potenz von n enthalten, 
fo ergiebt ſich, weil bekanntlich | 


| Eh == 0x = du 
ift, auf der Stelle - 


ur Pu+r\.)5, 


x 
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am — Mu + 4fu — 4a +. 
— iR 
d. i., wenn man immer die bloß fymbolifche Statur folcher Aus⸗ 
druͤcke gehoͤrig feſthaͤlt: 
ou = Tlf1i+-f)}w: 
Seßen wir nun allgemein u =p, fo iſt — folglich 
| Hu {HK1+Lf)}p. 
Man erhält alfo nad) und nad) leicht: 
| .aztltirnNju=mp J 
um tli+N))p = tli+NPu= 
Fu = Urn) = tluirNPu= p” 
Hu = {liHN))p’= ————— u=p” 
R 2. wtf 
d. i. allgemein 





BT ar hu. 
Iſt jun u eine Function der veränderlichen Größen X Yr2, Von 
fo if, weun man die partiellen Differentiale wie in dem Artifel 
Differentialrechnung in diefen Zufägen bezeichnet: 
Kum {l(1+A)jau, 
um !K1+21,)Pu,; 
um {l(1F4,.)Pu, 
KYuz /lk1i+L,)u, 
u. ſ. f u. ſ. f. 
Alſo für n—=1, wenn man zugleich auf beiden Seiten addirt: 
O&u+oyu+sdzutdru+.. {1442 IL, +42 + Ly).] Ju. 
Aber befanntlich 
u—=ku+rgdur+r Kur Öru +. 
und nach (4.) re: 
Aa={(1+L%)1 +) 1+ A) + I) a. —l}u, 
1+4= (1+%)U+HZ)1+ AI) + Are 5 
u. für jede Function einer beliebigen, Anzahl von veränderlichen 


rößen : 
du = {lli+S)}u. 

Zu den Höhern. Differentialen fann man wieder ganz eben 
fo, wie vorher bei Functionen mit einer veraͤnderlichen Groͤße 
uͤbergehen, ſo daß alſo fuͤr jede Function einer beliebigen Auzahl 
veraͤnderlicher Groͤßen ganz allgemein 


m ou = {l(1+Z)Pu 
iſt. 

Man kann ſagen, daß in dieſen wenigen hoͤchſt RER 
fombolifchen Ausdrücen, deren Erfindung man größtentheilg dem 
berühmten Verfaſſer der Mecanique celeste :und der Theorie 
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analytique des probabilit&s (f. feßteres Werf Livre J. Cap. I. IL) 
verdankt, der. ganze directe Differenzen» Ealcul enthalten iſt, und 
wir wollen daher nun zu einigen ähnlichen Bemerfungen über die 
inverfe Differenzen » Recdynung übergehen. . 
7. Die inverfe Differenzenrehnung oder der end- 
liche Integral» Ealcul hat den Zweck, aus gegebenen. Fun- 


etionen, die als Differenzen andrer Functionen betrachtet. werden, - 


eben diefe Functionen zu finden. Iſt alfo u eine beliebige Fun— 
etion, fo foll eine Function gefunden werden, deren Differenz 
— u iſt. Diefe Function beißt dag endliche Integral 
von u und wird durch Su bezeichnet. Man ficht, daß diefe 
Definition für Functionen mit einer jeden Anzahl veränder- 
‚licher Größen gilt; wir werden ung jedoch im Kolgenden, um 


nicht zu weitläufig zu mwerden, auf Sunctionen mit einer ver=. 


Änderlichen Größe einfchränfen. Man fann eine Sunction auch 
mehrere Mal nad) einander integriren, welches zu vielfachen 
endlichen Integralen führt, die durch ru bezeichnet wer— 
den, Wie aus diefen Definitionen unmittelbar folge, ift immer 
AnZnn — u. Auch ift umgefehrt, wie fogleich erhellet, im- 
mer Zfu=u Nur ift hierbei die Bemerfung zu machen, 
daß u eigentlich bloß ein fpecieller Werth von Zrru if. Iſt 
nämlich überhaupt U ein Werth von Zeu, d. h. eine Function, 
für welche FÜ = u ift, fo ift, wenn C eine beliebige conjtante 
Größe bezeichnet, offenbar auch PlU+C)=u, und man 
muß daher eigentlicdy allgemein | - 
Zu UrG 
fegen,, fo daß man naͤmlich zu jedem Werthe eines endlichen In— 
tegrals noch eine willführliche conftante Größe addirt, deren Werth 


in jedem einzelnen Falle aus den fpeciellen Bedingungen der Aufe - 


gabe befonders beftimmt werden muß, 
Da befanntlih, u, y, w, 87 .... mögen poſitiv oder nes 
gativ feyn, immer | 
IAu+vtw+s+...)= Ju+fIrt+Ifw+41 + 0... 
ift, fo iſt 
SGu Ar PA As $ ...)=urvFwH+Ss +...) 
d. i. * 
S(u PAr AwAs +...) = ZdurZir+ Zw + Sit , 
oder überhaupt | | 
S(u ...) — ZuU+zZ’ ZW HI’ H...;, 
wo nun immer eigentlidy noch eine willführliche Conftante addirt 
werden muß, ivenn man völlige Allgemeinheit verlangt. 


Aft a eine conftante Größe, fo ift befanntlich immer A au 
— a4du; alfo umgekehrt  . — 
Zada . au = au = aldu, 


N 
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1 


oder uͤberhaupt 
Zau = alu. 


Fuͤr das Product XY fege man 
en ZXY=YX+Z, | 
und nehme auf beiden Seiten die Differenzen, fo ift, weil offenbar 


A.pg=(prAp)(g+fg) —pıd 
= pfg + qAp + Apdq 


* XY = YisXK + X. X W. AXx 42 
= XI + IX.IX + XI + 2 
— XY + X.IN + ZA.N + ZZ 
sXY + NEX+IX) +22. 
Folglich 
AL = — NNEIX+AX), 
und demnach | 


SXY = YEX — EINE(X+AX)} . 


Man kann diefe Formel auch direct beweifen, wenn man von 
der Größe auf der rechten Seite die Differenz nimmt. Für diefe 
Differenz erhält man nämlid) | | 

ALEX) — NNE(X+ X) 

— YAEX + ZX.AIY + IY.1EX — IYE(X+AX) 

= XY + NEX+X) — NEXHIK)=XY, 


wie es feyn muß. Man muß, wie aus dem Borhergehenden un⸗ 
mittelbar erhellet, bei der Anwendung der gefundenen Formel 
SAX—=X feßen, fo daß man nämlich nicht allgemein ZIX 
— X+C feßen darf, oder, was daffelbe ift, man muß C 
hierbei = 0 feßen. — 
8. Wir wollen num das Bisherige durch einige Beiſpiele 
erläutern. Sey z. B. 
u — X(X—-h)(x—-2n) ... (x—(n—1)h) ) 
fo ift, wenn man Sx —=h feßt: | 
da=(x+h)x(x—h) ...(z—-(u-2)h) 
— x(x—h)(x—2h) ... (z—(n—1)h) 
= ahx(x—k)(s—2h)....(x—m—Yh);. 
folglich für /x=h: 


Zı(x—h)...(«—(n—-29h) = 2a NEN ze 00) ji 


| —h)(x—2hy...[x—nh 
x (x—h) ..(x«—(n—1)h) = 


Fuͤr DE | 
u=x(s+h)(<+2h) ...(x$m—1)h) 
und Jx=h iſt 


. ' » 
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A= (<+h)(x+2h)...(x-Fohy - 
— x(x+h)(x+2h)...(x+a—Nh) 
=nh(x+h)(x+2h)... (<-m—Nh); 


alfo © u | 

Z(x+h)(x+2h)..c+a-yı) „TE tMRH+). + m-Dh) * ——— 
_x(x+h)(x+2h)..(x-+nh) 

ug . 


u=(x—h)x(x-+h)(x+2h)...x+an—NDh) 
und Sx = h if 
dAu= x(x+h)(x+?2h)... (x+nh) 
— (z—h)x(x+h) ... (x#(n—1)h) 
= (n+1)hx(x+h)(x+2%h) ... x +m—Nh); 


alfo 
Zx(x+h)(x+ 2h)..(x+(n-1)h) — JE Br en ee, . 
Für 


1 

| = re + h)aF+2h). .sFa—nh) 
und Ax = h ift | 
1 —— 


y 
=, ‚xz—(x+ nh) _ —-nh ı. . 
Tx(x+h)(@+2h)..a+nh) ” x(x+h)..(x + oh)’ 

alfo Ä | | 
| 1 2 1 
Ss? ... (x +nh) 7 — nhx(x+h)....(xFa—1hh) ” 
1 1 





rar h)..(@+ (n-1)h) — (n—1)hx(x+h).. CE e)) . 
Andere Beifpiele diefer Art, namentlich) auch für Functionen, die 
durch Zerlegung in andere gebrochene Functionen integrirt wer⸗ 
den koͤnuen, ſ. m. im erften Theile im Art, Differenzen» Rechnung. 

Fuͤr u = ar if : — | 
Au = axtdx _ ar = ax(ads—1), 
Au ax 


Fuͤr u=sinx ifl 
Au = sin(x+ 4x) — sinx = 2sin 4.1x cos (x 44.43) , 


cos (x +44) = — cosı = en ; 
alfo | \ 
Ecosx = sin (x — fx) 


2sin4Ix 
Supplem. zu Kluͤgels Wörterb. I. Pp 
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Fuͤr um cosz if 


Au — = cos(x + 45) - caı=— 2sin3.1Ksin(x + 3x) R 
A cosx Acos(x-—4Ax) , 
| int 44) 9,7 2 sin4.4x’ — 2 sin x 
al | | 
o — cos (x — x) 
wu 2 sin 41x 
Allgemein iſt 
ua cos(p + gx— $q.dr) 
Zin(p+p)=— — — se ä 
| Ä | sin{p+gx—4qfx) :. 
Zco(ptga)= — 


9. Wenn man wieder der Kuͤrze wegen Ax—hfeßt, und 
x eine Function von x iſt, deren erſte Differenz bie Bee h 
iſt, fo laſſen fi die Differenzen 


Az —h)rcos(—4h’)}, A|(x—h)rsin (x 1m) } 
auf folgende Art entwiceln. 


Man erhält naͤmlich, da x inx e» übergeht, wenn x 
in x + h übergeht, leicht 


Alls—h)rcos(x —4h'\))=xr cos(x +4h') — — oos (x. ⸗h), 
A| (x— h)r sin (x —+h’)} =xr sin ( x +4h‘) —(x—h)esin (X —4h’),, 


und folglih, wenn man die Potenzen von x—h nad) dem 
binomiſchen Lehrſatze entwickelt 


'Al(&— hr cos(x —+h’)} = xr|cos(“ + k) — cos(r —;h’) 1 
+ as xp-1h — ee-D zen BEE?) —— „Vcos (X —14h’) 
Dr — = xr [sin (x’ +:h‘) — sin (x ⸗in J 
+ Er - P_ .e-1h —_ BiP- N ———— ling — ih’) 

Aber nach goniometrifchen Kormeln 
cos(x’+4h') — cos (X — th’) = — 2sinx’sinth’ , 
ain (x +4h’) — sin(X —4h’) = _ 2cosx sin}h’ ; 
folglicy —— 
A{(x—h)r cos(x’—4h’)} = — 2xr sinx’ sin 4h’ 
| + [ih u: BB Dyp-2nı „rue xp—3 he. cos(X —}h') 
Allx-hirsin® —4h)) =  2xrcosx’ sinjh” | 
+ an Be Dan-: na BEE ns h3 -. ‚ein (x — 4h’) 
und daher, wie fich hieraus leicht ergiebt: 
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a ge (x — h)r oos (x’—ıh’) 
ı? sınz = — — | f 
1 
f * geiagie [Er häur-tcos(r — m) 


(x — h)P sin (X’—ıh’) 
2sin4h’ 


1% hZxp- sin (x — ih’) 


" Exrcosx = 
| 134 
— Rsinth’ 


_P F- 1) h?Zır=2 sin (X — 4h‘) 
+ p- 3 s 2 zur sin (x —4h') 


.-. 2 0838 ⏑ 0 —ıe hr 8 ge 


4 Const . 
gür p=1 wird 
in  __ &—h)ecos(x’—4h’) ho 244⸗ 
Sxsinx. = EP T'"Y 7 Tan Zenlx 4h’) , 
(x—h) sin (x’ —4h’) h ver ‚ 
ZicosxX. = Zeinf u 77 ae —.4h') 
d. i. nad) (8.) 
0... (z—h)eös(x#—4h”) , hsin(x’—h’) 
— — 2sinth — + "(2sinth)? ° 


_  (@-h)sin@—4h) | heos(—h) 

wo nun immer noc) eine willführliche Conſtans beigefügt werden 
muß. Hieraus ergiebt ſich mittelft der obigen allgemeinen Formeln 
nad) und nach Ix?cosx ; Ix?sinx'; Ix’sinx, Ix’cosx;- 
Sx*cosx', Ix*sinx’, u. f. w. | 

10. Mittel des Taylorfchen Lehrfages überzeugt man ſich 
leicht, daß 

On-Fiz Ont2z 


Onz, Aw — 
Az = Zah“ + ee + Papa -r2 4 .... 


ift, wa, B,Y, ... gewiffe numerifche Eoefficienten find, auf 
aa Werthe es jegt weiter nicht ankommt. , Folge 
ich i | | 
on Om+iz - On-t2z 
z= hun + ahwr! Su + Phut? 2 nt “3, 


oder, wenn man 
Pp2 


# » “ » 
u * 
⸗ -. 
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mu = [ron u, ‚ul | 
ſetzt: | | | 
I Oxa——hn Ya hn-F „u —— 
[= Zeu+ ch + ß ats 


oO 


. * F Er 
zu — nf udın — ah.Zn > * au zn a — —— 


du 1 n—1 F 0 
— — udxn⸗i — ah2e A — = » 
õ 


2 1 n—2 | 0 a 
zn = ef: uoxn-2 — ah2u 7; — Ph? a7 — 1.1.3 


u. ſ. f u. ſaf. 


fo daß man alſo durch fucceffive Subſtitution nach dem Obigen 
fuͤr Zru offenbar eine Reihe von folgender Form erhält: 


* n —1 
= ,=. ey na... + uox 


ha 
du O?u 3 
+ Nu + Ph + — Aber — 
Fuͤr u — e* iſt onu = exöxn = uänn, [ "udxe = u = ex. 
Auch) if 
| de* = exth — ex = ex(eh—1),, | 
— —— Zar ex Ze ‚ex 
ma IT TI TE 
Folglich nach der vorhergehenden allgemeinen Formel 
e A, A BB M 
e-pecttns + 1... + FE 
* +N+Ph+Qh 4 Rhe +...., 
und alſo auch | 


—F | 
h— 

ox ;\m _1 O-nu A O-a-nu M d-Mu 

(e —1) um nn. — u TI Ta — 


. 0 0? ou. 
+ Nu + Ph + Qh?55 + Rh’ . 


Folglich kann man allgemein 
ö 


Pa * — * 


ſetzen, unter der Bedingung, daß man uͤberhaupt 
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dm. fr. 
nn in * on 
verwandelt, bei_pofitiven Erponenten aber überall die Differen- 
tialquotienten beibehält, Diefe Formel it um fo merkwuͤrdiger, 
weil fie in ihrer Form der in (5.) beiwiefene Formel 
0 ; 
t h n 
Au = (. * — ı) u 
ganz ähnlich if. So wie letztere Formel in (5.) könnte man 


aud) die erftere auf Functionen mit mehrern veränderlichen Größen 
erweitern. | 


Feruer ergiebt ſich aus dem Dbigen 


5 Ak — / ut j ud 


Ö 0° 0° 
— Nu — Phx- — Qh’ — Rh * — 


und ganz aͤhnliche Ausdruͤcke erhaͤlt man fuͤr 


* n— 1 uoxa i — — —° am-s, ne af . 
Auch iſt nach (6.) | Ä 
ne = ah + Pfur dur dur... ; 


X = Aus...) 


nr = ea’ Pur P’dtu + y"45u + 85"4u 4 sn, - 
| uff ch 


wo ed auf die befondern Werthe der eg Eoefficienten 
jet weiter nicht ankommt. Nach gehoͤriger Subſtitution ergiebt. 
fi num für 5 Sf uöx” offenbar ein Ausdruck von folgender 
Sorm: 2 
nf We = zu Arzt... +Mzu 
| + Nu + Pin + Q’fu + RLu +... 
Seht man jebt wieder u — e*, fo wird, weil 
: Auex = ex (ek — 1)» 
ift, auf ganz ähnliche Art wir vorher: 
1.14 A’ M’ 
Ba taz Fe ti 
| +N+P(&A—1)+ Q (ee —1)?+>R lei)’ + ri. 
Da nun h— leh— 1(14—e* — 1) if, fo iſt 
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Z=lli+e- 1) +0), 


| für > =4. Died mit der. obigen Entwicelung von 
h» ef" uox" verglichen, giebt auf der- Stelle 


Bf" Betr ieen, 


mit der — daß allgemein Ar — vr gefeßt, AP aber 
ungeändert gelaflen wird. Die nahe de an diefer | 
Sormel mit der in (6.) bewieſenen Formel | 
du = EEE 1— 
oder, was daſſelbe iſt: 
hat = Id Neu, 
fälle fogleih in die Augen, 
41. Für n=1 ift * (10.) 


———— Ey", 


B, B, B, a DB; dir 

die erſte, zweite, dritte, vierte, fünfte, u. — w. Bernoulliſche 
Zahl, ſo iſt, wie im Art. a Zahlen (9.) i. d. 3. 
ausführlid) ‚gezeigt. IBODeN ft, 





Dezeichnen nun 


B 
.. =1—;h+ Dar — Em 4 oh — 5 
r 8 
(& —1)-1= a + an ; 
alfo auch 


21 
— ) um 
1 
1’ — B,.ödu sB‘ nr ‚ou 
vKamtrggn a na Be O5 
oder nach der in (10,) eRgefelten Krbingang: 


B au, B o’u 
a 1 fürn Biden rer Wr hei 
" $ r 


7 
5u 
ge ERST — Tanz. 


ein nach einem ganz beſtimmten (leicht zu ——— — 
ſoctſhreitender ſehr allgemeiner Ausdruck. 
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412. Mit der Summirung der Reihen fiehen bie endlichen 
Integrale in einem genauen Zuſammenhange. Iſt naͤmlich 
u=g(x) jetzt das allgemeine Glied einer Reihe, für welche 
wir die Summe der x erften Glieder durch Sx = Su bezeichnen 
wollen; fo ift J— | ae 

Key) +YMdHYH +-- +ya-Dr (x), 

S) 60)) P6G-)3 


x: — K-ı=yn)=u. | 
Solglih, wenn wir S-=f(x) fegen, für dx —=h= 1: 
Al) = fix +1) — En) = 5% — Sl > 
d. i. 4() =u, und daher umgekehrt 
f(x) = 1 = Zu, 

immer h=1 gefegt. Aber 

5 = Su = 5-1 u. 
Daher 

Su = Zu + u + Const, 
wo Const fo zu beftimmen ift, daß Su— 0 für x—=0. Nah 
(11,) erhalten wir alſo ſogleich die folgende fehr allgemeine 
Summationsformel für Reihen mit einer endlichen beftimmten 
Anzahl von Öliedern: | 


alfo 


wo immer noch eine auf die oben angegebene Art zu beftimmende 


Conftante beigefügt werden muß. 
Fuͤr die Reihe der nten Potengen ber natürlichen Zahlen ift 
aan, Juox = apa wet; alfo | 


| xn·*i | — 
Sr + 4x + u zu— 

n(n—Nm— 2 nes 
j 1.2.3 


4 
Sı=o alu alu le lu 


n(n— 1)... aus 
1.2.3.4.5 | 


1 


n(n—1)..(n—6) 


-1 
1.2.3..7 * 


n(n—1)..(n—8) n=9 
Ts 3.0... 
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oder nad) einer bekannten Bezeichnung der Binomial⸗Coefficien⸗ 
ten (fr diefen Art. d. 3.) | 


xml 
n+ri 


2 


Sm + 422 + +BBn-1 





3 3 
— 4B:9m- 
5 56 
++ 4B*Bxa⸗⸗ 
17 
— BaBSx⸗- 


— ++ Const . 
. für n=4 ergiebt fi) hieraus z. B. 
St = 1x5 + 4x? + 2Bx3 — Bx , 


- da bier die beizufuͤgende Conftante offenbar = 0 iſt. Sekt man 
* die Bernoulliſchen Zahlen ihre Werthe (Thl. J. S. 254.), 
o wird 


Sxt = 4x5 -—- 4x? * 42? — „IX . 
Für n=5 giebt die allgemeine Sormel: 
Sa + aa’ + $Bx° _ sBx? + {B -+ Const , 


fo daß man alfo im diefem Falle Cont =— +B ſetzen muß. 
Fuͤhrt man alſo die Bernoulliſchen Zahlen ein, ſo wird 


Sıd = 416 2 4x? a Art — rt. 


Ueber die Integration, der Differenzen» Gleichungen f. m. 
den Artikel integration der Differenzen- und Differential Glei- 
chungen i. d. 3. 


Den vollftändigften Lehrbegriff der directen ımd inverfen Dif- 
ferenzen- Rechnung hat Facroir im dritten Theile feines Traite 
du calcul differentiel et du calcul integral geliefert, der auch 
den Titel führt: Traite des differences et des series (Se- 
conde edition Paris. 1819.). Auch f. m. Schweins Theo- 
rie der Differenzen und Differentiale. Heidelberg. 1825, 
und 8, Dettinger Differenzial- und Differenzen » Calcul. 


Differentialvehnung. Diefer Artikel ift beftimmt, nad) 
den neueiten Anfichten eine Darftellung der Principien des Diffe- 
rentialcalcul® im Zufammenhange zu liefern, und dient daher 
überhaupt den Artifeln Differentiale, Differentialrehnung, Difs 
ferentialformeln , Differentialgleihung und Differentio » Differen- 
tialrechnung im erften Theile diefes Woͤrterbuchs zur Ergänzung. 
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I. Bon den Zunctionen überhaupt und von den 
Differentialen der entwidelten Functionen mit 
einer veränderlihen Größe : 


1. Dan unterfcheidet in der Differentialrechnung, fo mie 
in der Analyfis überhaupt, zwei Arten von Größen. Betrach⸗ 
tet man nämlich eine Größe aus einem folchen Gefichtspunfte, 
daß man derfelben jeden beliebigen Werth beilegen fann, oder 
nimmt man fih, wenn bloß von reellen Werthen die Rede 
it, vor, diefe  Oröße alle pofitiven und negativen Werthe von 
Null an ftetig durchlaufen zu laffen, fo wird diefelbe eine ver- 
aͤnderliche oder variable Größe genannt, umd meiſtens durch 
einen der leßtern Buchftaben des kleinen lateinifchen Alphabets, 
etwa durch X, Y, Z, v, w, —..., bezeichnet. Alle Größen 
dagegen, welche, wie auch die unveränderlichen Größen, mit 
deuen fie in Verbindung ftehen, ſich ändern mögen, immer den- 
felben Werth behalten, heißen beftändige oder conftante 
Größen, und werden gewoͤhnlich durch die erften Buchftaben des 

„Heinen Iateinifchen Alphabers bezeichnet. Denfen wir ung num 
beliebige veränderliche und conftante Größen durch) beliebige alge— 
braifcye oder tranfcendente Operationen unter einander verbunden, 
fo entiteht ein analytifcher Ausdruck, deffen Werth offenbar durch 
die verfchiedenen Werthe, welche man den von ihm involvirten 
veränderlichen Größen beifegen fann, beitimmt wird, der alfo, 
wie man fich auszudruͤcken pflege, von den in ihm ‚enthaltenen 
veränderlihen Größen abhängig, und daher offenbar felbft 
eine veränderliche „Größe ift. Dies hat auf den für die ganze 
YAnalyfis überaus wichtigen Unterfchied zwifchen unabhängi- 
gen und abhängigen veränderlichen Größen geführt, Den 
erftern kann naͤmlich auf völlig primitive Weiſe jeder: beliebige 
Werth beigelegt werden, die’ legtern dagegen entfiehen, wie wir 
fhon gefehen haben, wenn beliebig viele der erftern unter ein⸗ 
ander und mit beliebigen conftanten Größen durd) beliebige alges 
braifche oder tranfcendente Operationen verbunden werden, und 
beißen auch Functionen der erftern, fo daß alfo im allgemein- 
fien Sinne eine Function einer oder mehrerer unabhängigen ver= 
Änderlichen Größen jede von denfelben- auf beliebige Art abhaͤn⸗ 
gige Größe ift, woraus auch zugleich erhellen wird, was man 
unter Functionen einer und mehrerer veränderlidhen 
Größen verfieht. Sind die weränderlichen und conflanten 
Größen bloß durch algebraifche Dperationen unter einander ver- 
bunden, fo heißt die Function eine algebraifche, in allen 
andern Fällen eine tranfcendente Function. Endlich unter 
ſcheidet man auch noch gefonderte oder entmwicdelte und 
ungefonderte oder unentwidelte Functionen (Functio- 
nes explicitae et implieitae), jenachdem die Function durch 


* 


s a 
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ihre veränderlihen Größen mittelft eines entwickelten analytiſchen 
Ausdrucks oder Bloß mittelſt einer "Gleichung zwiſchen ihr und 
den «veränderlichen Größen gegeben ifl, Hat man 3: B. zwiſchen 
x und y die Öleihung 
— y’_ay’+ bxs, 
fo iſt y offenbar von x abhängig, alſo eine Function von x, 
aber, fo lange die Gleichung unaufgeloͤſt bleibt, eine ungefons 
derte oder unentwickelte Function von x, Beliebige gefouderte 
Functionen von X, Yr Zr +... werden, fo lange e8 nicht auf 
ihre befondere Natur anfommt, durd) 

F(Xx, Js Zu 200), F(X, Y, By ...) PÜRy Yr Zu ce), _ 

p(X, Yr 2, sur )y. re. 
bezeichnet. Gleichungen zwifchen x, y, 2, .... koͤnnen im Allge- 
meinen durch Bu 2 
f(x, Y 9, ++) =0,F(x,y, 2,..)=0, p(X, Y.2,..)=0, 

v(ix, Y, 2, ++) = 0, .. 
dargeftellt werben. 

2. Zunaͤchſt wollen wir jet annehmen, daß überhaupt 
y=f(x) eine Function der einen veränderlichen Größe x fey, 
fo wird, wenn der Werth von x eine beliebige Aenderung, die 
‚durch x bezeichnet werden mag, erleidet, auch der Werth von 
y eine — entfprechende Aenderung 4 erleiden, und man 
- wird überhaupt die beiden Gleichungen 

y=f(x), yt4dy=f(x+ 4x) 
haben , aus denen auf der Stelle 
Ay=f(lır I) — f(x) .' > 

folgt. Kür AIx—=0 ift auch Sy—=0, Lift man nun Ax von 
Ax—=0bi8 Ix—i alle Grade der Größe fletig durdylaufen, 
dv. h. von x —=0 bis x —i fid) immer nad) und nad) um 
unendlich Fleine Ancremente verändern, fo fagt man, wenn daffelbe 
auch bei den entfprechenden Werthen von Ay Statt findet, daß 
die Function y zwifchen den Gränzen x und x +iftetig fey. 
Ueberhaupt Heißt die Function y zwifchen den beliebigen Gränzen 
x=a und xy ftetig, wenn ihre Werthe, indem. man x 
alle Grade der Größe von x — c bis x = yY ſtetig durchlaufen, 
d. h. von x=a bi x—=y fih immer nad und nad) bloß 
am unendlich fleine Größen verändern läßt, alle Grade der 
Größe von fl) bis fly) ftetig durchlaufen. Auch fagt man,’ 
daß die Function y=f(x) in der Nähe eines gewiffen Werthes 
x==ß ihrer veränderlichen. Größe ftetig fey, wenn fich zwei ein- 
ander aud) noch fo nahe kommende Gränzen angeben laffen, zwi— 
ſchen denen der im Rede ſtehende Werth der veränderlichen Größe 
liegt, und zwifchen denen die ‚Function ftetig ift. Iſt alfo die 
Sunction z. B. ziwifchen den Gränzen x==a,: x=y fletig, 

und 4 zwischen diefen Gränzen enthalten, d. H P>a, ß <y, 


! 
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wenn a die Fleinere Gränze bezeichnet, fo fagt: man, daß die 


—— in der Nähe von x — A ſtetig ſey, wie nahe auch die 
raͤnzen x=a, x=y einander ſelbſt kommen moͤgen, oder 
wie klein die Differenz; ya ſeyn mag. Iſt die Function 
y=f(x) in der Nähe eines gewiffen Werthd x — 4 ihrer ver- 
Anderlichen Größe nad) der en Definition nicht ftetig, 
fo fagt man, daß für diefen Werth der veränderlichen Größe 
eine Unterbrehung der Stetigkeit (solution de con- 
tinuit®) der gegebenen Function "Statt finde. So findet z. B. 
bei der befannten einfachen goniometrifchen Function tangx für 
x= +47 eine Unterbredung der Stetigfeit Statt, weil für 
diefe Werthe von x befanntlidy tangx unendlich wird, 
3. Sehr wichtig für die Differentialrechnung ift die nähere‘ 

Betrachtung des Verhaͤltuiſſes 

Ay _Eix+ I) — f(x) 

I Ix 


der Incremente oder Differenzen Ax und Sy, indem diefe Be— 


trachtung, wie wir fogleich fehen werden, zu dem Grundbegriffe 
der ganzen Wiffenfchaft führt. Stellt man fi) nämlidy vor, 
daß das Increment Ax fid) der Null nähert, fo fann dieſes 
Verhaͤltniß felbft, wie leicht an einzelnen Beifpielen gezeigt wer- 
den fann, fid) einer andern beftimmten Graͤnze nähern, und es 
ift klar, daß diefe Gränze jederzeit im Allgemeinen wieder eine 
Function von x feyn wird, deren befondere Natur von der fpe= 
ciellen Natur der gegebenen Function y abhängig if. Man 
nennt daher in Bezug auf y als primitive Function bdiefe 
Gränze, wenn es eine ſolche giebt, welcher ſich alfo dag DVer- 
haͤltniß der Differenzen AxXx und Ay nähert, indem Ix fid) der 
Null nähert, die derivirte Function von y, auch wohl, 
aus Gründen, die erft fpäterhin deutlich) vor Augen gelegt wer- 
den fönnen, die erfte derivirte Function von y, uud bezeid)- 
net diefelbe in Bezug auf y=f(x) durch y oder f(x). Diefer 
Begriff der derivirten Functionen ift als der Grundbegriff der 
ganzen Differentialrechnung anzufehen. 

4. Theils um überhaupt die Möglichkeit der derivirten 
Functionen nad) der fo eben gegebenen allgemeinen Definition zu 
eigen, theild der großen Wichtigkeit für alle Anwendungen der 

ifferentialrechnung wegen, wollen wir jeßt die derivirten Functio— 
nen der in der Analyfis vorfommenden einfachen Functignen 
wirflih zu entwickeln fuchen, nachdem wir noch die folgen- 
de allgemeine ebenfalls in vieler — fuͤr das Folgende 
wichtige Bemerkung vorausgeſchickt haben. Es tritt naͤmlich nicht 
ſelten der Fall ein, daß man eine Function z=F(y) einer ver- 
änderlichen Größe y hat; welche felbit wieder eine von einer an— 


dern veränderlichen Größe x abhängige veränderliche Größe ift, 


fo daß alfo, wenn wir y= f(x) feßen, überhaupt 
| 2 * F(C) 


⸗ 


bh 


a x 
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iſt. Sollte man nun in einem folchen Falle die derivirte Function 
von z entivideln, fo würde man, wie gewöhnlidy, die Gränze 
fuchen, welcher das Verhaͤltniß V 
| Ar _ F(f(x+ A) — Flf(x)) 
Ä J er Tr 
ſich nähert, indem fid) 4x der Null nähert, Weil aber 
F— FECGD FOM Fif@+ 49) = F(y+ AY) 


ft, fo ift | | 
Ar _ FiytAy),—F(y) _Fl(y+Ay)—F(y) Ay» 
dx | Ax * 45 "Ar * 


- Laßt man num Ix fich der Null nähern, fo wird offenbar auch 


der Werth von Sy ſich der Null nähern, und man wird alfo 


nad dem Vorhergehenden offenbar die Gränze finden, welcher 
= fidy nähert, indem 4x fi) der Null nähert, wenn man die 
Gränzen ſucht, welchen die Verhaͤltniſſe 


4 Fiytap)— F(y) 
— und Zn 


ſich nähern, indem refpective 4x und Ay fi) der Null nähern, 
und fodann diefe beiden Gränzen in einander multiplicirt. Diefe 
beiden Gränzen find aber nad) der vorher eingeführten Bezeich⸗ 
nung refpective £ (x) und F(y). Alfo ift 

| ! = f(x).F(y). | 
Iſt demnach z=F(y)=F(f(x)), fo erhält man die deri- 
pirte Function von z in Bezug auf x als unabhängige verän- 
derliche Größe, wenn man die derivirten Functionen von f(x) 
und F(y) in Bezug auf x und y als unabhängige veränderliche 
Größen in einander multiplicirt, | 


Wenn y=f(x) eine Function von x ift, fo if natürlich 
auch umgekehrt x eine Junction von y, und man kann alfo 
x=F(y) fegen, fo daß alfo | 

- x == F(f@)), 
folglich nach dem VBorhergehenden 
| x“—=f’(r).F(y) | 
ift, wo x in Bezug auf x ale unabhängige veränderliche Größe 
genommen werden muß. Daher ift augenfcheinlich X — L, weil 
nämlich), wenn man x als Function von x betrachtet, 


A=6+ m) -ımn mi 


iſt. Folglich ift immer - 
1=f'(x).F(y), 
oder es 
F(y)= FG)’ () * 5 
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Auch der im diefen Formeln enthaltene, teicht in Worten auszu⸗ 


fprechende Satz ift für das Folgende im ‚mehrfacher Bezi 
von großer Wichtigkeit. | fa” siegung 


5. Sey nun zunaͤchſt y= x", wo. n eine pofitive oder 
negative ganze oder ‚gebrochene Zahl feyn kann. Um indeß die 
derivirte Function y' zn finden, muͤſſen wir folgende. einzelne 
Fälle unterfcheiden, 

Iſt nämlich zuerft n eine pofitive ganze Zahl, fo ift nad) 
dem Binomialtheorem für Potenzen mit pofitiven ganzen Expo— 
nenten, welches bier fuͤglich als aus ven erjten Elementen der 
allgemeinen Arithmetif befannt vorausgefegt werden kann, 

ytray=(xt+ A) 
= xa 4 nxe-i 4x + Anm 422 4. 4 Am, 


Folglich 


dy=(x+4A)” — x" | 
znm-14 + Ey +... + A, 


und demnach u i 


eine Reihe, welche jederzeit aus einer endlichen beftimmten An. 
gab! von Gliedern beiteht, fo daß alfo, wie augenbliclich erhel= 
et, wenn Ax ſich der Null nähert, das Verhältniß der Diffe- 
renzen ſich der Größe nx"-! als feiner Gränze fortwährend nähern 
wird, folglich die gefuchte derivirte Function 


y = ni 
iſt. 
ar der Erponent der Potenz eine negative ganze Zahl 
— n, alſo = ' 


yzmı=05; 
ſo i | 
nr ———— _ —— 
* I Gran mo xalxt is ® 
olgli 
ß 3 ch ar 1 - (+ Im xa 
Ar 7 zu(x+ Ax)e' dx * 


Naͤhert fih nun Ax der Null, fo nähert ſich der Bruch oder 
das Verhaͤltniß | 
(x + Ax)n —ın 

Koi Ax » j 

da n eine pofitive ganze Zahl ift, nach dem Worbergehenden der 
Gränze nx"-1, Die Potenz (x + fx)" nähert fi), wenn 4x 
fih der Rull nähert, —— der Größe x”, das Product 


‚606 j ‚ Differentialsechnung. 

xa(x- x) atfe a der Größe zn, — x”, 

Peäkgert ſich alfo Ax der: Null, fo nähert fih nah dem Vorher⸗ 

u den das Verhältniß der Differenzen offenbar der — 
— * nxa⸗i  — nen, 


und es ift folglich ‚die gefuchte derivirte Function 

y'=— nm, " ‚ 
St endlich der Erponent ber gegebenen Potenz von x der poft- 
tive oder — Bruch F =, alfo | 
| . y=- F | 
- fo ift x ‚Segen wir nun - — 
= **765, rei 
fo if nah (4) X 
2* f(x). Fly) 
wo die deribicte Function z in Bezug‘ auf x ale unabhängige 
veränderliche Größe genommen ift, 

Da nun nach dem Vorhergehenden ya x® und m eine 
ganze Zahl iſt, ſo iſt | 

z = xım, z’ == mxm-l, 
m mag pofltiv oder negativ ſeyn. Ferner if aber Fon = ya, 
und aud) .n eine ganze Zahl; folglich wieder nad) den beiden 
vorher betrachteten: Fällen 
U F)=ay-), 

— gehoͤriger re in die Gleichung 
... z@=f(x).F(y) 
ergiebt fich Hieraus 


mxm-! = nya-l,f’ (x); 





alfo, weil 
m m 
yaijmzx.n! 
ift: Ä 
, mm-1 m "_ı 
f ()= — ER: N} 


di, weil ee, y=f(x) Mi: 
i m wi 
y = za” 
ſo daß alſo, fr — x", der Erponent n mag eine poſitive 
oder negative ganze oder gebrochene Zahl feyn, as 
' y == nxu—1 
iſt. 
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6. Um die derivirten Fuuctionen der logarithmiſchen und 
Exponential⸗Functionen zu entwickeln, iſt es noͤthig, die folgen- 
den Betrachtungen vorauszuſchicken. Wenn wir die Summe der 
geometrifchen Reihe H 


Iſt nun x zwifchen den Graͤnzen 21 und +1 enthalten ‚» i. 
x — — 1, *13* 


ſo naͤhert ſich, wenn n waͤchſt, der Bruch nn offenbar immer 


mehr und mehr der Null, und kann derfelben, wenn man nur. 
n groß genug nimmt, beliebig nahe gebracht merden, woraus 
alfo mittelft des Dbigen * erhellet, daß, unter derſelben Vor— 
ausſetzung, wie vorher, In‘ Bezug auf die Größe von x, wenn 
n waͤchſt, die Summe su ſich fortwährend der Gränze —- 


* 


naͤhert, und derſelben beliebig nahe gebracht werden kann, wenn 
man nur m groß genug nimmt. an 
Iſt aber im Allgemeinen, wie in dem fo eben betrachteten 

fpeciellen Salle, eine Reihe : 
 koy Ein kan dnn bay banienen 


’ 


von ſolcher Beſchaffenheit, daß, je mehr Glieder derfelben vom 
Anfange an mit einander durch Addition vereinigt werden, Die 
erhaltenen Summen’ fid) einer gewiſſen beftimmten Größe, die 
durd) s bezeichnet werden mag, fortivährend nähern und derfels 
ben beliebig nahe eg erden fönnen; fo fagt man, daß die 
in Rede fteheide Reihe convergire oder convergent ſey, 
und die Größe s heißt die Summe der Reihe. Im entgegenz 
gefeßten Falle divergirt die Reihe. Seen wir alfo überhaupt 
t, +t, +t, +t, +1, +... + ta — an, 


fo fagt man, daß die Reihe 





| to⸗ Eon tay tay dgn by on. 

convergire, wenn 8, indem n waͤchſt, fich einer gewiſſen be— 
ftimmten Größe s fortivährend nähert und derfelben. belichig nahe 
gebracht werden. fann, wenn man nur mn groß genug nimmt, 
Die Größe s heißt die Summe der Reihe, ein Verhalten, wel— 
ches in abfürzender Bezeichnung gewoͤhnlich bloß durch 

t, rt, +t, +, +, +, +... =5, 
oder, wenn man noch das allgemeine Glied einführt, durch 

6 Pt, Pt, +, + +. tet. m 

angedeutet wird. Divergirende Reiben haben feine Summer im 
eigentlichen Sinne des Worts. Nach dem Obigen ift alfo die 
geometrifche Reihe | 
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convergent, wenn x zivifchen den Gränzen — 1 und +1 liegt, 


und ihre Summe ift = 5. Ob die Reihe comvergirt oder 


divergirt, wenn x nicht zivifchen den angegebenen Graͤnzen ent- 
halten ift, würde, eine befondere Unterfuchung erfordern, die jeßt 
nicht zu unferm Zwecke gehört. 


7. Aus dem vorher anfgeftellten Begriffe der Convergen; 
der Reihe 
top tan tan typ Bar top non. | 
‚ergiebt ſich unmittelbar, daß, wenn wir wieder überhaupt 
tt + Ft; tr. +tanmı Sn. 
feßen, die Summen 
| ‚, Sn; So-+iy Sn+2; Sn-k3 5. En-hip sion 
einander immer näher und näher fommen, wenn n waͤchſt, vor- 
ausgefeßt, daß die Reihe convergirt, fo daß man alſo dag Cri- 
terium der Convergenz, wie leicht erhellen wird, auch auf fol- 
genden fehr bequemen analytifchen Ausdrud bringen fann: 
Die Reihe | 
to 5 t, > ta⸗ t.⸗ t, > ...s 
convergirt, wenn für jedes beliebige beftimmte m die Differenz 
Sntm — Sn = tn + ta+fı +... + topa-ı - 
beliebig Flein gemacht werden fann, wenn man nur.n groß 
genug nimmt. 

Aus diefem Princip folgt augenblidlih, daß, wenn man 
zwei beliebige Reihen mit lauter pofitiven Gliedern von folcyer 
Beſchaffenheit hat, daß von einem gewiſſen Gliede an fein 
Glied der zweiten Reihe das entfprechende Glied der, erftien über- 
fteigt, jener die ziveite Neihe convergirt, wenn die erite con— 
vergirt. Eben fo leicht erhellet, daß, wenn eine Reihe mit lau- 
ter pofitiven Gliedern convergent iſt, jederzeit auch die Reihe 
convergirt, welche man: erhält, wenn man beliebige Glieder ver 
erftern Reihe negativ nimmt. Ä | | 

Hat man z. B. die Reihe 

ID. 1 1 1. 
ira wi Pr VE a vr ve ee A 
fo erhellet aus der Vergleihung der Reihe 
Ä 1 0.44 1 
1...n’ 1...n(n#1)"1..n(n+1)(n+2)’ 
1 


1...n(n-+1)(n-F2)(n+3)? **" 
mit der nach (6.) convergirenden geometrifchen Reihe 
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ME SEHE: Di: BE SE DR SE 
cm och A Ion n 


mittelft des Vorhergehenden auf der Stelle, daß auch die Reihe 
ı 14a 1 4 1 
1, D> 1.2 123° 21:2:0:0 0.8 


convergirt, und es folglicy eine Summe diefer Reihe, d. 5. eine 
Gränze giebt, welcher. man ſich defto mehr nähert, je mehrere 
Glieder der Reihe vom Anfange an zu einander addirt werben. 
Diefe Summe, weldye für die ganze Analyfis von großer Wich— 
tigfeit ift, und mittelft der Reihe ſelbſt naͤherungsweiſe beftimme 
werden fann, fol im Folgenden immer dur) e bezeichnet wer⸗ 
den, fo daß alfo | | 





1. 
Im 





1 1 1 1 
e =1 + tr trastız sat tim 
ift. Setzt man 
21 — 1 + — — 
e214 ıi "71.2 71.2.3 1234r tr an’ 


fo erhellet aus dem Vorhergehenden in Verbindung mit (6.), daß 
der Fehler, welchen man begeht, fleiner als | 


+... 


1 5. > 1 1 
1.2.3..n,_1 * 1.2.3...o—1)'n—1 
n 


if. Fuͤr n11 ;. 2. if 
1 1 1 1 wech 
e= 1+ +75; ti23 tra sat" ti23D 


und der Sehler ift fleiner als 
| 1 1 1 
1.2.3...10°10 36288000 ? 

beträgt alfo noch feine ganze Einheit der fiebenten Decimalftelle 
oder noch nicht 0,0000004. Man kann alfo mittelft der obigen‘ 
Heihe nicht bloß, wie ſchon erwähnt, überhaupt e naͤherungs⸗ 
weife berechnen, fondern es laͤßt fi) auch immer die Größe 
des Sehlerd beurtheilen, welchen man in jedem einzelnen Falle 
begeht, fo daß alfo e als eine befannte Größe zu betrachten iſt. 
Bis auf die fiebente Decimalftelle genau ift 

e = 2,7182818 . | 


8. Bon befonderer Wichtigkeit für das Folgende ift noch 
die nähere Betrachtung der Function 
1 


(1+ x )x ’ 
weil fich, mie wir ſogleich fehen werden, diefe Function einer 
beftimmten Graͤnze nähert, wenn x ſich der Null nähert. Diefe 
Graͤnze zu finden ift jegt unfere Aufgabe, Zuerft wollen wir an- 
nehmen, daß x ein pofitiver Bruch fey, deſſen Zähler die Ein- 
-Supplem. zu Klügeld Wörterb, J. —QOq 
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heit, der Nenner eine pofitive ganze Zahl ift, welcher fid) alſo 
der Null fortwährend nähert, wenn der Nenner in's Unendliche 
wählt. Segen wir alfo x—=—, fo iſt nad dem binomifdpen 
Lehrſatze für pofitive ganze Erponenten 
N‘ e 
(14% = (1++) 
a1 ,ala—1) 1 , ala—1)(e—?2) 1 
De rear ar 


— a(@a—1)(@a—2)... (—(e—1)) 1 


u 1.2.3.4...a as 
rt HY-H + 
+ 73 (A) A) 


A aber überhaupt für «a >n— 2 
— EIFEL OEDE ER EN ne») (ur >Fae 


1 1 2 n—?2 
te II AZ) 
fo kann leicht gezeigt werden, daß fi S,,. immer der Gränze 
e beliebig nahe bringen läßt, wenn man nur.n uud @ groß 
genug annimmt, Set man nämlich) Ä 
1 1 1 1 
„sitrTtigtigsteT 1.2.3..@—1) ’ 
fo fann man nad) (7.) n immer fo groß annehmen, daß s der 
Graͤnze e bis zu jedem beliebigen Grade genähert wird. Iſt 
aber n gefunden, fo fann man offenbar, wenn nur nun ferner 
. @ groß genug angenommen wird, die Größe S.,. der Größe s,, 
alfo audy der Größe e, beliebig nahe bringen, wie behauptet wurde. 
Nun ift aber offenbar 5. <e und i 
Sna < Sn; 
alfo um fo mehr S.,.<e. Da dis auch frn=a +1 
gilt, fo iſt auch immer 


(1+ ) — 
Ferner iſt nach dem Obigen wegen der zu unſerm Zwecke erfor- 
derlichen Annahme von n und a, indem man ja « bis zu jedem 


beliebigen Grade größer als m werden laſſen fann, wie fogleicy- 
in die Augen fallen wird, immer 


(1 +)" > Sn. ; 
folglich | 
2 (+ > san (i+t)'<e, 
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fo daß alfo (1 + 2) zwiſchen Sn, a und e enthalten ift s und . 


demnach der Größe e offenbar näher fommt wie S.,.. Da nun 
nach dem Dbigen, ivenn man nur @’groß genug nimmt u 
dem e beliebig nahe gebracht werden kann, fo fanın unter derfel- 


ben Verausſebung (1 + =) um fo mehr dem e beliebig nahe 
gebracht werden, und.e ift alfo die Gränze, welcher ſich (1 + 1 F 


— 


nähert, wenn & waͤchſt, oder die Graͤnze von (L+-x)x, we 

x fid) der Null nähert, : — 
Iſt ferner x kein poſitiver Bruch, deſſen Zaͤhler die Einheit, 

der Nenner eine poſitive ganze Zahl iſt, ſondern uͤberhaupt nur 

eine pofitive Größe, fo feyen m und n=m +1 die zwei gan— 

zen Zahlen, weldye zunächft Feiner und größer als der Bruch 

* ſind. Dann iſt 


1 
-em+u=n-,, 


wo u und » zwei pofitive aͤchte Brüche find. Die Größe (i+xy% 
ift. offenbar zmwifchen den beiden Größen 


(+ ebay” 
(+5 {a4} 


enthalten. Läßt man nun x abnehmen, fo werden m und n zu⸗ 
nehmen, und 


und 


1 +)” m (ı + I\ 

| =) w(t+, 

werden fich alfo nad) dem vorher Berviefenen der Graͤnze e nähern. 
Weil ferner a und » Achte Brüche find, fo werden, wenn x 
abnimmt, d. i. m und m wachen, fih offenbar 14 E und 


1— der Einheit, alfo augenſcheinlich 
1 1 
14) (145) 
beide fich der Größe e nähern. Da nun nad) dem Vorhergehen⸗ 


den (1 4 x) zivifchen den beiden leßtern Größen enthalten. ift, 

fo wird’ offenbar auch diefe Größe, wenn x abnimmt, fich der 

Größe e nähern. | 

| ft endlich x negativ, fo kann man doch, da man den 

abfoluten Werth von x abnehmen läßt, ‚annehmen, daß derfelbe 
Ä D2g42 
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kleiner als die Einheit ſey. Setzt man num unter dieſer Bor, 


ausfegung ’ 
— — 
a ray Ii+:’ Ä 


fo ift offenbar z pofitiv und nimmt ab, wenn der abfolnte 
Werth von x abnimmt. Aber 


| 5 ER er ER = 
ars (ig) " =drnr =turedıe, 
und z nimmt ab, wenn x fid) ber Null nähert, Nach dem Vor⸗ 
hergehenden nähert alfo (1 + 2) ſich der Größe e, wenn x fi) 
der Null nähert, und 1-+ z nähert fich unter derjelben Voraud- 
ſetzung der Einheit. Folglich nähert ſich offenbar ((1+z)* } (+2 
d. i. (14xX, der Größe e, wenn x ſich der Null nähert. 


F ' Für alle Formen von x nähert alfo die Function (1 + x)* 
fi der in (7.) beftimmten Größe e als ihrer Gränze, wenn x 
fich der Null nähert. Ä 


Bon diefem twichtigen Saße läßt fi num folgende Anıven- 
dung auf die Beſtimmung der derivirten Functionen der logarith- 
mifchen und Erponential- Functionen machen. 


9.“ Sey zuaft y=logx, die Baſis des logarithmifchen 
Syſtems, worauf logx fid) bezieht, =a geſetzt; fo iſt 


Ay =log(s +4) — logx = Iog(1 +7), * 


1, 1os(1+ 2) 
7 ar "et 





und folglich, wenn wir 
Az 
zz. Ax= ax 


ſetzen: 


— — r — — 
— — — m. 


a Ax ax x 
Naͤhert nun Ax ſich der Null, fo nähert ſich offenbar auch ce der 
Gränze Null , folglih nah (8) (1 + a)" der Gränze e, 
log(1-++a)* der Gränze loge, alfo offenbar = der. Gränze 


E*, und es ift folglich 


N | 
Mn. 
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Iſt ferner y=ax, fo ift x—=logy, wo immer die Koga- 
rithmen ſich auf die Bafis a bezichen. Gegen wir nun y=f(x), 
x=F(y), fo ift 

fx)=ar, F(y)=logy, «= F(f@)), 
und nad) (4,) | 
x: = f’(x).F(y). 
Aber nad) dem Vorhergehenden 
F(y)= ee » ü j 
und, weil nach (4.) die derivirte Function x’ ſich auf x als 
unabhängige verduderlidye Größe bezieht; nach (5.) 

| .=1, 
weil x, als Function von x betrachtet, als eine Potenz ange: 
jeben werden kann, deren Erponent die Einheit if. Folglich ift 


2... 1088 un MEN | 
1 
d. i., wenn wir ya“ ſetzen: 


x 
Sſſcee 


Die’ Logarithmen, deren Baſis die aus dem Obigen bekannte 
Zahl e ift, nennt man aus Gründen, die ſich bier jeßt nicht 
weiter entivickeln laffen, Hyperbolifche oder natürliche Loga- 
rithmen. Bezeichnen wir nun, sie im Folgenden immer gefcye- 
ben foll, diefe Logarithmen bloß durch den Buchftaben 1, fo ift 
le=1, und man fann fehr leicht zeigen, daß die Logarithmen 
jedes beliebigen Syftems immer bloß durch hyperboliſche Loga- 
rithmen ausgedrückt werden Finnen. ft naͤmlich N eine belie- 
bige Zahl, fo ift nach der allgemeinen Definition der Fogarith- 
men, wenn immer die durch log bezeichneten Logarithmen fich 
auf die beliebige Bafis a beziehen, | Zn 

| N=alaN, N=eN. 

gli | 
Folglich alogN = elN, 
woraus, wenn man auf beiden Seiten die natürlichen Logarith- » 
men nimmt, auf der Stelle 

logN.la = IN, logN = 

fo daß alfo der Logarithmus der Zahl N für eine beliebige 
Baſis erhalten wird, wenn man den byperbolifchen Fogarith- 
mus der Zahl N durch den hyperboliſchen Logarithmus der Ba- 
fis dividirt, oder mit dem reciprofen byperbolifchen Logarithmus 


der Baſis, d. i. mit dem Bruce * multiplicirt. Der reciproke 
hyperboliſche Logarithmus der Baſis iſt fuͤr jedes Syſtem eine 
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conftante Größe und wird der Nodulus ded Syſtems genannt, 
fo daß alfo, wenn wir | 


fegen, für jede Zahl N 
logN = MIN ’ 

ift, folglich die Logarithmen aller Zahlen in einem beliebig 

Spfteme erhalten werden, wenn man die entſprechenden hyperbo⸗ 

liſchen Logarithmen ſaͤmmtlich mit dem Modulus des Syſtems 

muitiplicirt. Setzt man in vorſtehender Gleichung N=e, fo 

erhält man, weil le=1 if, | 
j — M = loge, 

welches ein zweiter Ausdruc für den Modulus iſt. Es ift alfo 

auch immer la.loge=1, 

Fuͤr y=Ix ergiebt fid) aus dem Dbigen unmittelbar 


‚_A 
| J 7, 
und eben fo leicht, wenn y= e* iſt, 
yo, 
zwei fehr einfache derivirte Functionen. Ä 
10. Zerner wollen wir nun au) pr Entwickelung ber 
derivirten Functionen der Kreisfunckionen bergehen. Zuerft fey 
ze sinx, fo if | 
Ay = sin(x+ 4x) — sinz 
| = 2siniAxcos(x +44x) , 
alfo 
Ay _ ein 
Ax” 4 
Laͤßt man Ax ſich der Null nähern, fo kann man offenbar 
ven abfoluten Werth von Ax fo flein nehmen, daß 


cas(x+4J4z) . 








sin 1x si + fx > sint+Ax 
, sintAdx — 44x tang 41x 
iſt. Aber > 
sin1Ax sintAx _ 
En 1 Tanga — idR 


Folglich kann man ſich 4x feinem abfoluten Werthe nach immer 
fo klein genommen denfen, daß 
1> —— > cos4AX. 
1X ; 
Nähere fich aber Ax fortwährend der Null, fo nähert ſich 
cos4Ax fortwährend der Einheit, welches alfo natürlich audy 


von dem immer zwiſchen 4 und oos Mx enthaltenen Bruce 
gilt, fo daß folglich die Graͤnze dieſes Bruce, wenn Ax 





! 
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ſich der Null nähert, die Einheit if. Da nun die Graͤnze von 
cos(x + 44x), wenn Ax fid) der Null nähert, offenbar cos x 


ift, fo ift 1. cosx == cosx bie Gränze von I, wenn Ax ſich 


der Null nähert, d. i. 
y= cosx 
Iſt fernes y==cosx, fo iſt 
Ay = cos(x} Ax) — cosx 
* = — 2sin}/xsin(x-+ 4d:),, 
alſo | — 
2 _ in (x 44x), 
woraus man auf ganz ähnliche Art, wie vorher, 
y=-— sinz 
findet. & 
Fuͤr y= Arcsinx iſt x= siny. Geßen wir nun 
Aresinx = f(x), siny=F(y); 
fo ift 
: im F(f@)) 3 


alfo nach (4.) te, 


Aber nach dem Vorhergehenden und nach (5.) 
 Fo)=cay,x=1. 





Folglich 
| = f(a).coay,fw=y= — 
Weil nun — 
cosy = Yi1-siny? = Yi— x? 
iſt, fo iſt 


2 — ·⸗ 

. 1—x? 

Für y — Are cos x ift auf Ähnliche Art x = cosy. Setzen wir 
alſo 


ſo iſt 
x — Fo), x=f(@).F(y. 
Aber nach dem Obigen 
Fy)z—-sny, X =1. 
Folglich: 


ö , , 4 
1=z-fo)sinyfa)=y 22 75 ˖ 


Arccosx = f(z2), csy=F(y); 


Aber Ä 
siny= fMi—coy? = Yi-x!. 
Alfo | 


1 / 


sm 
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Für y=tangx if: 
_sin(x+ A) sin x 
— cos(x+ IX)  cosx { 
sin (x + Ix)cosx — cos(x + Ax)sinx - 
— rc) — 
— sin Ax 
— oosxcos(x-+ 4x) ’ 
folglich Ä 
| Ay _ sin dx 1 
| Ax — "x 'Cosxcos(x+ Aa)? 
woraus ſich auf der Stelle 
| R 1 
= cos x? 
ergiebt. 
Fuͤr y= cotx iſt auf ähnliche Art 
cos (x + Ax) cos x 
= sin(x+/x)  sinz 
_ . sin(x + fx)cosx — cos(x-+ Ax)sinx 
— sin x-sin(x + 4x) 


ze sin Ax 
sinxsin(x-4+ 4x) ? 
Ay, sin Ax nn 
— "sinx sin T + 4x) 


Folglich, wie fogleich — 


⸗ — — u Ye 
— sinx? * 


Fuͤr y = Arctangx iſt x = tangy. Segen wir alfo 
Arctangx = f(x), tangy=F(y); 


— x= F(fx)), X = N . 
Fy)= 55 x mi. 
Alfo 
1=f6@. gr? fa)=y = cooy?. 
Aber : j e 
TE ae dag Tem 
Alſo 


J — a x? a " 

Fuͤr y= Arccotx iſt x coty. Segen wir alfo jetzt 
j Arccotx f(x), eoty =F(y), 

fo ift | 

z= F(f()), «= f’(x).Fly). 
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Aber | 

ee ö 
Alfo TS 
| 1=—f(r). —* 60 2 2—cinya. 
Aber | 
—— = = Ham ern 
Folglich, | 


1 
var’ 
Für y=secx if u 

— 1 11 
m cos(x + AJı)  cosz 
cosx — cos(x + Sk) ‘ 
cos x cos (X-+ IX) . 
2 sintAx sin (x-+ 41x) 
cosx cos(x-+ 4x) 
Ay sin4f/x sin(x + 4x) 
Ix 11x "cosx oos(x 4 Ax) 


Laͤßt man nun Ax ſich der Null nähern und nimmt die Gränzen, 
fo ergiebt fich auf der Stelle: 








Für y cosecx ift 
N= nr Enz 
sin(x + Ax) — sinz 
sinxsin(x + 4x) 
2sin 44x cos(x + u) - 
sinxsin (x + fx) 


INY__ sin 4.12 cos(x+ er 








Ax 44x "sinxsin(x-+ 1x) ; 
folglich), wenn man zu den Gränzen übergeht: 
| — cosx cotx 
7ſV nm 


Fuͤr y=Aresecx iſt x — secy. Gegen wir alſo 
Arcsecx—= f(x), seey=F(y); 
fo iſt | 


s= Fig), =f(n.F(. 
Aber 


=1,Fy)= 


siny_. 
cos y? 


Folglich) 
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=r@) MI’ yey- an ; 





= ns 
Aber 
cosy = L =, iny= tl, 
secy x x 
Alſo 
xYxı?_ 1 


Zür y= Arc cosecx iſt x = cosecy, Geben wir alſo 
ſo iſt - Arc cosecx — f(x), cosecy = F(y) ; 
ol 














er x=F(fa)),, =f (2) · . 
| ehr L, 
Be h 
” =—f(r). — t)=y=-7 . 
er 
Re ne _ Ye—1 
* u TV Zu A —— 
Folglich EIER. 


tn 
Sir y=sinversx if 

Ay = sinvers(x+ ds) — sinversx 
= cosx — cos(2 + 4x) 
= 2sin44xsin(x+ {4:) , 
= — sin (*-4+ 4.42) ; 
' — wenn man die Gränzen nimmt: 
yz=sin, 





Für y= cosversx ift 
Ay = cosvers(x}+ 4x) — cosversx 
= sinx — sin(x+ 4x) 
= — 2sin}Azcos(x-+}+14x) , 


== EZ cos(x+4.1z) ; 





RS 


alfo 
= — COSX . 
11. Sey nun wieder y= ze, aber jetzt z Feine unabbän- 
gige — Groͤße, ſondern eine Function von x. * 
wir alſo 


ſo iſt 


| a=F(z), 3= f(x); 
'y=rlo), y=f().P@). 
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Aber | 


Alſo f(x) = =’ und F'(z) = nat (5.) . | 


y = nzu=12’, 


Hi Loss wo immer z eine Function von x begeichnen | 
ol ‚ja 


fo ift wieder 
Aber 


logz = F(z), z= f(x); ’ 
y-=Fio),y=f().F(). 
fa)=z und F(e) = =: (9.). 
Alſo | 
y=8r. 
Sind die Logarithmen. natürliche 2 alſo y ⸗ — ſo iſt 
yS-— | i 


At y=as, fo fei wieder 
e»=F(2), z= f(x); 


F Ffm), FG·. F ) 
y- x)), y=f(z).F(z). 
Aber 
f(a)=z' und F(z) = — (9). 

Folglich 

EL 

Im — 
Sür.y= es iſt: 

y=er. 
Fuͤr y=sinz und y=cosz, erhält man eben fo leicht reſpective 
y=zcosz und y—=— zsinz. Auch wird aus dieſen Bei⸗ 


fpielen hinreichend erhellen, wie man ſich in allen aͤhnlichen Faͤllen 
zu verhalten hat. 


12. Wir wollen nun auch die derivirten Functionen der 
am haͤufigſten vorkommenden zuſammengeſetzten Functionen zu 
beſtimmen ſuchen. 


ft zuerſt y= az, wo a eine conſtante Größe, z eine Sun- 
ction von x bezeichnet ; fo ift offenbar 


Ay=alı, a =ı, 
blblich, wenn man die Graͤnzen nimmt: 


I 
r yzıturvtrwreo 
fo wird, wenn x in x + x übergeht: 


* 
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HERD HUF 4 (14 40 hen 
Yy>dy u Ar Aw en, 
Aw 


A _ de, du, dr | dw 
traten 


und folglich), wenn man zu den Gränzen übergeht, offenbar: 


yzr’+-UV+Vv+hWH.oo.. 


Hat man das Product y=pg, fo wird, wenn x in x FL: 
übergeht: 


yrfs=lp+A)g+r 49) =pgytpig+gApr+r ApLg , 
| dy=p4dg 44p + Apdg, 
Ay 


=p3I +. 44 


Naͤhert fi nun Ax der Graͤnze Null, ſo naͤhern ſich m umd 


a refpective den Gränzen p' und d. Da fi) Ap der Gräng 
Null nähert, fo nähert auch 4p Jſich ‚offenbar der Gänge 


Null, und es ift alfo F 


| -y=pfHtrogp, 
oder 
La2ıi 
| tr 
Sf y=pgr =azr, wenn mar pg=z feßt, fo iſt 
Be: 2 I. 
weg 


Aber nad) dem Vorhergehenden 
ap 'yq 
Alſo 


Iſt y — pqrst..., fo erhält man auf ganz ähnliche Ark: 
Ä RE TE 
0 F#eErd4ärfrtr... 
Auch if für y=pqr: | 
| y=qgp +prarr pgr, 
und für y= pqrs: er 
y= gsp + prsq’ + pgsr! + pgrs'.. 
Mie diefe Formeln weiter fortfcyreiten, fällt in die Augen. 
Uebrigend Tann man zu denfelben auch leicht auf folgende Art 
gelangen. ft nämlich‘ y — pgıst..., fo ift 
yzb+lk+l+ils+ltH#..6063, 
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rolglid) nach (11.), wenn man * den derivirten Functionen 
übergeht: Ä 


I= „Exrfyz r+irir. 

Die Art, wie — die — — eines Aggregats erhält, 
wird hierbei nad) dem Obigen — ſchon als bekannt voraus⸗ 
geſetzt. 


ptA _Pp _ gadp-pfg 
gr ga qgaursp’- 
Ay = x ?% j 
A gig+rAg " 
(elglio, wenn man zu den Gränzen Übergeft, da Iq ſich der 
Null nähere, wenn Ax fi) der Null nähert: 
_ P-rT. 
ne q’ 
Denfelben Ausdruck erhält man auch leicht auf folgende Art. 
Es iſt p=gqy. Folglid nad) dem Vorhergehenden 
p=w+tyj. 


Alfo , 
y — E-TI R 
Ä q 
Setzt man nun y — T ‚ fo. ergiebt fich auf der Stelle: 
y=- —E 
pP? 


wie vorher. 

Auch it Iy ⸗ Ip — Igq. Folglid nad) dem Vorhergehenden 
und nach (11.), wenn man die derivirten Sunctionen nimmt: 
‚_P’_dI,-P_P_ SE 77. 

2a 66 gg q q? 
welches wieder die vorher gefundene Formel ift, 

ger y=atzturvtwr..., wo a eine conſtante 
Groͤße bezeichnet, iſt | 

y+4y=a+t(e+d) + (urAu) + — +. 

Zune ln 
Ay _ = 

„As -5+ +32 tens 

alfo, wenn man die Gränzen nimmt: 

y=-7’+UV+’+Wtren 

Nach dem Obigen ift 

yzı+7/+rUrt/vthWHhen 


* 


| Es iſt aber 
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alſo | 
a+z7t+uVVvtrW+..z/ U +VHWH+ ..; 
folgli a — 0, d. i. die derivirte Function einer jeden conftan- | 
ten Größe ift = 0, 


13, Eine imagindre Function if überhaupt eine Function 
von der Form 


J 


yzu +v} 1, 
wo u und v Funckionen von x find, Geht nun x in x + 4x 
über, fo wird —IJ | | | | 
y+4=(urA) ++ mM TY-1, 
A= Au+ IrTY—i,, 


Ay _ du NY 
u — ne 


Sind nun wW und v’ die Gränzgen von zn und =, wenn 4x 


fidy der Null nähert; fo verfteht man unter der derivirten Function 


von y die Function W + v. Y—1, fo daß alfo 


yzWw+vY-1 
ift, Alle vorher bewieſenen Saͤtze muͤſſen eigentlich für imagindre 
Sunctionen noch befonders beiviefen werden. Hier wird es indef 
genügen, nur an einigen Beifpielen zu zeigen, wie man ſich in 
allen ähnlichen Fällen zu verhalten hat. Ä 


Sey je D, y„= za und 
z=zu+vr_—1i , 
wo u und x Functionen von x find, Nah dem Artifel Un- 


mögliche Größen (6.) fann man feßen: 


z = e(csp+sinpgY—1), 
e und ꝙ Functionen von x find. Folglich nach demfelben 


wo 
Artikel (3.): 


y= er (eos nꝙ 4 sinn —1) | 5 
=p+ qr-1. i | 


Nimmt man nun nad) den im Vorhergehenden bewieſenen allge- 
meinen Formeln die derivirten Functionen, fo erhält man ohne 


- Schivierigfeit: 
p =— neyp'sinnp + nen-1g'cosnp , 
= ngmp'cosnp + nen—ie'sinnp » 
Alfo - 
y p’ + q’ Y — 1 


=  non-i(g’ cosnp — op’ sinngp) 
+ nerei sinnp+ ep cosnp)Y—1. 


— 
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za—t = gnellcos(n—1)p + sinn—1)pY—-1}, 
"= g’cop— ey’sinp | 


+ (esinp + ep cap)Y—1; 

folglich, wenn man multiplicirt: 

zuiz' = ont (cos(n—1)p cosp — sin(n—1)ysiny)} 
— ep [sinm—1)pcosp + cos(n—1)psiny)} 
+ gn=ig' (sin (n—1)p cosp + cos(n—1)psiny} Y—1 
+ e"y [cos(n— 1)p cosp — sinn—N)ypsinpg!Y-ı 

gemi(g’cosnp — ep’ sinnp) 

4 eri ( ę ain nꝙ + ep cösıny)Y” 1. 
Alſo offenbar nach dem Vorhergehenden: 
y=na-ly, 


oder 
y'=n(u+vV —647 — 1), 

ſo daß folglich die fruͤher in Bezug auf reelle Functionen bewieſene 

Regel zur Entwickelung der derivirten Functionen von Potenzen 

auch für imaginaͤre Functionen gilt. | 


Iſt 
2 a GIVMD + +91) + a+s +... 
fo ift | | 
yza-u+rp+tr+r..+(vrg+s+i.)YT. 
Alfo nady dem Obigen (12.) | 
y-zUV+p+r+..+(+f+s+..)r-1 
= wW+vYYZn) + eP+UT-1 + @ +47) +... 
Sey ferner 
y=(u+r—1)(p+tqr-1). 
Seht man nad) Unmöglicye Größen (6.) 
u+rsYZ-1= e(cosp+sinyY—1) » 
p+qgY-1= e,(cosy + sinyY—-1); 
fo iſt (a. a. D. 2.) - 
eeeos (p 48) + sin(p+Yy)Y-1} 
=r+ ir =$, 
Aber nad) aus dem Dbigen befannten Regeln: 
r (eel. eie) eos (ꝙ 4 ) — ee,lp+y)siakp+y), 
‘<= (eo, tae)inp+ty) eer (p Vos (p4V) . 
Folglich 
y= (@itee)cosp+ry) —ıee,(p’+Y) sin(p + v) 
+ le reed) 4 eer V) eos ( IVAI. 
Ferner iſt 
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W+rY—i= ecop— eysinp 
Ä + (sing + eprcsp)Y—1 
SHIT TI= ya 
| + (ed, siny + e,y' cosy)Y—1 
und hieraus findet man leicht: 
(u D +gdY-D=. 
eo cos ( 4) — eev sin (ꝙ 4 ) 
+ [ee,sin(p+Y) + eerv cos(p+y)}Y—1 
(p+grYZt)wW+vrrY<1)= 
g,g cos (p+Y) — erıp sin(p+Y) 
rare sinlpty) + ge.g’cos(pyFY)}Y—1 
Folglich 
r—Dor—5* (p+garTT)w+rrYZ1) 
= ke, tree )cos(py+ty) - en(ptv)sin(pty) 
er + ee, Fee)sinlprY) + ee (p+y)eostp+y))Y-. 
Alfo 
_ Hr Det N +E+I Du Hr : 


Iſt 
= u+rv/ — 1 
‚prar-i’ 
fo fey wieder | 
u+v’Y-1= e(cosp +sinpY 1) . 


p + qY-1= e, (cosy+sinyY—1) » 


\ 


Dann ift 
_g esp+ sing’ —1 
IT cosy — 





= 2, (2059 + sin — ZT)leosy + siny ’—1)7! 
= Loop + sing =D [est W + sin(-Y»Y—T) 
= tes(g—y)+ sin(p—y)Y—1} 


und man. Fönnte nun wieder auf ähnliche Art wie vorher verfahren 
Da aber hieraus erhellet, daß y von ber Som r Hs Y—L if 
le, ee man aud) auf folgende Art ganz einfach zum Zweck 
i | 
u+ rt =T=yp+ar-D; 
alfo nad) dem Vorhergehenden | a 
w+YrYr Zi=ylptg rn) +lptaf—)y 5 
= A nd Ka y(P+gY-iı) 
ptar—ı 
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woraus, wenn man u | 
— u4—7 
p+tgr—ı 
fegt, augenblicklich) : oo 
‚» _ P+9Y dw + Dt ZT + rm’ 
Y Gummi | “OHR RR RE — , 
__ prall)? 
Fuͤr y=a(u +vrY— 1) erhellet auf der Stelle, daß 


y=a(wW+yr-ı) 
ift. s | 

Mir werden fpäterhin noch auf diefen Gegenftand zuruͤck— 
fommen. | 


14. Nach dem, was wir im Vorbergehenden von den deri= . 
virten Functionen gehabt haben, ift der Uebergang zu den Differen- 
tialen fehr leicht. Unter dem Differential einer Sunctiony=f(x) 
mit einer veränderlichen Größe x verfteht man nämlich nichts 
anders, als das Product ihrer derivirten Function y —=f(x) 
in das Increment oder die Differenz 4x der unabhängigen. ver- 
aͤnderlichen Größe x, fo daß alfo, wenn wir, wie gewöhnlich, 
das Differential von y = f(x) durd) öy — Hf(x) bezeichnen, 
überhaupt 

Oy = y’Ax ober Of(x) = f(x). Ax 
if. Für yxifty=1l; alfo öox—= Ax. Daher feßt man 
gewöhnlid 

Oy = y’Ox ober Af(xz) = f(x).ox, 


und nennt auch 9x das Differential der unabhängigen veränderli« 
chen Größe x, wobei man aber zu bemerfen hat, daß Ox immer 
eine conftante Größe ift. Häufig nennt man die derivirten Functio— 
nen auch Differentialquotienten, weil nad) dem Obigen 
= = y’ oder ze = f(x) 
iſt. Das Differential einer Function entwickeln beißt diefelbe 
differentiiren. Die Wiffenfchaft, welche alle Arten von 
Functionen zu differentiiren lehrt, ift die Differentialred- 
nung, eine Wiffenfchaft, welche in allen Theilen der Mathema- 
tif die vielfachite Anwendung findet. Die wichtigften Anwendun— 
gen auf Geometrie und Analyfis werden gewöhnlich dem Vor— 
trage der Differentialrechnung felbft einverleibt, weil Nichts geeig- 
neter ift, das eigentliche Weſen diefer Wiffenfchaft in recht helles 
Licht‘ zu feßen. Die Theorie des fonctions analytiques und die _ 
Legons sur le calcul des fonctions von Lagrange find nichte 
anders, als in vieler Beziehung fehr vollftändige, mit großem 
Scharffinne verfaßte, Lehrbegriffe der Differentialrechnung, völ- 
lig würdig dem Genie ihres unfterblichen Urhebere. Lagrange 
vermeidet in diefen Werken den Begriff des Differential ganz, ine, 
Supplem, zu Kluͤgels Woͤrterb. I, R r 
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dem er bloß bei den derivirten Functionen ſtehen bleibt, Wir 
werden fpäterhin noch einmal auf diefe herrlichen Früchte des | 
menſchlichen Geiftes zuruͤckkommen. | 


15. Aus dem Vorhergehenden ergeben ſich unmittelbar fol- 
gende Formeln: 
| Ö,xa = nın-10x ; 
Ologx = loge,, = nd ol — Le, ER. ni. © ‚ 
x xla x loge 
= arlacx, d.ex = exös; 


Osinx = cosxdx, dcosx = — sinxdx, Otangxı — 




















cosx? 
Öcotx — — — 9 —— Sof, ER Ocosecx = — 9 
sinx Ccosx sinx 
OX Ox Ox 
Arcsinx= ——— A = = 
OArceinx erh OArccosx ——— 0 Arc tang ie 
Öx Ox 
ÖOArccotx ——— ÖArcsecx = — 
OArccosecx = — — 
xY2? —1 


Da nad (12.) die derivirte Function a jeder conftanten Größe 
a 7 O if, fo ift aud) das Differential da jeder conftanten Größe 


Iſt 


z=F(y)=F(fw); 
fo iſt nad) (4) — 


!=Fly)fla); 


alfo n A 
2 2 z = Flv).f(x). s 
— x | (y) -F.(x).Ox 
Fyz Zn, (x). = f(x). 
Folglich 


OF 
0: = = ö8() = F(y)öy. 


Diefe Formel ift fehr wichtig, wenn die Differentiale jufammen- 
geleöter Functionen entwickelt werben follen. Wäre z. B. z — 
sinx, fo fege man sin x — y, z=1y. Daun ift 
| | 6õ2 = Sr ösinx R 
d. i. nad) den obigen Formeln 
dh = UF m — 
— 5* — tangx ' 


Fuͤr z= er fei er=y,z=e_;%f iſt 


02 = der = evrexdx — ee" er, 
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Nach dem Obigen iſt 
0dz = F (y) oy j 
wo aber öy das Differential von y in Bezug auf x ale unab- 
hängige veränderliche Größe ift. Betrachtet man y ale unabhaͤn⸗ 
gige veraͤnderliche Groͤße, ſo iſt nach (14.) 
öF(y) = FGV)GõY. 
Man fann alfo Az == HF ( y) feßen, nur mit der Bemerfung, 
daß, nachdem man OF(y) in Bezug auf y als unabhängige 
veraͤnderliche Größe entwidelt hat, Ay als dag Differential: von _ 
y in Bezug auf x ale unabhängige veränderliche Größe betrad)- 
et und als ſolches entwickelt werden muß, um auch dz in Bes 
ug auf x als unabhängige verändgrliche Größe zu erhalten. 
Aus (12) und (13.) ergeben ſich ferner ſehr leicht folgende 
sormeln: | 
Fuͤr y=az ift dy = adz. 
Für y=z-+-u+rv+w+.,.. ift 
oy õ 4 õu 4 ir he 
ry=atz+tu+rv+w+... if 
oO = 02 + du + dr + dw + 
ieraus, mit der vorhergehenden Formel verglichen, erhellet, daß 
— — , d. i. das Differential jeder We ep Größe, =0 zu 
en bat. | 


Fuͤr y — parst... ift 
0 0 0 Or , ds , &t 
= Hr drTrTtrtr 
uͤr y — pq und y=par, z. B. iſt refpective oy pog + 
’p und 
öy = qrop Hr prög + pgar » 
sie man fo weiter gehen faun, ift flar. 


dir y= 7 if 


ey=u+rvr-1 if | 
y=dAu+ıhr—1. 

1 — Anwendungen dieſer Formeln zu zeigen, ſey y Stang x; 

l 


_ sinx j 
j — c005x’ 
glich j 
— cos xo ain x — sin xõ cos x Ceo⸗sxꝛ + sin x? )Ox 
— EEE TEE GE 3’ 


cosx? cosx? 


Kr 2 


i. 
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Otangx = —— > | 








wie vorher. Für y= cotx hat man eben fo | 
sinxOcosx — cosxdsinx — (sinx? + cosx?) dx | 
= sin x? sinx? . 
| / 
dctxm — — 
sinx 


Sur y — x if ly=xlx; alfo 
I = (141)ör, oy = w(1+k)ox. 


1 
-_ 1 
Fuͤr / * ft y= =; alfo 
a EN, — 
y x 
Für y = x⸗e iſt 
Oym xud.em + erd.m — — Rem dt axa-lemxöx, 
1 
Ö.xe-x ⸗ zuorn (2 — 1 )öx : 
In der Bezeichnung A.xte”* vertritt das Punftum hinter dem 
Differentialzeichen die Stelle einer Parenthefe, inden man eigent- 
lich Alxee*) fchreiben müßte. Die erftere Dezeihuungsart ift 
fürzer, und wird daher häufig angewandt, 
gr y=T if - 


1x065. eax — eax )xx aetixox — enıcox 
Ay = det ern _ aennör — enör, 


x? x® 


— —6-MNa. 


dv. i. 





 (@+2]?’ 
wobei man, wie immer bei conftanten Größen, da =O feßt. 


16. Hat man die derivirte Function „=f (x) einer be— 
liebigen primitiden Sunction „= fix) gefunden, fo fann man 
offenbar nun dieſe derivirte Function als eine newe primitive 
ae betrachten, und wieder ihre derivirte Function nehmen. 

iefe derivirte Function, als primitive Function betrachtet, führt 
dann ferner zu einer- dritten derivirten Sunction, dieſe zu einer 
vierten, dieſe zu einer fünften u. ſ. w., ein Verfahren ‚ weldyes 
fid) offenbar beliebig weit fortfeßen läßt. Die derivirten Functio- 
nen, welche man auf diefe Weife erhält, heißen in Bezug auf die 
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gegebene primitive Function die:erfte, zweite, dritte, vierte 
u, fe w. derivirte Function, und werden Durch 
YıyYıy yo Xä *.. MD ...., 


PR), ER), ER, ER), Er), 2... fin (X), a0.» . 
bezeichnet. Ueberhaupt ergiebt fidy aus dem Bisherigen auf der 
Stelle, daß die nte derivirte Function einer beliebigen primitiven 
Function die erfte derivirte Function ihrer (n — 1 Yen derivirten 
Function ift, ein Verhalten, welches durdy die Gleichung 

ya) = (ya) ober fin) (x) (fœ-i xy)’ 
ausgedrüct wird. 

Auf ganz analoge Weife führt das erfte Differential 
einer gegebenen Function nad) dem in (14.) entwickelten Begriffe 
des Differentiald uͤberhaupt, als eine neue primitive Function 
von Neuem differentiirt, zu dem zweiten Differential der 
gegebenen Function; diefes, als eine neue primitive Function von 
Meuem differentürt, zu dem dritten Differential der geges 
benen Zunction; diefes auf ganz Ähnliche Art zu dem vierten, 
dieſes zu dem fünften u. f. w. Ueberhaupt iſt wieder das nte 
Differential einer beliebigen Function das erfie Differential ihres 
(n— 1)ten Differentials, fo daß alfo, wenn man die Diffes 
ventigle der Function y=f(x) nad) der Reihe durd) 

Oy, O?y, Odys Ory, O’ysorıı OBy5 ...., 
oder 
qt (), il), PER, HER), Elk)ı .... il), .n. 


bezeichnet, allgemein 
Ouy = O(dn-iy) ober Onf(x) = d(On-!f(x)) 

if. Nach (14.) iſt nun für. jede Function dy= yox, und dx 
muß als eine conitante Größe betrachtet werden. Nach (15.) iſt 
allgemein, wenn y— az ift und a eine conftante Größe bezeich— 
net, Oy = adz. Differentürt man alfo nad) diefer Regel die Fun— 
ction dy — yox, fo ergiebt fid) leicht nad) und nad: 
dy = y Öx , 

d?y = õy õ* = (Y) Oxdx = y”oOx? 

0’y = õy õx = (y”)’Oxdx? = y”’ 0x? 

ty = õy õxꝰ = (y)’Oxox? = yrort 

05y = Ayıröxt = (yır)’OxOx* = yrox°® 

| fh uff 

fo daß alfo überhaupt 


oay * yG) dan, = 2 y6) 


oder 


oder * 
det (x) = Fin) (x) Orr, m — fin) (x) 


x 
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iſt, und folglich die nte derivirte Function einer beliebigen pri: 
mitiven Sunction erhalten wird, wenn man deren ntes Differen- 
tial durch die nte Potenz des Differentiald der unabhängigen ver- 
‚ Anderlichen Größe dividirt, weshalb die nfe derivirte Function 
aud), Häufig der nte Differentialguotient genannt wird, 
Nah diefen Principien und den oben gegebenen allgemeinen 
Megeln zur Entiwicdelung der gi Differentiale hat es num nicht 
die mindefte Schwierigfeit, die Differentiale aller Ordnungen jeder 
beliebigen Sunction nad) der Meihe zu finden, wenn Man nur 
das erite Differential jeder beliebigen Function finden fann, wel | 
des wir nun an einigen DBeifpielen erläutern wollen, | 


» Für yx® erhält man dur fuccefive Differentiation | 
fehr leicht | 
day = m(m—1) ... (m—n+1)xm-ndr , 
Iſt m=n, alfo m eine pofitive Yanze Zahl, fo ift 
| Any = 1.2.3.4....n dm. 
Eben fo leicht ergiebt ſich Ä 
On .,ax — ax (la)a Oxn, On.ex = dm. 


Da ferner nad) (15.) 
Ologx = 


log e 
x 


iſt, fo ift offenbar - 
Onlogx = loge.dn-1(x-1)Ax . 


Sept man aber in der oben für OP,xw gefundenen Formel n—1 
fuͤr n und m — — 1, fo wird. 


on⸗i ¶ i) = -1.-2. 3... (n—1)ammdan-1, 


— (—1)a-i 1.2. {a —1) Oxu-t ; 


0x = loge,x-1öx 





fi 
roig ” 2.3...(n—1)loge 


dulogx = (—1)n-1 n ya Om , 


und fire natürliche Logarithmen: 
Salz = (— 1 )Ja-1 1 Stat pw - 
Eben fo Teicht 'ergiebt ſich auch 


— hör , 


mit dem Bemerken, daß für — jederzeit nur die größte in diefem 


Bruche enthaltene ganze Zahl und das obere oder untere Worzei- 
chen, fo wie die obere oder untere trigonometrifhe Function ge- 
nommen wird, je nachdem n eine gerade oder eine ungerade Zahl 
iſt. Mebrigens ift auch 
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Osinx= cosxd%x == siu(x+4n)dx 
Ö?sinz = — sinxdxı? = sin(x +37) 0x? 
Ö’sinx = — cosxoxr’ = sin(x +37) dr? 
ö’sinx— sinxdx* = sin(x+4n)0x* 
Osinx—= cosxox’ = sin(x+ $n)Ox® 

—— u. ſ. f. 

d cosx = — sinxöx == cos(x+4n)0dx 
0: cosx = — cosxOu? — cos(x + 37)0x” 
Ocoax—m sus’ cos (x-+3n)ox® 
Ocosx— cosxöxt = cos(x + än)Oxt 
05 cosx = — sinxdz? = cos(x +52) 0x? 

uff. u. ſ. f. 
folglich allgemein 

da in x ⸗sin (x 4 Inn) Oat, Ar cos x = cos(x4 Jnm)Örm, 
Nach (15.) iſt 


| dx 
ÖArctangx = — 


alſo, wenn wir Arctangx—9 ſetzen, x=tangp, worau 
leicht | | 
a x? 1 
sing? = Ir cosyp? = if: - 


folglich 


Differentürt man nun nad) den oben bewieſenen Regeln biefe 
Sormel ferner, indem man bemerft, daß 9 felbft eine Function 
- von x, 9x conftant if: fo erhält man; 

- Ö? Arctangx = — 2cospsinpöpdx, 
Aber Op — cosp?ox. Folglich 
Ö? Arctangx = — 2cosp? sinpOx? , 
oder, weil ing cosp ⸗ «in2 9 if, 
d? Arctangx = — cos p? sinip ok? . 
Durch fernere Differentiation ergiebt fid) hieraus; 
03 Arctangx = — 2cosp? cos ip Op dx? 
+ 2c0sgp sin ꝙ sin2p Ay dx® 
— — 2cosgp* cos2y Ox? + 2cosp? sin p sin? Ox? 
= — 2005? (cosp cos2y — sinp sin?) 0x? 
= — 2cosp? cos3p dx? 
d* Arctangx ⸗2. 3 eos ꝙꝰ sindp dp dr 
2 2.3005 p? sin ꝙ cos ip. dp-öx? 
— 213005 p° sindp Ox* + 2.305 p* sin cos 399xꝰ 
| = 2.3c0sgp*(cosp sindp + sing cos 3p).0x* 
= 2.3005 p* sindyp 0x? 


OAsxctangx = cosp?’dx. 


d. i. für jedes n 


om 
* 
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õs Are tangx = 2.3. 40s ꝙ* eos 40 Op Ox* 
— 2. 3. 4 00s p? sing sin Aꝙ Op Ox* 
= 2.3.4cosp° cosAp 0x5 — 2.3.4c0sp° sinpsin dp Ox5 
= 2.3.4c0sy° (cosp cos Aſç — sinp sin 4p)0x° 
= 2.3.4cosgp> cos dp 0x5 
0% Arctangx = — 2.3.4.5 c0sp° sin dp Op 0x 
— 2.3.4.5cosp*smp cosdpOpAxS 
= — 2,3.4.5c0sp’ sinöp0x® — 2.3.4, ‚5.008 p° sin ꝙ cos Sp õx⸗ 
= — 2.3.4.5c0sp°(cospsind5p + sin ꝙ cos 5p) Ox°. 
= —2.3.4.5c0sp‘ sin6p Ox® . 
Es unterliegt feinem Zweifel, wie man auf diefe Yet weiter ge⸗ 
ben kann. Allgemein ift 
On Arctangx — 1.2.3...(2n — 1) (—1)n cos? sin2npöxtn , 
Pet Arstangım 1.2.3...2n (—1)» cos put! cos (In + 1) y Ox2n-+Hı, 
Aber 
sin2n (sn —gp) = sin (nr —2ng) = — cosnz sin np 
' . = — (—1)2sintng , 
sin (2n +1) 47 —g) = sin {nam — (2n+1)p + ir} 
= cos{nz—(2n-+1)p} 
== cosnz cos(?2n a 1)2cos(2n + 29; s 


sin2np = — * sin2n(in—p), 


1 (—1) 
cos(2n--1)y= sin (Zn + 1)(ir—p) . 
Solglich 
Ö?n Arc tang x=—1.2.3..(2n-1) cos p?n sin Zn (In -p) Ox?n , 
Ö?n+l Arctangx— 1.2.3...2n cos p2n-+!sin (2n +1) (ir p) — 


— 
(1) 


O8 Arotangx = 1.2.3..(n—1) (—1)n=1cosy® sinn (Jjn—p)Oxn , 


wo immer Arctangx = @ ift, 


Nach (15.) ift 


Öx Ä ÖX 
OArctangx — — OArccotx = — — 
folglid) 
OArccotx = — ÖArctangx,, 
oder 


OArccotx = (—1)0 Arctangx } 
woraus durd) fucceffive Differentiation augenblicklich: 
OR Arccotx = (+1) 62 Arctangx — OnArctangx. 
Folglich nach dem Dbigen für jedes n: 
On Arc cotx == 1.2.3... (n— 1) (— 1)" cospasinn (In —y) Orn , 
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für 9=Arctangx. Setzt manın — = 9 = 4n— 
fo it csp = sinyY, folglid) * 
On Arccotx = 1. 2.3.. el . 

Da tangp — tang (4a — Y) = cot ift, fo ift coty =xn 
17, Wir wollen nun auc) die derivirten Functionen oder 

Differentialquotienten der verfchiedenen Ordnungen von Arcsinx 

zu entwickeln ſuchen. Nach (15.) iſt 

Ox OArcsinx 


Yi-z' Ox 


Setzen wir alfoy=(1—x?) ’, fo ift offenbar 
0° Arcsinx — 
xn — Ayn-i ? 
und es fommt alſo jeßt bloß auf die Entwickelung der derivirtem 
Functionen oder Differentialquotienten. von y an. Führt man 
diefe Entwickelung nad) den aus dem Dbigen befannten Regeln 
wirflid) aus, fo ergiebt ſich nad) und nad): 


I - san). = (don) 


Nau-r)t4 — 


* ee 


ÖOArcsinx — 


= (i— a) (2x? +1) 


in = (i—x? 1.04 s (1x?) .2x (2x2 + 1) 


= (1x2) G +%) 
a — (1x2) F8x8 +9) + 41-82) 7.2860 + 96) 
= (1x2) 7 (24x 472x249). 


FBie man auf diefe Art ‚weiter gehen fann, ift klar. Setzen wir 
nun nach dem ſich aus diefer Entwickelung unziveideutig ergebenden 


Gefege: 


„Zn 
= (1—x?) 2 FAnzt-}Bnznm24 Onxut4Darnms +... ar 


fo ergiebt ſich durch. Entwicfelung des folgenden Differentialquos 

kienten: 
On+iy 
ap 





2n-+ 


4-2) 8 (ahnt (2) Burn (u Ca 22-5 + (n-6) Dam-T+.} 


— x?) — 2xAn as 4 Bn 202-4 Cu zn +Daxn-e + ...} 


2n43 


= (1-x?) 2 (1-x?) {nA, xn-i (n- 2) Bu xn-0ꝰ(n-4) Onxa54...} 


1 


a # 
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+(2n41)(1-x2) ? tAnxurihBn ai On m3- Du ms... } 

>»  1(2n-+-1) An x@+1--(2n+1) Ba x®-1-- (2n+1) Cnxn—3 

Ben + (2n-H)Dnxa-5+.. 
- nA,xm+1-(n-2)B„xn-1- (n-4)Cnxn>3 - (n-6)D — 
+ nA, xn-1(n-2) Bn x2-? + (n-4) Cn x25-... 

248 (n+1) Anxn-Fi (n-43) Bnx®—1-} (n4-5) On 223 

=(1-x?) 2 + (n+7) Dnx"5-+.. 
“+ nA, xn-44-(n-2) Bu amd -(n4)Cnx2-3—-.. 


= (22) 8° 


2n-+-3 


=(1-x2)" 2 {Ana XuHl Bapı 214 Cap HDapamsh..} 5 


woraus man alfo De Gleichungen zwiſchen den Coefficienten 
von yc und ya) erhält 


* Anti = (n+1)A, 
Bn.+1 = nAn + (n+3)Bn 
CGn+ı = (n—?2)Bn + (n +5)Cn : 
Dn+= (n—4)Cn + (n+7)Dua 
En+ı = {n—6)Dn + (n+9)En 
u. ſ. f. u. ſ. f. 


Sest man, wenn K, einen beliebigen Eoefficienten der nten des 
rivirten Function bezeichnet, überhaupt 


Kn ’ 


N 
L erhält man aus obigen Gleichungen leicht: 


A n-+1 = . —2— A’n 








u. ſ. f. uff 

Euler hat num zuerft in den Inst. cale. diff. T. I..S. 200, 

” at entwickelten Differentialquotienten auf folgende Form 
gebracht: | 





Oy 1 m" 
at 

O?y 1.2 | i 2.1 

ox? 2 (1 x2)% X r 3:77 h 
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d 123 |, —— 

x’ re! +17 a 

Ay _ 1.2.3.4 „1.3 4.3.2.1 

ιJ. 

ÖSy —_ 1.2.3.4.5 3 5.4.3.2, 

ler uch Dr a 4°1.2.3.4 J 

uff u. ſ. f. 
woraus ſich alſo das folgende allgemeine Geſetz ergiebt: 
ôuy 1.2.. x 3 n’(n-1 (n-2){n-3 
= 2 — en Ze 
(1-2?) ? 


— ot LOL Per 
diefe Reihe fo weit fortgefeßt, bis fie von felbft abbricht. - Will 
man diefed durch Induction gefundene Geſetz allgemein beweiſen, 
fo muß man zeigen, daß es für ytD gilt, wenn es für, yim 
gilt. Daß allgemein A’, =1 ift, folgt, weil A, =1 if, un 
mittelbar aus der Kelation ’ 
Anti — ñ— Rn . 
Bezeichnen wir nun den (k—1)ten und kten Coefficienten in 


y@) durch K’, und K',, fo ift nach dem bemerften Geſetze, wenn 
daffelbe für y als gültig angenommen wird: 
1 1.3.5..(k—5) n(n—1)..(n—2%k +5) 
2=746.(%— 4) 1.2.3...2k—4 ° 
x 1.3.5..(%k —3) n(n—1)..(n—2k+3) 
— — — 1.2.3...@k2) 9 


folglich offenbar 


- 23 DxK+Mm—-k+HN 
Kn = Kan (2k— 3)(2k — 2) 


on ergiebt fi) aber aus dem Dbigen die Tolgenbe — 
elation: 
n224421 n+%k—1 
—— — 
= fett, n-+2k—1 (n—%k+4)(n—2k +3)] 1 
= rt a er 
(2k— 2) (2k—2) = 


K’n 


— (1n 4 2x -2 +1) (n—2k +2 +1)) > 
—7 — — a 
— — En a ZEN 

ari (?2k—2)(2k— 2) ” 
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_n—%kr+4 (n + 1)? — (2k—2)?) >1 
Br en 
 rym EN 
(2k — 2)? 

_ %ık—3 (n+1)(n—%k+4)-1 

— %-2' “a 

_ 1.3:5...(2k— 3) (n#1)n(n—t)...(n+1 —2k-+3) 

7 1.2.3.4....(2k— 2) R 
woraus alfo —— daß das bemerkte Geſetz für K’en+ı gilt, 
wenn es für Km gilt, oder daß daffelbe überhaupt für yir+V 
gilt, wenn es für y gilt, und daher allgemein ift, weil feine 
Nichtigkeit oben bis yw durch Induction bewieſen worden ift. 
Es ift folglich 


On+lArcesinx _ 








— = 

1.2.3..nf 1. n(n-1) — 1. 3 nn- 1)(n- 23 I un 
tg et 1.2.3.4 
(1-x?). ? 1.3.5 n(n-1)(n-2)..(n-5) 
Ä FIT gar er 

oder 

On+ Aresinx _ 

— = 

1.23..nxn n(n-1) 1; : ‚n(a—1)(n—?2) (n—3) 

\ on +40 23 1.2.3.4x* 


1.3.5 ee 2) (n-3)(n-4)(n-5) 
+34 4.6° 1.2.3.4.5.6x® rt“ 


die Reihe immer fo weit fortgefeßt, bis fie von ſelbſt abbricht. 

Euler führe a. a. O. die Formel bloß an, ohne einen allgemei= 
nen Beweis zu geben. Dadurdy ward Lagrange veranlaßt, 
einen Beweis zu geben, den Lacroix im Traite du calcul diff. 
et du caleul int. T. I. p. 182. mittheilt. Einen andern Be— 
weis giebt 3. 5. Pfaff in der ‚überhaupt hierher gehörenden Abe 
handlung: £ocalformeln für höhere Differentiale in 
Hindenburgs zweiter Sammlung combinatorifd) » analytifcher 
Abhandlungen (Beipzig, 1800.) ©, 176. Beide Beweife, fo di= 
rect fie aud) zum Ziele führen, feßen aber den binomifchen Lehr— 
ſatz in größter Allgemeinheit voraus, indem fie auf der Ent 


wickelung von (1 — x?) rt; in eine Reihe beruhen. Wir durf- 
ten ung hier eine ſolche Vorausſetzung nicht verftatten, weil ge— 
gentwärtiger Artifel eine von der Entwicelung der Functionen 
in unendliche Reihen ganz unabhängige Darftellung der Differen- 
tialrechnung liefern fol. 


Weil nad) (15.) 
x 


OArccosx = — ——— = — OArcsinx 
rıi-x: 


— 
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ift, fo iſt klar, daß man mittelft des Obigen auch leicht Gr Arccosx 
finden fann, 


18. Iſt y=pg, wo p und q zwei beliebige Functionen 
von x bezeichnen, fo erhält man * ſucceſſive Differentiation 
dieſes Products leicht: | 


Leprg 
a _ Op dq | 
Ox? Pr ; 
öp og „ O?’p j 
Han + ont 


2q , „op og 
Par ——— 
.o°y o’q Op 0?q „°P og 
mı=Pa:Tt +2 4. 
Ö’p Ö RE 
2 PRU: a pP. „ p 


xt Ar tr 
= rn * Ada Ä 
at EN Bam 


„OP 03 org 4 p oq 
treten 

Auf diefe Art weiter zu gehen, hat feine Schiwierigfeit. Auch 

erhellet auf der Stelle, daß die numerifchen Coefficienten cben fo, 


fucceffiive aus einander entftehen, wie die Binomial - Eoefficien- 
ten. Daher ift allgemein: 


Se ——— 


oxa oxn—i 1,2 "Ox?' 
—— on⸗2p = n On-ip dq „ up 


Er PER RE 
oder 


ym = pgWm + TP — „az ed er. 


5 4 —— + —pia-ng + pm)g — 
wenn wir uns der in (16.) eingefuͤhrten — der deri— 
virten Functionen bedienen, welche hier, wie oft in andern Faͤl— 
len, bequem iſt. 


19. Wenn y=f(x), z=F(y) if, fo iſt nad) (15.) 
03 =F(y)öy, 
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wo aber Ay das Differential von y in Bezug auf x als unab- 
hängige veränderliche Größe iſt. Differentiirt man von: Neuem 
und bedient fi) der Kürze wegen immer der aus (16.) befannten 
Bezeichnung der derivirten Functionenz fo erhält man: 
0?z = F’(y)dy? + F(y)0’y, 
und hieraus ferner: 
02 = F’(y)Oy? + 2P’(y)oyo?y 
J FG)Gy õꝛy 4 F(y)o’y 
= F’(y)oy® + 3F09) 0y): 02y + F(y)ö°y 
0'2 = Fır(y)Oy*-+ 3F”(y)Ay?O?y + 3F" (y)O?yd?y 
+ 3F”’(y)dy?0?y 
+ 3F’(y)eyo’y + F(y)dty 
i + F’(y)öyo°y 
= Fir(y)dy* + 6F”’(y)Oy?d?y + 3F”(y)0?y0?y 
+ 4F’(y)dyd’y + Fiy)öty. 
Wie man auf diefe Art weiter gehen fann, ift Flar, 
20, Es fommt bei allgemeinen analytifchen Unterfuchungen 
nicht felten der Fall vor, daß, wenn y=f(lx) und x die un 
abhängige veränderliche Größe ift, oder wenigſtens als folche be- 
handelt worden ift, x nicht mehr als unabhängige veränvderliche 
Groͤße, fondern von ‚einer beliebigen neuen veränderlihen Größe 
abhängig gedacht werden fol, In allen folchen Fällen fragt «8 
fih) nun, was man ftatt der für x als unabhängige veränders 
liche, Größe entwickelten derivirten Functionen oder Differential: 
quotienten f(x), f(x), f(x)... in Die durch die im Rede 
— ae gefundenen Zormeln zu feten hat. Nach 
(19,) i | | 
oy =f(s)o, 
O’y = f’(x)öx? + f(x)O?x, 
Oy = f”’(x)öx?® + 38’ (K)dx0?x + Flr)o’x, 
ut f | u. ſ. f. 
Folglich, wenn man hieraus nach und nad) £ (x), f(x), f"(x) 
u. ſ. f. entiwidelt: 


023, 


f’ (x) „ae Her — 
„ cur Ox? 0?y — 30x 0?x0?y + 30y 0?x0?x als Ox0y0?’x 
De, 
u. ſ. f u, ſ. f. 


Dieſe Ausdruͤcke muß man alfo nad) der Reihe für 
Agergeroeh,.. 
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& { 
egen, wenn x nicht mehr ald unabhängige veränderlicye Größe _ 
yetradhtet, fondern als von irgend einer andern veränderlichen 
Sröße abhängig gedacht wird. Nur der erfte Differentialquotient 
leibt alfo bei diefem Verfahren, welches man Veränderung, 
Berwehfelung oder Vertaufhung der unabhängigen 
yeränderlihen Groͤße nennt, riückfichtlich feines allgemeinen 
pmbolifchen Ausdrucks unverändert. Mehr und Allgemeineres 
ıber diefes Verfahren hier zu fagen ift unnöthig, da daſſelbe fchon 
n einem ihm ausjchließlidy gewidmeten Artikel diefes Wörterbuche 
usführlicy betrachtet worden ift. | 


l. Bon der Entwidelung der Junctionen einer 
eränderlihen Größe in Reihen mittelft der 
Differentialrehnung. Zaylors und Ma— 
claurins Säße 


21. Ehe wir zu der Entwickelung der Functionen in Reihen 
{bft übergehen können, müflen wir, um nicht auf andere Artifel 
iefe8 Woͤrterbuchs verweiſen zu dürfen, einige allgemeine arith- 
ſetiſche Saͤtze beweiſen, welche unferer folgenden Unterfuchung 
orzuͤglich zum Grunde liegen. Zumähft kommt es auf folgende 
reldrung an, Man fagt, daß eine Größe ziwifchen mehrern an— 


en, welche, fo wie jene Größe felbit, pofitiv und negativ feyn ’_ 


innen, enthalten, oder ein Mittel, auch eine Mittelgröße, 
oifchen denfelben fey, wenn diefe Größe größer als die Fleinfte, 
einer als die größte der gegebenen Größen ift, wobei über die 
egriffe größer und Fleiner der Artifel Ungleich (1.) im fünften 
heile diefes Woͤrterbuchs, den man überhaupt bei dem Folgen— 
n immer vor Augen haben muß, zu vergleichen ift. aß es 
yifchen mehrern ungfeichen Größen unendlich viele Mittelgrößen , 
ben fann, erhellet aus der fo eben gegebenen Definition von 
bit. Das Mittel zwifchen mehrern unter einander gleichen Gros 
n fällt offenbar mit diefen Größen ſelbſt zuſammen. Ueberhaupt 
I eine Mittelgröße zwifchen den gegebenen beliebigen Größen a, 
' a’, Bir durch) u 
. M(a, a“, a“, as...) 

jeichnet werden. Iſt A<B, ſo iſt nad) der gegebenen Er⸗ 
run 

— M{A,B)>A,M(A,B)<B, | 
d die Differenzen 

M(A,B)—A,B— M(A,B) 
d daher beide pofitiv, oder die Differenzen 
A—M(A,B),M(A, B)—B 

de negativ (Ungfeich 1.). Ohne daher jetzt noch ein beſtimmtes 
rhalten ruͤckſichtlich der gegenfeitigen Größe von A und B, ob 
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nämlich A<B if, oder dag Umgefehrte Statt findet, feftzu- 


ſetzen, ift überhäupt M(A, B) eine Mittelgröße ziwifchen A und 


B, wenn die Differenzen 

'A—M(A,B), M(A,B)—B 
| gleiche Vorzeichen haben, oder das Product 
| {A—M(A,B)}{M(A,B)—B} 


pofitiv iſt. Unter diefen Vorausſetzungen laffen fih nun die fol- 
genden Säge beweiſen. 


22, Wenn 


h — M(a, a’, u, e", — 
ift, fo iſt für jedes r immer 
rıh=M(ra, ra,ra”, ra”, ...): 


Die kleinfte unter den Größen a,a, a’, a” ,...fey a, die 
größte y, fo find nad) (21.), da h aud) eine Mittelgröße zwiſchen 


@ und y ift, die Differenzen y„— h, h — a beide pofitio, und: 


die Producte r(y — h), r(h — a), d. i. die Differenzen ry —rh, 
rh — ra, haben folglicy gleiche Vorzeichen. Daher ift nach (21.) 


rh = M(ra,ry). 
Weil nun re und ry offenbar unter den Gliedern der Reihe 
ra, ra, LE, Xa”, 000 
vorfommen, fo ift auch gewiß 
rh == M{rva, ra, ra”, 20" .„con00)3; 


weil ra und ry entiveder felbft das Hleinfte und größte Glied in 


obiger Reihe, oder zwifchen dem kleinſten und größten Gliede ent: 


halten find, folglich offenbar auch rh immer zwifchen dem kleiu— 
ften und größten Gliede enthalten ift, 
23. Wenn wieder 

| h=M(a,a,a”,@”,....) 
iſt, fo ift für jedes r auch | 

- h+r=M(atr,a’+r,a”+r, a” tr, ...), 
wo die obern und untern Zeichen auf beiden Seiten des Gleid)- 
heitszeichens fich auf einander beziehen. 


Unter den Größen a, a’, a’, a",... ſey a die fleinfte, y die 
größte, fo find die Differenzen | 
s Se üz a—a, a—a,a”—a, ....5 
yaayy-a,y—ad,y—a,.. 


ſaͤmmtlich poſitiv (Ungleich 1.). Alfo find auch die Differenzen 
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atrr—(e+tr),ytr—(a tr); 
a+r—(aetr),ytr—(atr; 
a”+tr—(etr),ytr— (a’tr); 
a’tr—(atr),y&r— (atr); 
u. ſ. f ut f. 
ſaͤmmtlich poſitiv, und unter den Groͤßen 
a+r, a tr, a” tr, a’ +r,.. 
ift folglich @+ r die kleinſte, y+r die größte (Ungleich. 1). 
Da nun h zwifchen a, a, a", a",,.. enthalten it, fo it nad) (21.) 
; s h>a,h<p; 
oder die Differenzen 


—G&, y-ıh 


find beide pofitiv (Ungleich. 1.). Alfo find offenbar aud die 
Differenzen 
h+r—(etr),y+r—(htr) 
beide poſitiv, oder es ift 
h+r>a+tr, h+tr<ytr,. 
Folglich ift h+r größer als die kleinſte, Heiner als die größte 
unter den Größen | 
a+tr, a+tr, a’ tr, a’ tr, ..,n 
d. i. nach (21.) \ 
h+r=M(atr, a+tr, a”tr,a”+tr, ...)>» 
wie bewieſen werden ſollte. | 
24. Wenn die Größen h, a, a, a, wre ſaͤmmtlich 
pofitiv ſind, und 
h=M(a,a,a”,a”,...) 
ift, fo ift für jedes r: 
hr = M(a, ar, ar, ar, ....). W 
Seyen wieder a und y die kleinſte und größte unter den Größen 
a, a, a, A zer. fo find die Differenzen | 
y—-hı, ha 
beide pofitio, oder eg it y>h, h>a. Iſt nun r pofitis, 
fo it y>hr, he at (üngleich. 8.), d. is die Differenzen 
y— hr, hr — ar 
find beide pofitiv. Iſt dagegen r negativ, fo iſt yf ht, ht Zoot 
(Ungleich. 8,), oder die Differenzen 
, P yr — hr, hr u rt 
find beide negativ. Dieſe ae haben folglich immer gleiche 
Vorzeichen, und nach (21.) ift alfo | | 
ht = M(at, y*) » 
Da nun at, yr offenbar beide in der Reihe ar, a, tyenn 
vorfommen, fo it augenfcheinlih auf aͤhnliche Art, wie auch 
ſchon in (22.) gefchlofien wurde, 
Subpplem. zu Klügels Wörterb, J. Sf 
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A hr M(ar,at, a’r, ar, ...) . 
Hat man nämlidy überhaupt bewiefen, daß eine Größe w eine 
Mittelgröße zwifchen irgend zwei in der Reihe a, b, c, dr .... 
vorfommenden Gliedern g, k it; fo fann man immer fchließen, 
daß u—=M(a,b,e, d, 2...) ift, weil offenbar 5 k entive= 
der felbft die Fleinfte und größte unter den Größen a, b, 
oder zwiſchen der Fleinften und größten enthalten find. 

Fuͤr — iſt z. B. 
yYı=M(ya,Yia, Ya’, Ya”, ....)5 


h=M(a,a, a”, &@”,....) 
iſt, und h, a, a’, a’, a",... ſaͤmmtlich pofitiv find, 
235. Wenn a, a,a”, a" ,... beliebige Größen bezeichnen, 
r aber pofitiv. und | ' 
N h=M(a,a,a”,a”,..) 


e, d, .../ 


wenn 


iſt, ſo iſt immer 

| h_-M(n,re,r",r’;,oo)eo 
Sind wieder @ und Y bie fleinfte und größte unter den Größen 
a,a,a,a,.,fo ii y> h, h>ae, weil h nad) der Vor— 
ausfeßung eine Mittelgröße zwifhen a, a, a, ne Die 
Differenzen 

’ y—h, h — — 
ſind folglich beide poſitiv. Weil ferner r? — rk, n>r ode 
7 < ah, rt < re ifl, jenachdem r > oder <1 iſt (Ungleich. 9.); 
fo haben die Differenzen | 
i m _rh, fr 
ſtets ‚gleiche Vorzeichen, und es ift alfo nad) (21.) 
ıı—M(r,r’), | 

folglich nach der vorher ſchon mehrmals angewandten Schluß- 
weife aud) | 

yı— M(r, re, 2,7”, ....), 
wie bewieſen werden follte, | 


26. Die Baſis eines logarithmifchen Syſtems, für welches 
die Logarithmen durd) log bezeichnet werden, ſey = b, und h, 
a, a, a“, a“, ... feyen ſaͤmmtlich pofitiv; fo if, wenn 
; h= Ml(a,a,a”,a”, ...) 
ift, immer auch | 

logh =M (loga, loga’, loga”,loga”, ....). 
Behalten % y ihre frühere Bedeutung als die fleinfte und größte 
unter den Größen a, a,a,& z...; fo find, weil diefe Größen 
nad) der Vorausſetzung ſaͤmmtlich pofitiv find, die Brüche 2, 
offenbar beide größer als die Einheit, und die Differenzen 
logy — logh; logh — loga 7 


Po 
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ſind demnach beide poſitiv, d. i. 
logh = M(loge, logy) , 
alfo nad) der ſchon mehrmals angewandten Schlußart immer auch 
logh = M(loga, loga’, loga”, zu ....)3; 
wie — werden follte, 
277. Seyena,a,.a’, a,... belichige, dagegen b, b’, b”, 

b",... fänmtlid) Größen mit demfelben Vorzeichen, deren Anz 

zahl in beiden Reihen = n feyn mag; fo ift immer 


” ⸗ 


aratra”+a”+r. a 2 
erteen(g b’ 5’ »” u): 


Sey @ die Lleinfte, y’ die größte unter den Größen 


a a’ a” a” 
7 7 p” p” > 2243 
ſo ſind die — 


a a a z 
Sr 7 ro» u 


’ ” »” 

i 
® z a’ z „ „ z 
— — 7 — — — a — „ie> 
b ’ b ’ b’ 7 ’ 5” ’ 


.. pofitiv. Da nun nad) der Vorausſetzung b, b’, b”, 
... alle gleiche Vorzeichen haben, fo haben auch die Producte 


Cd d —— 
B(2-e), #(3-e), 2 (ne), (a), 


d. i. die Differenzen 
yb — a, yb’—a’ ? yb” — a”, vb” — a”, “... 3 
a — ab, a' — ab', a’ — ab“, a“ — ab'“,. 
ſaͤmmtlich gleiche a folglicy offenbar auch die Summen 
y(b+b’+b"+b"’+...) —(ara’+a”ra”...) 
und 
ata+a’+a”’t..— olb+b+b”’+b"”’+...); 


alfo auch die Duotienten 
at+-a+a’”+a” 4.. atrata’ra”r.. — 
—J DH Hat. s 
fo daß nad) (21,) , 
ara+ta”+a”+... 
++ PH... Maar 
und folglich nach der mehrfach angewandten Schlußart auch 
a+r@ta’ta”r+.,. En a” 
b+b’+b” ee :=M(}. 177 h’’ p”? ) 


iſt. 
Sſ2 


2 
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Setzt man b=beb=b’= ...— 1, fo twird 
ara ra + +... — M(a,d, a en —* 9 


worin die bekannte Regel fuͤr das ſogenannte arithmetiſche Mittel 


zwiſchen mehrern gegebenen Groͤßen enthalten iſt. 


* 


Sind. die Brühe 2, Dr par pr... ſaͤmmtlich einander 
gleich, fo. fällt das Mittel zwiſchen ihnen mit ihnen felbit zuſam— 
fammen, woraus fid) nady dem Vorhergehenden das aud) an 
ſich merkwuͤrdige arithmetiſche Theorem ergiebt, daß, die Gleich⸗ 
heit der obigen Bruͤche vorausgeſetzt, immer | 

ygatata”ra”+..:, a , a’ a” j a’ 


b+b+b’+b"+... = b b’ 57 h” .... 


if. 





28, Sind E, €, 0", @"r... Größen von einerlei Vorzei⸗ 


chen, fo haben, wenn, tie vorher, b, b, b"; b",... Größen. 


von einerlei Vorzeichen ſind, auch die Producte 
be, be, be”, be”, .... — 
ſaͤmmtlich gleiche Vorzeichen, und es iſt folglich nach (27,) 


ap 4 aꝰ o 4 a 4 ae + u _M ag a’e a * ao” ) 
be + b’e‘ > be” + — 4 — bo’ b’e’ ’ b’e" ’ b"’o"' 7 3 
d. i. 


a0 + a’e’ + a’e”+ a’o + a = Mm(r a a” a” ) 
be+ b’e’ 4 b’e" + be" + ER — b ’ bh’ ’ b” 3, h” yıı- . 


Für a ER 0 SR | iſt 


ao + ao ta’ + ae” + — — or ” — 
There de hr BUEIEEN se); 
oder 

d ae + a’e’ + a’e” + ae” + ua > 

— (e+e+e”+e”+...).Mla,a’,a’,d’,....); 
fo daß alfo, wenn a, a, a, a" 7... beliebige, dagegen Q, €, 
€, Q@" 7... Größen von einerlei Vorzeichen find, das Aggregat 

tar ra" ten 
immer erhalten wird, wenn man die Summe 
et+te te" te” +... 

in eine gewiſſe Mittelgröße zwiſchen a, a, a", a5... multipli- 
eirt, ein Saß, welcher für viele analytifche Unterfuchungen von 
großer Wichtigkeit ift, und aud) ſoglelch nachher bei dem Beweiſe 
eines wichtigen Theorems angewandt erden wird. 

29. Sey y — f(x) eine beliebige zwiſchen den — 
— und x—=b ſtetige (2.) Function von x Auch jey 
- f(x) eine zwiſchen denfelben Gränzen ftetige Function 
von x. Man feße 
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b—-amn, b=atkn, | | 
wo n eine beliebige pofitive ganze Zahl bezeichnet. 
Ferner iſt nach einer aus dem Obigen befannten Bezeich- 
nung: k 


f(ata)— f(a) = Af(a) 
f(a+2a) — f(atrae) = Hlara)' 
fa+3a) — f(a+?2e) = Af(a 4 20) 
f(a+na) — f(a+(n—1)a) = 4la+ ne) . 
Alfo, wenn man addirt und a-+ na = b feßt: 
f(b)—f(a)= Af(a)+ Af (a) + Af(a+20) +... + Af(a+(n-1) 0) . 
Dezeichnet nun M eine gewifje Mittelgröße zwifchen 
M(a), Alara), Ala+?e), ... I(a+(n—1)a); 
fo ift man nad) (W.), wenn die dortigen eis 
—1 gefeßt werden, berechtigt, zu feßen: a2 
Af(a) + If(ate) + If(a+2e) +... Sf(afn—1)e) = nM, 
d&i, | 
i(b) — f(a)=ıoM, 
‚und, wel b— a ne if: | 
f{b)—fia)_M 
b—-a ” ' 
Beil M eine Mittelgröße zwiſchen 
A(a), Af(ar+a), Ala+2e), ... Ak(a ᷣ0 - 10) 
ift, fo ift nach) (22.) = eine Mittelgröße zivifchen 
Ale) Aare) Arm) Alamm--Ne) 


Die Größe a ift ganz willführlidh, und man fann ſich alfo vor- 
ftellen, daß diefelbe fi) der Null immer mehr nähere, Die Öränze, 
welcher fich 


A) _ Eis ta) — fa) 

@ 2 F F 
immer mehr und mehr naͤhert, wenn a fi der Null nähert, iſt 
nach (3.) die derivirte Function f (x), oder, was daffelbe ift (14.), 
der Differentialquotient an Daher find die Gränzen, welchen fich 

Af(a) Al(atra) Hla+?2ae) Af(at+(n—1)e) 
— oo — — — ee ... — — 


¶ u 
naͤhern, wenn a ſich der Null nähert, offenbar die Werthe des 
Differentialguotienten —_ , weldye man erhält, wenn man in 


demfelben nad) und nad) 
a, a-ro, a 20 ar 3e, nr. ar (n—1)a 
i | 
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— 


fuͤr x ſetzt, oder, was daſſelbe iſt, die folgenden Werthe der 
derivirten Fungtion f(x): 7: 
f (a), fla+o), !(a+ 2a), ...Flaptn—1)e). 
Laͤßt man alfo a fich der Null nähern, fo nähert die Reihe 
Ale) Ala+a) Ala+?e) _ A(a+(n—1)e) 
BE ’ u.” * 4 

ſich immer mehr und mehr der Reihe der Werthe des Differen- 
tialquotienten oder der derivirten $unctionen f(x), welche 
man erhält, wern man fih x von x — aà bis x=a+tnae—=b 
ftetig verändern läßt, und man fieht leicht, daß man beide Reihen 
einander beliebig nahe ‚bringen fann, wenn man nur nie aus den 
‚ Augen verliert, daß nad. der Borausfegung fowohl ECx), ale 
auch 22 , zwiſchen den Graͤnzen x — a und x=b eine ſte— 
tige Function iſt. er | 

Hieraus ergiebt ſich nun mittelft des Dbigen mit wölfiger 
Deutlichkeit das wichtige Theorem, daß 

| f(b) — f(a) 
h—a 

jederzeit eine Mittelgröße zwiſchen allen Werthen des Differential: 
quotienten az vn x=abex=b, di. größer als der 
kleinſte, Eleiner ald der größte unter allen diefen Werthen des in 
Rede ftehenden Differentialquotienten ift. 
Da —=f (x) zwiſchen den Graͤnzen x=a, x— b 


ſtetig iſt, ſo kann man ſich die Werthe dieſer Function zwiſchen 
den. angegebenen Graͤnzen durch eine Curve dargeſtellt denken. 
Weil nun, wie vorher bewieſen worden iſt, die Function 


(bh) — f(a) 
b—a 


eine Mittelgröße zwifchen den Werthen von f(x)vonx=a 
bis x b ift, fo ift klar, daß einer diefer Werthe von f(x) 
der obigen Größe gleih feyn muß. Gegen wir den zivifchen 
x= a'und x— b liegenden Werth yon x, welchem der in Rede 
— Werth von fx) entſpricht, SaT i (b — a); fo iſt 
alſo | 

a 4 i(b—a) = M(a,b). 

Folglich nach (23.), wenn man fuhtrahirt, auch 
| Ä i(b—a)=M(0, ba), 

und, wenn man durch b— a dividirt, nad) (22,) 

i=M(0, 1), 

di A ein pofitiver aͤchter Bruch, Demnach iſt alfo 
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f(b) — f(a) 


farbe), 


f(b) — fla)=(b—-a)f(aricb—a)), 
nd i immer ein pofitiver Ächter Bruch. | 
30. Dan fann aber diefen Gab nod) zu — Allgemein⸗ 
jeit erheben. Seyen naͤmlich jetzt X) und Fix) zwei beliebige 
wiſchen den Gränzen x= a und x=b ſtetige Functionen von 
c, und der Differentalquotient en ändere zwiſchen diefen Graͤn⸗ 
en ſein Zeichen nicht. Iſt nun wieder U 

b — an, b=aHtne; 

o erhalten wir ganz wie vorher: 
(b)—f(a) = Af(a) + Af(ata) + Af (a4 20) +... SA(a 460 - H60), 
G) - F(a)=4AF (a) + AF (a+o) + AF (a+2o) +... + IF (a}u—1)e) ; 
olglich KR 
— — „A (et2) — — — «) | 
‘(b)—F(a) 2) = AF =: «) en 728 PETE q 





aͤßt man nun a ſich der Null beliebig nähern, fo nähern nad) 
29,) die Reihen | | 

Aa) Ala+ca) Afla+?e) Af(a-+-(n—1)e) 

a Fra Der ae zes el Ze 
nd RT c 
Ec.., Fur AF(a+ 20) „„TF@ta—ne) | 
. a a [73 u 
ich refpective immer mehr und mehr den Reihen der Werthe der 
ifferentialquotienten | 

öf(x) b ÖF(x) 

/ ur un 73 ' | 
wifchen den Gränzen x=a, x—=b, und fünnen denfelben 
eliebig nahe gebracht werden. Da nun nad) der Vorausſetzung 
er letztere Differentialquotient zwiſchen dieſen Graͤnzen ſein 
eichen nicht ändert, und a beliebig klein genommen werden kann; 
9 ergiebt fi) aus (2.) unmittelbar, daß 

f(b)—f(a) | 

| F(b)—F(a) 

ine Mittelgeöße zwifchen allen Werthen des Bruchs 
of(x) | 








on x=a bie x—=b if, vi größer als der Eleinfte, kleiner 
18 der größte diefer Werthe, Ä 
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Nehmen wir nun an, daß 
| f(x) 
Ä r’(x) — 
zwiſchen den Graͤnzen x — a, x—=b fletig, und x eine Mittel- 
größe zwifchen a und b ift, fo erhellet mittelft des Vorhergehen⸗ 
den leichte (am leichteften, wenn man fid) nn zwiſchen den 
Graͤnzen x=a und x—b durd eine Curve dargeftellt denkt), 
daß immer Ä 





f(b)—f(a) _Ff(x) 
F(b)—F(a) Fix) | 
gefegt werden kann. Sehen wir =ati(b—a), fo ifl 
nach der Vorausfegung 
| a+i(b—a)=M(a,b); 
folglich nady (23:), wenn man a fubtrahirt: 
a i(b-a)=M(0,b-a), 
und, wenn man durch b — a dividirt, nad) (22.) 
| i=M(0,1), 
fo daß alfo i immer ein pofitiver Achter Bruch iſt. Man kann 
alſo unter den obigen Vorausfeßungen immer 
_f(b)—f(a) _f(a+icb—a)) 
| Ä F(b)—F(a)” F(a+icb—a)) 
feßen, fo daß i ein pofitiver aͤchter Bruch iſt. 
31. Nehmen wir nun an, daß die Functionen 
f(x), Fix), f’@), 7m, .... EN); 
F(x), F' (), F’(x), F’(xX), „... FM) 
jrifchen den Graͤnzen x=a,x=b ſtetig find, und daß feine 
er Sunckionen | | 
F(x), F@), F’(x), FG), .... Ftn) (x) 
zwifchen diefen Graͤnzen ihr Zeichen ändert; fo iſt nad) (30.), 
wenn i, W, ir, 4", 00. ja7d gemwiffe pofitive aͤchte Brüche 
bezeichnen: 





f(b)— fla) _flaticb—a)) 
F(b)—F(a) "” F(aticb—a)) 

ffaticb—a))— fl(a) _ ffa+iicb—a)) 

F(aticb-a)—F(a) Fl(atiidb-—») 
f’(a+i’(b—a))— f”fa) _ f”(a+iii”(b—a)) 
F’(a+ilc(b—a))—F’(a) F’(a+ili”cb—a)) 








 Fadfa ii im (b-a))-Fin- (a) f ( a 4 iiꝰ in) it (b-a)) 
Fo-h(a-+ii’.iu-2/(b-a))-Fu-N (a) Fo)(atir „ia win-N(b-a)) 
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Zu bemerken ift hierbei noch, daß für jedes poſitive i, wel- 
ches kleiner als die Einheit it, a+ilb — a) zwiſchen a und b 
liegt. Da nämlidy i pofitiv und <1 ift; fo ift 
i=M(0,1); 
folglich, wenn man mit b — a multiplicirt, nad) (22.) 
i(b—-a)=M(0, b—a), 
und, wenn man a addirt, nad) (23.) 
ati(b—a)=M(a,b), 
wie behauptet wurde. Diefe Bemerkung fchien und nöthig zu 
feyn, wenn man deutlich überfehen will, daß nad) der Woraus- 
fegung alle obigen Functionen zwifchen den Werthen der verän- ' 
derlichen Größe, auf weldye ſich ihre Werthe beziehen, ftetig find, 
wie erfordert wird, fenn der in ( 30.) ‚beiviefene Sat anwend⸗ 
bar feyn fol. Daß i, ii, Hi ,iidi 0. ſaͤmmtlich pofitiv 
und <1 find, verfteht ſich von reiht. 
Sind nun 
f(a), f(a), f’(a), Ela), .... En-d(a); 
F(a), F’(a), F”’(a), F”(a), .... Fir-D(a) 
ſaͤmmtlich SZO, und bezeichnet jeßt i wieder überhaupt einen 
ewiſſen pofitiven Achten Bruch, fo ergiebt fih aus dem Bor» 
Vergsbenben auf der Stelle, daß | 
f(b) _ fm(a+icb—a)) 
F(b) " Fa(a+icb—a)) ; 
ift, wobei, wie ſich vom felbft verfieht, immer die obigen Vor- 
ausfegungen gültig bleiben, Da, wie wir vorher gefehen haben, 


atri(b—a) eine Mittelgröße zwiſchen a und b und 38 


nad der Vorausſetzung zwiſchen den Graͤnzen x — a, x—b 
ſtetig iſt, ſo iſt offenbar 
fn(aficb—a)) 
Fo)(a+Ficb—a))’ * 
d. i. Hr eine Mittelgröße zwifchen allen Werthen der Function 
FO yon x=a bie Xxb, d. i. Meiner als der größte, 
größer als der Fleinfte Werth diefer Function zwiſchen den anges 
gebenen Gränzen, immer unter den obigen Vorausfegungen. 
Segen wir nun F(x)= (x — a)”, fo if ” 
F(x) = (x—a): 
F(x) = n{x—a)ı-i 
Fo) =n(n—1)(x—a)n-? 
F” (x) = n(n—1)(n—?2)(x—a)n- 
Fia=1) (x) ne — TER, | 
Fo)(x) =n(n—1)(n—?2) ....3.2.1, 


⸗ 


en 
I 
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und bie Sunction F(x) genügt alfo offenbar allen obigen Be⸗ 


" dingungen, Genügt nun -audy f(x) den in Bezug auf diefe 


Function oben zum Grunde gelegten Bedingungen, fo ift nad) 
dem Vorhergehenden 
- f(b) _fw(a+icb—a)) 
— (bean TROC.. 
da’ FW (x) conſtant iſt, alſo natuͤrlich auch 

Fü)(aFi(b—a)) = 1.2, 3. 4.... n 
geſetzt werden muß. Folglich iſt immer unter den obigen Vor— 
ausfegungen in Bezug auf die Function (x)) 


ib)= Km (at ich a). 


oder auch, wenn twir jeßt x für b feßen: 


wobei angenommen wird, daß | | 
| £(x), Ex), E’R), ER), 0... Em (x) 
zwiſchen den Graͤnzen x=a, x—=x ſaͤmmtlich ftetig, und 
f(a), f(a), f’(a), £” (a), .... f{n-1)(a) 


ſammtlich = 0 find. 


32, Betrachten wir jeßt 
2 hn=-1 


h h> 
i&+h)-iQ)- ZN -;;f a vor een; 


7 f(in—1)(z) 


‚. als eine Function von h, und feßen diefelbe = Y(h), fo erhält 


man durch fucceffive Differentiation in Bezug auf h leicht nach 


und nach: | 
2 


h n— 
o(h)=f(x+ h)-E(x)- If (x) a en (x) 


go) =t ash Pr. — fan (a) 
hn=3 


123.05) 


RER E : > EM: — re ang 
gw(h)=fn)(x+h). 

Sind nun, immer in Bezug auf h als veränderliche Größe, 
f(x+h), (x+h), f’(x+h),.... fW(x+h) 
zwifchen den Gränzen h=0, h=h fietig, fo find offenbar au 

p(h), p’(h), P”(h), .... gi) (h) 


zwiſchen denfelben Gränzen ftetig. Ferner ift aud) flar, daß diefe 


legtern Functionen bis grtPch) für h=O fänmtlich verſchwin— 
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den. Geben wir nun in der in (31.) bewiefenen Glei jetzt 
a—O, x=h,x—a=h; fo erpdle — — 

Y6) m gywlih). — 


' 1.2.3..n ” 
‚Aber nad) dem Vorhergehenden 
“gpa(h)=fn(x+h); 
alfo auch 


und folglich 





gl) (ih) = fu)(x+ih), 


hu 
1.2.8..0 


ph) = fn)l(xFih). 





dv. i. a 
in) (x + ih). 7.5, 
h h® _, hn-1 | 
=f(a+h)-f9-—f@)-775f el ee zer var a er a — 
h RE). | 
EI re 





hn-1 ha . 
ten Start), 
wobei angenommen wird, daß 
f(x+h), f(x+h), f(x ph), .... fox h) 

zwifchen den Gränzen h=0 und h=h ftetig find. 

Da i ein pofitiver Ächter Bruch iſt, fo iſt, tie mir ſchon 
in (31.) gefehen haben, x ih eine Mittelgröße zwifchen x 
und x+h, Alſo ift, weil f(x + h) zwiſchen den Gränzen 
h=0, h=h fetig if, f”(x +ih) offenbar eine Mittel- 
größe ziwifchen den Werthen des Differentialquotienten oder der 
derivirten Function f(x) zwiſchen den Graͤnzen x—=x und 
x=x+h. Bezeichnen wir alfo den Fleinften unter allen dies 
fen Werthen durch K, den größten durch G, fo ift 

in (x+ih)>K, Im(x+ih)<G, 

oder uͤberhaupt 





fn)(xs+ih)=M(K,G). 
Alfo ift auch nad) (22.) 
ha > han ha 
Er MI auch 
und folglich nad) (23.), wenn wir | 
’ hn-=1 
f(x) + 276) + —* + © = N 


feßen: 





h 
Br 1.2.3... 





fm)(x+ih) 


han 


: ha 
* MIN +: NH} R 
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fo daß alſo immer f(x +h) eine Mittelgroͤße zwiſchen 


h h? e hn—ı ' h’K 
Iren ts, 


. und | 


we: h? _, hn—t nn 6G 
wear tn zn 


ift, oder die beiden, letzten Größen jederzeit je Gtänzen von 
f(x -+h) find, zwifchen denen f(x -+-h) liegt. Gebt man 
x—=0 und fohreibt x für h, fo ergiebt fic) hieraus, daß f(x) 
immer zwifchen den Gränzen | 

x x? xn—1 ınK 
OH TWIN Or 


und 





EHE 0 


enthalten ift, wo nun K und & refpective den Hleinften und größe. 
ten Werth von f(x) zwifchen den Gränzen x=0, x=x 
bezeichnen, und angenommen wird, daß | 

| f(x), Ex), 8’), Ela), 2. Edle) 
zwiſchen diefen Gränzen fletig find. 

Wenn | | 
f(x+h), f(x+h), F(x+h), f’(x+h), · ..; 

wie weit man auch diefe Reihe fortfegen mag, ziwifchen den 
Gränen h=0, h=h, oder, was daffelbe iſt, 

— a), 2, FR), Ps 
ziwifchen den Graͤnzen x=x, x=x-+h fitig find, und, 
wenn n wächft, die Größe 

hn 
1.2.3..n 

ſich immer mehr und mehr der Null naͤhert, und derſelben belie— 
big nahe gebracht werden kann, wenn man nur n groß genug 
nimmt; fo ift man nad) dem. Obigen berechtigt zu fegen: 


— IE an EIcyE EI Zee er DO EEE 220 are 


oder, was daſſelbe ift, 
of ? h’ _ 
indem man ſich diefe Reihen in's Unendliche fortgefegt denkt, und 
zugleich verfichert iſt, daß diefelben unter der obigen VBorausfeßung 
convergiven, fo daß alfo f(x + h) ihre wahre Summe ift. Letz⸗ 
tere Reihe ıft die nah) Broof Taylor benannte Taylor’fche 
Bd ‚, Welche eins der twichtigften analytifchen Theoreme ins 
olvirt. 





fin) (x + ih) 
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Da ferner nach dem Obigen, ivenn man x == 0 —— un 
dann zugleich x für h fchreibt, | 


9 =10 4 04 Zr dr 
n—1 
-.+ —— (0) + FR (ix) 


it, fo fann man, wenn 
f(x), f(x), f’(x), f(x), son; 
wie weit man auc) diefe Reihe fortfeßen mag, zivifchen den Grin⸗ 
jun x=0,x=x ſtetig find, und für wachfende n die Größe 
I. (ix) 
fi) immer mehr und mehr der Null nähert, und derfelben belie 


big nahe gebracht werden kann, wenn man nur nm groB genug 
nimmt, 


(6) = 800) + Fr + 204 + 


feßen, indem man gualeic verfichert iſt, daß diefe — — 
man nach ihrem Erfinder die Maclaurinſche Reihe nennt, 
unter der obigen Vorausſetzung convergirt ‚ alfo f(x) ihre wahre 
Summe ift. 


33. Wir wollen nun von den bisherigen Sägen fogleich 
einige Anwendungen machen. Zueft fey f(x)=e*, fo if 
nad) (16, — 

Ö x 


of) = ex dx, — > fin) x) =e. 


Folglich ift allgemein 0 (0) — — 1, und demnach e* immer zwi⸗ 
ſchen den Seanzen 


14 3*7 tr ti tn 


und 
1 x x? xn-t WMG 
Sr I Di tz — er 


enthalten, twie groß man auch n — mag (32.). K und 
G find refpective der Fleinfte und größte Werth von Fr(x) — e* 
zwiſchen den Graͤnzen x=0 und x—=x Weil nun e pofitiv 
und >1 iſt (7.) r fo ift für jedes pofitive x zwifchen den auges 
gebenen Gränzen e®—=1 offenbar der fleinfte, e* der größte Werth 
-vonf (x). Für jedes negative x findet dagegen das Umgefehrte 
Statt. Folglich find ohne Beziehung e® —=1 und e* immer 
der Fleinfte und ‚größte Werth von F (x) zwifchen den Gränzen 
x=(0, x=x, und e* ift ſolglich nad) dem Dbigen immer 
zwiſchen den 7 nzen 
xn-1 xn 


x* 
1+ + * 3 * PER — Ever 
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und | | | 

147 — * —— — — — 
enthalten, wie groß man — n —— mag. Der — 
ſchied zwiſchen dieſen beiden Graͤnzen iſt 


xn (ex - 1) 
1 .2.23. 4. ..n 


mes ex 


Setzen wir nun 


n (eX — 
— xn(e 2 


1.2.3.. 
————— — x 
HATT ZLGeN nr 
t _ _am#2(ex—1) = x? 
= 723.0) +) 
ROT WR ri (her) RER * 
— ——— 
uff uff 


fo erhellet, weil man, wie groß auch der abfolute Werth von x 
feyn mag, n doch immer größer als denfelben annehmen fan, 
a der. Stelle, daß der abfolute Werth von turn, Wenn man 
nut n + m groß genug annimmt, beliebig flein gemacht werden 
fann, und daß folglich die beiden obigen Gränzen von e*, wenn 
man nur n groß genug annimmt, einander beliebig nahe gebradyt 
werden fönnen. Daher wird, was auch x feyn mag, der Werth 
von e* durch die Reihe | 

xn—1 


x* x 
trete tt 


defto genauer ausgedrückt, je größer n ift, und man fann dem 
Werthe von e* beliebig nahe fommen, wenn man nur n groß 
genug annimmt. Solglich if für — x: 


x5 
rteratmeatnat 


und die Reihe auf der rechten Seite des ae con⸗ 
vergirt immer. 


Fuͤr xl if | 
1 1 1 1 1 
‚1 tat trat green 
wie auch fchon in (7.) gefunden worden ift, 
| Nach (9.) ift für jedes N 


alogN == elN n 


wenn logN fid) auf die Baſis a, IN ſich auf die Baſis e bezieht. 
5“ N=aiftlegN=loga—1, Folglich ift immer 


ae, ax — ala; 
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alſo nach dem Vorhergehenden fuͤr jedes a und jedes x: 


— xla , x?(la)? , x?(la)s x’(la)* 
Er al re a ar a tiasatrı- 


3. Sey ferner f(x) = sinx, fo ift nad) (16.) 
Orf(5) = sin (x + nn) dx, fin)(x) = sin (x+4nn). 
Folglich | 
3 lei) = Din (ix + am) * 


Der abfolute Werth von sin(ix + In) kann nie die Einheit 
überfteigen. Setzt man aber | 





xn xn 

1.2.3..n 1.2.5.n 

xn+1 xn x 
1.2.3...a+1)  1.2,3..nn+1 

xn-+2 xn x? 
1 2.3...(n+2) "1.2.3.0 oFN)ar2) 

xn-+3 — xn x3 
1.2.32...(n+3) ” 1.2.3..n (m+1)(n+2)(n+3) 

u. ſ. f u. ſ. f. 


fo erhellet, weil n immer größer als der abſolute Werth von x 
genommen werden kann, daf | | 
ın xn 
a —— | 
ſich der Null nähert, wenn n wächft, und derfelben beliebig nahe 
gebracht werden kann, wenn man nur n groß genug nimmt. Alfo 
ift für jedes x nad) (32,) | 


Sinx = (0) + 70) + TE ee 20) — 
Aber - 





sin(ix-F4nz) , 





f(0) = 0 
f(0) = sinin =1 
f()=sinn =#0 
f’(0)=sinia = —1 
fıv (0) = sin 2= = 0 
fr (0) = sinn = 1 
fr (0) = sin3n = 0 
fru(0) = sin = — 1 l 
uff uf. f 
Folglich für jedes x: 
| x3 > x? 


. x3 
MEERE TITG 1.7775 


Für f(x) = cosx ift nach (16.) 
Önf(x) = cos (x 4 Inn) dan, fü) (x) = cos(x+ 4un) » 





nn 
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EU TOP Sala a a vu 7 or 


woraus man auf ganz aͤhnliche Art wie vorher ſchließt, daß für 
jedes x 


2 
“ eosx=£(0) + 80) + 248 (0) +33" 0 — 
iſt. Aber | 


Es (ix + in) 5 





O)=1 
f (0) = costr = Ö 
I’(0)=con = —1 
f” (0) = cos}r = 0 
fiv(0) = cos?2r —=1 
iv(0) = cosin = 0 
‚M0o)=co#=—1 
fru (0) = c0s}= = 0 
u. ſ. f. u. f. 
Folglich für jedes x: 
Ä x? x? x5 x8 
STE — 
35. Fuͤr f(x) = Arctangx iſt, wenn wir Arctangx==g@ 
feßen, nad) (16.) 
. of (x) = 1.2.3..(n —1) ( Dræ i eos ꝙn sin n I - ꝙ) õa, 
fin)(x) = 1.2.3,.(n —1) (— 1)n-tcospasinn —) » 


Folglich, wenn man der Kürze wegen Arctangix = I feßt: 


yn “ R n 
— f(n) (ix) = (—1jn—1, -- cosyasinn(Iin—%) . 


Weil nun der abſolute Werth von cos zyn sinn (ir — V) die 


Einheit nie überfteigen fann, fo ift klar, daß firx—=+1 und 
x>—1,x<+1 die Größe , 
xn . 
1.2.3.0) 
der Null beliebig nahe gebracjt werden fanıt, wenn man nur n 
groß genug nimmt, und daß folglidy im vorliegenden Falle nach 
(32) fr x=tlımw x>—1,x<+1 


Arotangx = £(0) + EU ZOE SR AR ae 2 FE ER 
iſt. Aber | 

 I0Q9=aen,. 
für jedes pofitive oder negative ganze a. Folglich, da man, um 
ee fr (O) zu erhalten, offenbar au) P= ar feken 
muß, — — 
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cosgp" sinn(ir—p) = (—1)en sin (2 — ner ) 
== Nyafsindr cosnanr — 0087 m sin na | j 


= mind Sinn 


Alfo 
fo) (0) = 1.2.3...(n— 1) ( 1)a-ı sin” ; 
und demnach) | 
f()=1 - — 
f()= —1.sinn=0 
I’(0)= . 1.2sinder = — 1.2 
iv(0) = — 1.2.3 sin ?r = 0 
FO)= 1.2.3.4 sin$n = 1.2.3.4 
In(0) = — 1.2..5sind3r = 0 
a0) 1.2..6sinin =.— 1.2.8..6 
jvrm(0) = — 1.2..7sindr = 0 | 
fix (0) = 1.2..8sin2r = 1.2.3..8 
ur u. ſ. f. 
Daß f(O)—=1 ift, erhellet leicht, weil bekanntlich 


ÖArc tangx 1 


f(x) = ae ae = — 
iſt. Wir erhalten alſo mittelſt des Obigen: 
Arctangx = an + x — 4x? + 4x5 — 417 + IR oe... 
für x=+1 und jedes zwifchen den Gränzen xx — 1 und 
x —1 enthaltene x. Die Größe @ fann hier jede pofitive oder 
negative ganze. Zahl bezeichnen, welches darin feinen Grund hat, 
daß Arctangx in der That unendlich viele Werthe hat. Es ift 
auch verftattt — O zu feßen, wie aus dem Dbigen erhellet, 
und daher alfo aud) | 

Arctangx = x — 4x? + 1x5 — ix? + 119 — 
ein Werth von Arctangx, wenn nur immer x—= + 1 oder zwi—⸗ 
fehen den obigen Gränzen enthalten if. Für x == 0 wird 

x — 4123 4 48 — I... 0, 
und da diefe Reihe, weil diefelbe nad) dem Dbigen convergirt, 
offenbar eine ftetige Sunction von x iſt, immer aber einen Werth 
von Arctangx' darftellt, wenn nur x den obigen Bedingungen 
genügt; fo ift flar, daß durd) diefe Reihe immer der Werth von 
Arctangx dargeftellt wird, welcher feiner abfoluten Größe nad) 
unter allen Werthen von Arctangx am fleinften ift. 
Scht man alfo, wie es nah dem Dbigen verfiattee iſt, 
x=1; fo erhält man: | 
W in — 1—-— 4“ — 3 — 
eine convergirende Reihe fir Ar. 
Supplem, zu Klügeld Wörterb; 1. = =t 


u...‘ 
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36. Man kann die allgemeine Entwickelung einer Function 
in eine Reihe noch auf eine andere Art wie oben in (31.) und 
rn vornehmen, wozu nur einige Begriffe und Säge aus der 

ntegralrechuung nöthig find, die fich aber bier leicht einfchalten 
laffen. Man BERN nämlich) unter dem integral eines belie- 
bigen Differentiald Kox eine Function f(x), deren Differential 
— Xöx, Giebt alfo die Function f(x), nad) x als unabhän- 
gige veränderliche Größe differentiirt, das Differential Xox, fo 
a f(x) das Integral von Xox, ein Verhalten, welches 
‚dur | 


f(x) = [x | 
bezeichnet wird. | Iſt flx) ein Integral von Xöx, fo ift, wenn 


C eine beliebige conftante Größe bezeichnet, aud f(x) +C ein 
Antegral von Röx, weil auh - / ( 


| Olfa) + C} = Al) = Xodx 
if. Setzt man in dem Integral [xx zuerſt x— , dann 


x=a, und zieht den erſten Werth des Integrals von dem zwei— 
ten, ab, fo fagt man, man habe dag Integral zwifchen den Grän- 
zen x=a und x=a genommen, und ‚bezeichnet das fo ge- 


nommene Integral durch A XõGx ; fo daß alſo, wenn wie oben 
m) | ; 
: PRx=1%) if, immer 

JS. 0 = £(a) — f(e) 
iſt. 


| Borzüglih hat man ſich für das Folgende nachftehenden Sag 
zu merken: 


Wenn X, Y zwei beliebige Zunctionen von x find, fo ift 


immer 
Se% = x [xöx — fox fxox . 
Differentüirt man nämlich die Größe auf der rechten Seite | 


| nach den aus dem Dbigen befannten Regeln der Differentialrech- 
nung, fo erhält man ale Differential: — ß ” 


Xxõ Võx + OX. ————— 


= XYör + 0x. [or — 0x. No⸗ 
= XYo, 


x J Yöx — Jox [xöx 


fo daß alfo 
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nach den vorhergehenden Erfid 
von XYox if, wie behauptet * ein Werth des Jutegrals 
Iſt a eine beliebige conſtante Groͤße, ſo iſt immer 


Jr0 = u fü , 


wovon man fi augenblicklich überzeugt, wenn man differentiirt, 


Endlich hat man fich wegen des Kolgend * 
merken, daß fuͤr jede beliebige te ) —— noch zu 


So% = Sin) = | 


Sey namlich [{x)dx= px), fo ift 

0 Jto% = +0) - 90. 
So wie Vt(x)ox *9 (x) iſt, fo iſt auch 
— — 0 


wenn wir der Vollſtaͤndigkeit wegen noch eine Co 
Aber dh— x)=— ix, A PA ch nftante beifügen, 


J-era=f- 1)f(h—x) = — [ind (h-x)+C, 


2% ==glh-D)—-C, 


if. 


x 


h 
A ifh—-axr=—y0N) — C - 1-240- 0] 
—0) — —0)3 
folglich 


— Mia-vo⸗s 


wie behauptet wurde. 
Für das Differential xnox iſt immer 


——— 
⸗ 0 es 


wovon man ſich auf der Stelle überzeugt, wenn man die Funs 
ction auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens differentürt, 


37. Aus der vorher bemiefenen allgemeinen Formel 


[ax = [xx — fox [rer u 
/ . K2 
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folgt nun durch deren ſucceſſive Anwendung, wenn die derivirten 
Functionen auf gewoͤhnliche Weiſe bezeichnet, und x und him 
Folgenden ſtets als conſtante Groͤßen betrachtet werden: 


—VV000———— of (x +2) fr 
4 | = —f(s+h-2) + [Tretn-nde : 


weil, wenn die folgenden derivirten Functionen alle in Bezug. anf 
x+-h—z als einfache veränderliche Größe genommen werden, 

öfk+h—z2)=f'(x+h—:2) ö(&+h—z) = — f'«+h— z) 02 
ift. Alſo ferner a 


| ‚rer ma=grtn) + 4" (+ ha) fedz 


0 2 fof’(x+h—z) fadı 
641 27 Ph 1 Narr | 
=7fe+ +72 @+h=-2)+,775/? (x+h— 2) 0a. 
=ir@th-n)+ ur ja ern J 20 
= a for rn) 7 


7 22 
1 


Ä er 9 Aa ea Li 


woraus fhon klar ift, wie man auf diefe Art weiter gehen muß. 
Daher-ift allgemein 





2* „ * 
a Bram 


ferrn-2% =Zf@rhon)+ —— 


— en c+h-2) 





’ n—1 
+ Mage Hr h-2)0,. 


und, wenn man nun dag Integral zwifchen den.Öränzen z = 0, 
z=h nimmt: ! 


era rt” 
R ESEL et... 
hn—1 h n—1 
.+ TR Ve (x) +/, an Rth—) 01. 
‚ Aber nach (36.) — 


h; | 
J Farn- dem Fth-d-n)= "Axt 2)dz n 
o 0 \ 


® 
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Folglich 
⸗ — D —— — af +; * — Br 
ne + I en OLE J 
—— man — + z) nad) z, * — man 
öflx+z) =f(x+2)d(x+z2) = f(x+ 2). 
Alſo if a 
! frerva=tern) + C, 


— — f(xh) +6 — fi) —cC 


= f(x+h) — f@). 
Folglich nach dem — 


f(x+b) 97 ar) + i- —* — 3 er +: 
I — + Nr een . 
6 — — (36.) | 


en n — —2 — n — 
Nr! )(x+h * — * )(x-}h- (h 2)) 02 
o Lese me 





und folglid) h 
art 


1...(n-—1) 
alfo, für x=20; 
1) = 80 + + OO + 


th: * fa (0) 4 Si ei, 


24 aa) + — 





..(n—1) 

oder, x für h — 
12 

I60 = f(0) + 0475 2 fO0 4 a +. 


x — (n) 3 r 
. sr Pr er EA ee fin) (z) 02 


Vergleicht man ne Refultat mit der in =. senden Gleis 
hung, fo erhält man 


KT gu 4 
- — —D——— — In(ia), 
wo immer i einen poſitiven aͤchten Bruch RT SON F 


— 
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Seen wir Ä 
S a Wa=r6@), 
fo ift | 
= = len dr R 
Fe) — @. 


Nach (29.) ift nun, wenn wir das dortige a= 0, b= x feßen, 
und © für das dortige i fchreiben: 
F Fa) — F(0) = xF' (Gx): 
bh 

, 2 (x — Oxyn—1 
F(x) — F0) = I Gen 
Aber nach dem Obigen 


— (x z)n-1 n | 
FE) — FO) ul Are) )(2)d2 . 


Km). 








Folglich 
x (x — z)a-1 UT * 
JS T.a-7 m oa == 1... * 62) 3 
und demnach immer 
f(x) = f(0) + 7r(0) + art; 3t0) + 
Ä xn⸗ REN —1 | 
— ig en » 





wo jede geit © ein poſitiver — Bruch iſt. Unter dieſer Form 
iſt die Reihe oft beſonders bequem, wie wir jetzt an einigen Bei⸗ 
fpielen zeigen wollen, 


38, Für iX) (1 + x) iſt nach (16,) 

fü) (x) = a[a—1) ... (a—n +1) +), 
fa) (0) = a(a—1) .. (k—n+1). 

| Auch ift, wenn wir 


| za Omi n- 
tn am) (9) 
etzen: 
ſetz a(a — 1)...(a — 41) —— 
— en, 
Int = Sn ent Qxya—n=i 


ed 
— 
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a = Hu | 
—— 





E42 0222 N] Eur 2) Zu 
ne LEE 


UBRBEER TEC VCBESTCEESTCES urn 








u. f. f. u f. f. 
Da die Factoren 
DEE. N, ESTER —— —— 
— n+1?’ ı n+2?’ 1 n+3’'" 


I — und mehr der Einheit naͤhern ‚fo ift Klar, daß 


tn (1 -2)(1-;) (1-5) „(1--—2;) 


immer mehr und mehr einer beftimmten Gränze nähert, je größer 
man m nimmt. Iſt nun x >—1, x <+1, fo ift, weil © 
pofitiv und <A ift, auch wenn @=0O wäre, dem abfoluten 
Werthe nad) | 
xi—6® 
= 
und es fann folglich) tayım, alfo auch tn, wenn man nur n groß 
ae annimmt, der Null beliebig nahe gebracht werden, fo daß 
alfo ’ 
(+Y=1+ Ey ed „ee -Ne-I. — 
iſt, fuͤr jedes zwiſchen den Graͤnzen — 1 und +1 enthaltene x. | 
Fuͤr befondere Werthe des Erponenten_ « fann diefe Gleichung 
noch ‚für andere Werthe von x richtig feyn, woruͤber der Artikel 
Binomiſcher Lehrfag i. d. 3. nachzuſehen ift. Man darf aus 
dem Dbigen, wozu man leicht verleitet werden koͤnnte, nicht ſchließen, 
daß vorſtehende Gleichung für jedes @ gilt, wem x=+ 1 ift, 
weil vielleicht auh 0 = O feyn koͤnnte. Dann: waͤre aber 


für x—=1, alfo fein aͤchter Bruch, wie e8 doch bei den obigen 
Schluͤſſen erforderlic) — In dem angefuͤhrten Artikel findet man 
nähere Beftimmungen über dieſen Gegenftand. * 
Die Reihe 
afa 


A+ax).—=1+ —ax + —eS — 
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iſt richtig für ax > —1, ax < +1, d. i. für jedes x; deſſen 
abfoluter Werth <! ift. Ä 


39 Für f(x)=1(1+x) ift nad) (16.) 
= — 412.3...—-9 
1000 -9) — EFT) ung » 
| £0X0) = (—AJa=1,1,2.3...(n—1). 
Yuch ift, wenn wir wieder 


“ae (1 O)n-1 

— RE FT a 
feßen: 
— * za ( — O)n-1 
an,’ 
Hd—eoR . x(1— 6) 
| "ara ir ! 
Alfo : 


tn = tn 





tn41 = (—1)n 











1— 6)l2 

hr = Are &x J 

X(I-0OM- 
7 Tr Dr 

1— 9))* 

tn = ah 

u. ſ. f. uf. f. 


woraus man wieder auf ganz aͤhnliche Art wie vorher ſchließt, 

daß fuͤr jedes zwiſchen den Graͤnzen — 1 und +1 enthaltene x, 
d. i. für jedes x, welhes >—1, <+1 ift, immer 
III Xx — 4x2 + 428 — ist 4 15... 

Man kann noc bemerken, daß diefe Reihe auch noch für 

x—=1 gilt, wie leicht auf folgende Art mittelft des in (32, ) 
beiviefenen Satzes gezeigt werden kann. Es ift nämlich 





xn | 1 x ya 
— — — — — — — 
a lie Kern : 


Iſt nun x=1, fo iſt flar, daß immer, auch ſelbſt, wenn i, 
welches im Allgemeinen pofitiv und <1 iſt, —=0 feyn follte, 
diefe Größe Null — nahe — a — wenn 
man nur n groß genug macht, weshalb alſo die obige Reihe na 
(32.) aud) für x—=1 gilt , und folglich | 3 
it RL 1-2 F— tr... 


Differentialvechnung. 665 


Bezieht ſich log(1 + x) auf die Baſis a,’ fo iſt nad) (9.) 


‚log(1+x) = Ml(1+x) 
wo 


M= m: = loge 
N Alfo je für jedes x — den Graͤnzen — 1 und + 1, und 
uͤr x — 
as = M(x— 4x? + 12° — 4x? - 48° — ....). 
40. Zweckmaͤßig wird an diefem Drte noch folgende eigent- 


lid) zur Integralrechnung gehörende Betrachtung ADMISAEE 
Denn naͤmlich 


IYEWM) RM HR) +... Pal), 
alfo auch 
ꝙ (x) õx = = 9 (x) Ox + 9: (x) 0x + 9; (x) 0x + er... + Pn (x)Ox 
iſt; fo ift immer | 


Je@s=fe.@8+ 9, (x)0x+ 9 ( õx + — 


— — *05 
wovon man ſich ſogleich durch EAN überzeugt. Geben 


wir nun 
Jo&= 20; 


Jr SLETI 9 fe. Vırme,(K), N⸗⸗ Re; 


fo iſt | 
P6) 3 , ) + *6 F SBCG ... Sa) + C; 

folglich) 
$la)=»,(a) + 2, (0) + P,(a) +... + Ma) +C, 
Pleo) = P,(e) + P. (c) . () ++... + Palo) +C, 

. und demnad). durch Gubtraction: 

b()— Ele) = ıpı(a) — #, a P () — P.(] +. 

.-+ 19a) = Palo)] 5 
- d» i. nad) (36.) 


f: —— wtf" mWöx +... f" x. 


Iſt nun 
U, U, Un u; Us, Us cr 


eine von x= a bid x— a comvergivende Reihe, deren — 
= s iſt; fo ſey für cin beliebiges n 


s=w+u+%+ u, + «+. + Unı+ nl ;. 
söox = u,0xFu,0x+u,0x +... + an-ı0Xx + In (X) 0X .» 
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Dann iſt nach dem Vorhergehenden 


VA Au Aa A tee 
Ä .... + Jumıös + [max i 
Segen wir num, überhaupt J a 


f: Pn{x) õx = Pa+ı(X) ; 


0 ift, went Pur (xX) und 91 (x) zwiſchen den Gränzen x —= a 
er ! 
PH (a) — Pn+ı(le) = (a—a)yn(arila—a)), 

wo immer i einen pofitiven Achten Bruch bezeichnet. Da 
| | i=M(0,1) 
ift, fo ift audy nad) den aus dem Obigen befannten Säten von 
den Mittelgrößen: | 
i(a—a)=M(0,a—e), 
und, wenn man a adbdirt: | 
a+i(a—o)=M(a,a), | 
d. i. @a+ila—e) eine Mittelgröße zwifchen & und a. Weil 
nun nach der Vorausfegung die Reihe 
Uo; Us; Ug, Us, U,, Ugy ori. 
von x= a bis X a convergirt, fo fann durch Vergrößerung 
von n offenbar 9. (@« Fila—e)), alfo .aud) | 
 @—a)pn(a+ila—e)) = Yn+i(a) — Pn+ı (a) 
der Null beliebig nahe gebracht werden, Es ift aber nad) (36.) 


Part (2) — Par (a) = S. "pn ) ox, 


und man kann alſo durch Vergrößerung von n auch dieſes be- 
fimmte Integral der Null beliebig nahe bringen. Folglich iſt 
nad) dem Dbigen von x= a big x —=a: 


Se» u A Be act f 'wöx + TER 


eine convergirende Reihe, und fe "sox die Summe derfelben. 
Waͤre die Reihe 


Uo⸗ U; Ug; U; 5 Ug, Ugy ori. 


nur zwifhen den Graͤnzen x=a, x=a,d i. für x>a, 
x<a convergent, und 8 die Summe. derfelben, fo wirde diefe 
Reihe vqn x=a,bisx—=a, wo a und a’ zwei gewiffe den 
Größen & und a refpective unendlich nahe fommende Größen 
bezeichnen, convergiven und s ihre Summe feyn. Folglich wäre 
auch nur von ma bis x=a, d. i. für jedes x zivifchen 
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den Grängen x — a, x=a, oder für jedes x, welches > a, 
<a ift, nad dem Vorhergehenden ! 


Sf dr [int [adrt [dr — 


Natuͤrlich hat man hierbei immer auch die oben gemachten Vor⸗ 
ausfegungen wegen der Stetigfeit der Functionen feſtzuhalten. 


Nach (38.) ift für jedes x, welches zwifchen den Gränzen 
— 1 und +1 enthalten, . . >—1, <+1 if, wenn man 
un)! A a gt te 


Folglich nach dem Vorhergehenden, wenn man zwiſchen den Grän- | 
jenx—=0,x=x integrirt, für jedes x zwiſchen ‚den Graͤn- 
jen — 1 und +1: 
Sestastifr + 1.3 44 + 1.3.5 — 
. 2.8.6 z , 
d. i. nad) (36.) | | 
x dx x .1.3x5 ,1.3.5 x? , 1.3.5.7 x9 
Pe er ea astra TtTzansı re 
Nach (10.) ift 











Lk 
| bareciax En 3 


alfo | = 
| Arcainz — — =- [= j 
und folglich - 
ArosinxAresin 0444 + 125 + 22.7 * .. . | 
oder, wenn @ eine pofitive oder negative ganze Zahl bezeichnet: - 
Aresinz=antxt4- 7 + 15 + 17 4 000 
Bezeichnet aber jegt Arcsinx den zu X als Sinus gehörenden 
Bogen, welcher den Fleinften abfoluten Werth hat, fo iſt 
- 3 R 5 23.5 7 
Arosinx=x+ 4.5 + 12.7 4 —2 + u... 
wovon man fi) durch eine ganz ähnliche einfache Betrachtung 
wie in Bezug auf Arctangx in (39.) überzeugen fann. - Der 
Werth von x muß immer der Bedingung X > — 1, x<ri 
genügen. Sir x=+1 wir obige Reihe 
’ 1.3.5 
#fır324+ Mrrigartet 
welches ebenfalls eine convergirende Reihe ift, wie auf folgende 
Art gezeigt werden kann. Kür «== — + ft nad) (38.) 
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EIER WORD FIRE TU CR EN. 
a ee wi 


oder der Kürze wegen 


(12)? = FM + a,X + a,x? + a,x’ + a,x? + .. . — 
und dieſe Reihe convergirt immer, wenn nur der abſolute Werth 
von x <1 ift; Daher kann, indem n waͤchſt, wenn wir 
Sn=a, + a,X2 + a:% + ax’ +... Hr An—ı xu—1 
fegen, die Differenz | 
Sn-tın — Sn = ann + an ia" ti 4... + Ampm-ı zmtmmi | 
für jedes m der Null beliebig nahe gebracht werden, wenn nur 
x, weldyes wir von jeßt an ale pofitiv annehmen wollen, <1 
iſt, fo daß wir alfo fegen fünnen, daß n fo beſtimmt fey, daß 
Sntn — Ss < N 
ift, wenn N eine gegebene beliebig kleine pofitive Größe bezeich- 
net. Da nun die Coefficienten au, Ar, Ar, Ay, Agy er. offen 
bar beftändig abnehmen, P kann man augenfcheinlich die pofi= 
tive ganze Zahl » fo annehmen, daß zugleid) 
1 
Da eu 
ift, Weil aber 





| — und a, 
unter den Größen | 
ah nel en —— 
241’ 2743’ 2745’ —1 
Byy Buhl, Anp2y or. A»Lın-i ” 
refpective die größten, Dagegen 
ia xn-Fin⸗i und an-kın-1 
unter den Größen 
zu, xwrl, zu42,',... zuteil; 


w 


Any Ani 3 An-F2 222 an n 1 


reſpective die kleinſten ſind; ſo iſt offenbar 
1 
rer aaa BE BEE = 
1 


Er ae a 


1 2 
\ —— ;, Ayp2 C Anh? 5 
” 1 j 
m StR, Anti < antnmı 5 
folglich | 


x 
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1 
2’ + 2m—1 
< an" + anpixzntt . .. + Anpm-ırmtmei , 
d. i., wenn wir . 
entre dan 
ſetzen, 
S — Sp < Sntm — Sa, 
oder Sm — Ss, <N ‚ fo daß man alfo auch, für wachſende », 
diefe Pac für jedes m der Null beliebig nahe bringen kann, 
und daß folglich die Reihe 
Boy Aychy Aycky Aych, Ayıh, 1... 
., 1.3 1.3.5 _ 1.3.5.7 _ 
1, 3. 4, za mul ae 
convergent ift, wie behauptet wurde. Alfo ift 
J 1.3 x° 1.8.5 21 
+37 1247 t22067 + 
aud fir x=+1 nod eine convergente Reihe. Außerdem ift 
aud) Arcsinx in der Nähe von x —=_+ 1 offenbar eine ftetige 
Function, woraus ſich alfo, verbunden mit dem Vorhergehen— 
den, ergiebt, daß man in der Gleichung 
- Arcsinx= * 4 47 15 4 5 +... 
auh noch x—=+1 feßen kann. Fir x1 if aber, da 
Arcsinx nad) dem VBorhergehenden der zu x—=1 ald Sinus 
gehörende Bogen ift, welcher den Fleinten abfoluten Werth hat, 
Arcsinx=4r, und folglid) 


1 1 | 
Ay +1 + er rate tan. 


d. i. 


1.3 1.3.5 
sa=1+4.5j+ at aac tt .... . 
41. Wir wollen nun auch noc die Functionen 
f(x) = ecosfx, F(x) = e“Xsinpx 
in Reihen zu entivickeln fuchen. Differentürt man die erfte Fun— 
ction, fo erhält man 
f (x) = eex[acosfx — Bsin'px } . 
Setzt man aber 





x = are os = Ares 
jo ıft 
a= (a2 + Pr)tcosp; B= (a? +P?)? sing; 
folglid) | 


f(x) = (a2 4 82)? eax | cosp cosßx — sin sin px } 
= (a? +89? ocx cos(p+ fr). 
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Hieraus ergiebt ſich durch fernere Differentiation: 
t(6) (a4 A ex { ac0s (p-+Ax) — Bsin (P+Px9)} 
= (a? + #2)? eox (cospcos(p+ fx) — sinpsin(p+Px)} 
= (a2 4 B?)? eæx cos (2p + Px) | 
2") = (a?+ PP)? eox [acos(2p+Px) — Psin (2p+Px)} 
= (a? + +89)? eax Jcos ꝙ cos(?p-+ fx) — ain ꝙ — 445)] 
== (a?+ — * eeos (dp + Px) . 
So weiter gehend, ergiebt ſich: 
" En) (x) = (a? + 92)? erx cos(np+ Ax). 
Auf. ahnliche Art erhaͤlt man | 
F(x) = e@{fcosfx ++ asinpx} Br 
⸗ (424 pr)? ex {singpcosfx 4 cos sin fx} 
0 = (e+B2)F em sin (p+ Ar) 
F’ = (et +pN)F em [Boos (p+ Pr) + esin(p+ RR) 
= (a+ ⸗mes sing cos (p-Hfx) + cospsin(p-+£x)} 
= (a? + Pr)? eax sin(2p +4 #x) 
P” (x) = (a? + Anm em | Bcos(2p + x) + asink2p +Ax)}; 
= (02 + Art em (sin cos (2p + x) + — 
= (a? + in (dp + Pr) 
| uff wtf 
Alfo ift allgemein 
FO) (x) = (a? + ß?)? esin(np-+ Pr) - 
Folglich 
su (0) = —J— cos up, 
Fin) 0) = (0? + #?)?sin np» 
Ferner n en 


— — 4 a; 
2.3.4.. 


Fi) (ix) = (a? 499)? eeiesin ug +9 —*— 





a = rt. 


1.2. T-- 
i ift bier immer pofitiv und <A. Der größte abfolute Werth 
von cos(np + Pix) und sin( np + fix) ift die Einheit. Da 
ferner e >1 ift, ‚fo if, wenn ax poſitiv iſt, immer ex < e=, 
Iſt dagegen ax negativ, fo ift offenbar immer ex <1, wenig- 
fieng nie > 1. Man ſieht alfo, daß durch Vergrößerung 
von n 
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| TI iR) und EP (ie) 
der Null beliebig nahe gebracht werden können ‚ indem es immer 
verftattet ift n > x zu nehmen, rücfichtlich des abfoluten Wer: 


thes von x, wobei (33.) verglichen werden kann. Folglich ift 
nad (32,), wenn wir der Kürze wegen 


(+ BY)! = Ya = 
feßen: : 


‚x ‘ x? x 
eax cos fx — 1 e cos ꝙ · Ttetcos2p. te? c083p. 5 
x* 
+ gr cosdp.— + ...,. 
— x? ee 
ex sin fx — esinp.— te'sin2p.-—, + e? sindp.1 53 


+ er sind. + .... 
für | 
p = Arc co = Are sin . . 
Beide Reihen find nady dem Obigen convergent, für jedes x, 
42, Betrachten wir jet die imaginaͤre Reihe 


x+yYZ1, Kt yYZ0: | + YrYI9: 
r 1 * — "+7 1.2.3 Bes 


fo läßt fich Teicht zeigen, daß diefelbe für jedes x und y conver- 
girt, und zugleich kann mittelit des Borhergehenden leicht die 
Summe diefer Reihe gefunden werden, Geben wir naͤmlich 


| x+yY—-1=e(cosp+sinyY—-1); 
fo ift | 


Solglich 


e = Ye+y:,cop= 








e eos ꝙ x, esnymy. 


x 
Te 
— 7 
— = Arc sin — 
Ferner iſt bekanntlich 
xs+yY—1 = e(cosp + dIVAD) | 
x+yY N)? = eg? (cos%p + sinpyY-—-1) 
a+yr—T = e (cos3p + sin3p Y’—1) 
(+yY—-1) = g*(cos4&p + sin4pY 1) 
. u. ſ. ' uf f3 | 
alfo unfere obige Reihe 


p = Arccos 
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e cos 0? cos e* cos 2ꝙ e? cos3 
— — +, Er TG + 
+ esing + — „ende ‚inte, +. Zr 
d. i. nah (4) 


! — excosy + exsiny/—1 = ex(cosy Hann). ö 
Nach (33.) iſt jedes reelle x: 


-=147 — 


Setzt man in — Reihe x + yr—1 x, ſo erhaͤlt man 
die obige ſtets convergirende imaginaͤre Reihe. Der Analogie 
wegen verſteht man daher in der Analyſis unter der Potenz 


er+yY—1 mit dem imaginären Erponenten x+yr—1 de 
immer convergivende Reihe. 


we en 2. 
und es ift eofglich nad) dem — 
| ar im ex(cosy+siny/—1). 
Für — erhält man 
rin cosy 4 Key a, 


fo daß alfo immer 
ehr ae, — 
iſt. Setzt man —y für y, ſo dl man: 
"ee Alla = cosy — siny/—1; 
folglich) mittelft Addition und Subtraction: 
ri, ri | sr-1_ -,r-1. 
2 gruen 


— 


‚siny= . 
— 2 


Weil ferner nach (33) allgemein für jedes reelle x 


xla . x? er x3 ur 





cosy = 


ift, fo-feßt man der — wegen 


—— EL. 4 Er da)? . 
== 1-tecosgp= -+ eo? ana + * co: cr * 3* 


+ ſemo zen in Qu rm 


1.2.3 
d. i. nach (41.) 
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Pd A ER cos(yla) + exlasin larT | 
= exla {cos(yla) + sin(yla)Y—1} 
Für x==0 ift alfo | 


folglich 7 1_ cos(yla) + sin(yla)’_—1; . 
olgli 

Pe 
Auch hat man 


arty rt 1,_ enzla /cos(yla) + sin (yla)Y —1 }» 
= enzla {cos(nyla) + sin(nyla)7’ — 1} . 
Aber nach dem Vorhergehenden 
antun — 1 _ enzla {cos(nyla) + sin(nyla)Y—1}. 
Folglich immer 
art 2, — „IX +nyY-1. 
Alle Regeln der Rechnung mit Potenzen, welche gewöhnlich bloß 


für reelle Größen bewiefen werden, müflen auf diefe Art auf imas- 
ginäre Größen ausgedehnt werden, 


Sind y, z Functionen von x, fo ift 
ayte! 1 ._ eyla { cos (zla) + sin (ala)Y —1)} J 
Differentiirt man nun, fo wird nad) (13.) 
0.1  erinfcos(zlay + sin(la)Y’TT} lady 
— eyla {sin (zla) — cos(ala)Y —1}1lada 
= eyla { cos(zla) + sin(zla)Y —1}lady 
+ eyla {sin (zla).— cos (zla)Y-1} (Dj? lad 
* eyla {cos(zla) + sin (zla) r=1} lady U 
+ eyla{cos(zla) + sin (zla) rZı)Y-Tla 03 
* eyla {cos (ala) 4 sin (zla)Y-1} (õy 4 ⸗—Ia. 
Folglich — — 
EN u 5 1 u 97 OR 0aY—ı)la, 
deln tel —1 a, + 0Y 1), 
fo daß alſo die in (15.) bewiefenen Formeln auch gelten, wenn 
der Erponent imagindr iſt. ! 
43. Wenn 
— — — 
iſt, ſo heißt p+q Y—1 der Logarithmus von y +2 ri 
in Bezug auf a als Baſis. Nach (42,) it nun 
Supplem. zu Klügeld Wörterb, I. Uu 
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ptraY—i — > enla | cos (dla) B- ine Y=T; ; s 
folglid) | 
erla { cos (gla) + sin(glaaY—1} = ri ; 
und demnach 
Eplacos(gla) = y; epla sin (gla) = z; 
alfo 


’ 
— — y? + 22 » 
und folglich, wenn man die natürlichen Logarithmen nimme: 











Pt) 
* —* 
Ferner iſt 
| y y 
cos la) = — = — — 
o (q ) epla Y y’ + er 
: z 2 
sin (da) = an = Ya’ 
oder | ’ 
— ed = 1 Arosin ⏑ . 
la Yy? +2: la Yyra: 
Auch iſt | 
| tang (gqla) = > gy= . Arc lang - 
Folglich 





la 
| l(y+ zY —ı) = ıl(y?+z?) + ng x 
Nach (9.) ift immer M=; alfo " 
log(yFz/—1)=Ml(y+:Y-1). 


— l(y2 2 
log (yt rn) = IE ° + Arctang Y-T, 


Nun ift 
Blog (yH ID = = 4Möl(y?+2°) + Mö Arc tung YZT. 
Aber nach dem DObigen 





2y0y + 21202 _ yoı—ı0 
v2. 22) = 7 y 
Ally? +2?) — eye otang — = un . 
Folglich | 
ol — = mt % yd—ıöy — 
ae ne Me — = Pr» — 
_ mYOrHarZD) + san | 
77 


_ MI N+aY—1) (de HY—iy 1)? 
Bear 7 Sr 


= 
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mYlrt+rY—1) —- (y + ZT) ri 
(y+tzY—ı)(y-ır-1) 

(y-:TZ1)(dy+9.r 1) 

(yte!—i)(y-—ıY-1) 


; 


d. i. 
y+ıY 1 
RE — 
ytıl-ı 


44, Seht man in den in (42.) für cosy und siny ge⸗ 
Ä ‚fundenen Ausdrüde y+zY—1 für y, fo erhält man: 
emstytY—ı, e-ıY—1 
* ’ 
ir Y—i_ eyıY—i 


eos(y+=2Y-1) == 


sin(y+e:Y—- 1) = 

Aber nach (42.) 
er -1_ ey —1 
rt 





2r — 


= e-2(cöosy+siny”—1), 
er -1 


folglich 
wur ee ee 
| > —— 


sin(y+ 271) = (re teiny + ee Nemyyzz 2 


Differentiirt man nun ſ o wird 
doos(yFıY— tech einyör + en cos yõꝛ 


_ (et —e22) cos ydyy— (ei + 672) sin ydr ya 
.9 1 2 r_ı 


m — Men = 2* guy — — me * r=i) (dy+dıY 1) 
(e: + ee cos yoy 4 (et — > sin yOz 


== e: == er(cosy—siny’—1); - 


Osin(y+3Y—1) = 
_(e — ann sin — „(e + = cos yO2 ya . 


= (et @iones ei), 


d. i. 
dcos(y+ :Y-1) m — sin(y+zY—-1)(dy+027 1) ’ 
Osin(y+3Y—-1) = rt -TyraT-. 

Un 2 
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- Wie man auf diefe Art audy die übrigen oben für reelle Func⸗ 
tionen beiviefenen Regeln der Differentialkechnung auch für imagi- 
näre Functionen rechtfertigen fan, erhellee aus den bisherigen 


Beiſpielen hinlänglich, 


I. Bon den Differentialen der entwidelten 
Functionen mit mehrern veränderlihen Größen. 


45. Nach (32) iſt 
f(x+h) = f(x) ++ er bo... 


hn—i1 u 


h . 
BEER. 6 ; 
+. t793.aT + aa 





·n 


oder, wenn wir 1Gõx ſetzen, wo öx eine conftante Größe 
bezeichnet: 92 


f(x + 0x) = f(x) + 4) dx + ro. — 


1 * — 1 
+ ee) DR) dx —— 


Nach (16.) iſt aber allgemein 

Onf(x) = fin) (x) Om. Ä 
Folglich Fann man vorftehende Reihe auch auf folgende Art 
ſchreiben: 





fin)(x+ iOx)Ox . 


Ötlx) , RE) , ASflx) 








HI) + Tr triate 
u ER) FR Hide) 


1.2.3..(n—1) 1:2: n : 


Verſchwindet das letzte Glied diefer Formel für n— «, fo wird 
durch diefelbe FCx + Ox) in eine nad) den pofitiven ganzen Po- 
tenzen von Ox fortfchreitende Reihe entwickelt. 


46, Etwas Aehnliches läßt ſich, wie nun gezeigt werden 
foll, für jede Function - 
V=#£(x,y, 2,4, ...) = 
einer beliebigen Anzahl von einander unabhängiger veränderlicher 
Größen x, y, 2, U, z... leiten, Verändern ſich nämlich Die 
veränderlichen Größen refpective um dx, Ay, Oz, Ou, ......, 
wo 0X, Ay, 02, AU, .:.. immer conflante Größen bezeichnen, 
fo geht die Function in | 
 Eix+ox, y+oy, z+02, u+du, ....) 

über, und man kann nun verlangen, diefe neue Function, wenn 
es möglid it, in eine Reihe zu entwickeln, deren Glieder nad) 
gleich Hohen Dimenfionen von dx, Ay, Oz, Au, 2... geordnet 
find. Um zu einer folchen Entwicklung zu gelängen, wollen wir 
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eine beliebige neue veraͤnderliche Größe « einführen, und mit 
derfelben jedes Increment multipliciren, wodurd) wir die Function 


fix+aox, y+ady, 2tadz, uredu, ....)= F(e) 


erhalten, Betrachten wir in bdiefer en bloß a * unab⸗ 
haͤngige veraͤnderliche Groͤße, ſo iſt nach (32 


IExaõx, ytaoy, 244õs, — rw) 
a a? D a? ” 
= F(0) + 2F0)+.;F’0) + I4F’0) +. 


T...(a—1) 


Setzt man in diefer Gleichung a=1, fo BER man, wie fos 
sin näher gezeigt werden wird, für . 
f(x+0x, y+Oy, 2+02, u+oOu, ..:.) 
einen Ausdruck von der verlangten Korn, deffen letztes Glied 
jedoch nur dann vernachläffige werden kann, wenn daffelbe für 
n=» und @«=1 verſchwindet. Zunaͤchſt fommt es nun auf 
eine nähere Betrachtung der Größen F(O), FO), E’(0), 
F”(0), .... an, wozu wir jeßt übergehen wollen, 
47. Auf der Stelle erhellet, daß 
R(0) = f(x, y, 2, u, ..)=V 

iſt. Betrachtet man bloß eine veraͤnderliche Größe der Function 
V, z. B. x, als veränderlih, und entwidelt in Bezug auf 
Fa veränderliche Größe, indem man alle übrigen wie conftante 

Größen behandelt, ein belicbiges, z. B. dad nte Differential 
von V, fo foll daffelbe im Folgenden immer durch AUV bezeich- 
niet, und ein partielles Differential genannt werden, Eben‘ 
fo. wollen wir die nte derivirte Bunction, wenn bloß X als v ver⸗ 
aͤnderlich betrachtet wird, durch 

—A ⏑ 2:0) ’ 

bezeichnen, ſo daß alſo in dieſer Bezeichnung nad) dem Dbigen 
immer 


ift, 

Nach (45.) hat man fürn 1, wenn i,, ir, Bi Äar sone 
lauter pofitive Größen bezeichnen, die ſaͤmmtlich fleiner als die 
Einheit find, folgende Reihe von Gleichungen: 
f(x+aox, y, 2, Up...) — (X, Yı 2, U, er.) 

= fy(x+i,a0x, y, 2, u, ...) · a0X 
f(x+ ax, y}aoy, z, u, ...) — f(x+ aox, y, 2, U, ...) 
= f,(x+ aox, y+ti,aoy, Z, U, 2..).a0y 
ix Fax, y+ady, z+a02,w.)—f(x+ aox, ytady,2, u, ..) 
s =fz(latadı, ytady, z-+i,ad2, u, ...). a0 


Faa-2 (0) + ——— Fa) (je) . 





....+ 


onv = EN (x, y, 2, u 0...)Ox 
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f(x-hads, y+ada,2tadz,u+adu,...)—f(x+adx, yrady,z+ada, u, ..) 
— fu(x-+oodx, — — uti,adu, ..).adu 
u. ſ. f. | —u. ſ. De 


»Folglich, wenn man addiet, und — a dividirt: 
4ox. y+edy, 2 +adz, u+odu,...)—f(% 2 


& 
= Salxti,oöx, y, 2, Une) õx 
+ fy (x+ ax, y+i,a0y, 2, U, .. Jay 
+ f,(x+aox, ytredyyz+ri, @02, U, ...)0% 
+ fa re y+aoy, 24002, ufi,adu, ...)Ou 
* a re SR er a N 4 


Laͤßt man nun « ſich der Null nähern, fo erhellet, wenn wir 
wieder der Kürze wegen 


f(x+adx, y4 40y, z + c02, u+relu,..)=F(e). 


f(z, Js 2, Us ++.) = FO) 
ſetzen, auf der Stelle die Richtigkeit folgender Sleichung: 
F(a)—F(0) _ | 


Lim ‚Fx(2,y 2 U,or. .) 0X 
+ fy(x, 3, 2, U, 2.) Oyı 
+ fz.(x,y, 2, u, ...)08 
+ fa(2, y, 2, U, ...)Ou 
+ ° LE BE Br « * a ⁊* 2 
oder, was daſſelbe iſt: 
Lim Fa) — F(O — F(0) = 
Öxf(x, y»2,0,...) + Oyfiz, ZU...) + 0z8 (x, y,2,0,...) 
+ Ouf(&, Yı 2, ü,...) oe 
= %&V +0, V7+ 0zV + OuV +. 
. iſt nach dem Dbigen, wenn & eine beliebige veraͤnderliche 
roͤße, O eine pofitive Größe; die <A iſt, bezeichnet: 
F(£+e)=F(£)+ F($+ e).e, 


folglich fir 5 — 0: 


F(4) - Fi | 
(«) = Marla), 

und demnach offenbar 
Lim Fa) FO) _ con, 


ao 


fo daß alfo wach dem Vorhergehenden 
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F(0)= 'fx(x,y, 2, Uu,...)0x 

+ fy(x,y,2,u, ...)0y 

"+ f.(x, y, 2, U, ...)02 

+ f(x, y, 2, U, .»..)Ou 
= 0z,8(x,y,2,0,..) + ya, y 2,0.) + HH) de 2 

| = kV +0, V/+ IV + AV+ .. | 
if. Man ſieht hieraus, daß dag zweite Glied der in (46.) für 
F(0o) gefundenen Reihe die Incremente 9x, Oy, 02, Our ers, 
— — wird, ſaͤmmtlich bloß in der erften Dimenfion 
ent . 

Man kann aus dem hier Berviefenen auch noch einen an- 
dern für die ganze Differentialrechnung fehr wichtigen Sag ableis. 
ten, Wir haben nämlich gefehen, daß, wenn wir 

v=f(x,y2, u 0...) 
feßen, die Gränze, welcher 
f(x+aox, y+aoy, — ——2 


ſich nähert, wenn a fich der Huf nähert, 
= %&V+0,V+ 4sVY + hVY+. 
it. Sey nun 
v- f(u, VW er.) 5 

v, w, ... nicht mehr unabhängige veränderliche Größen, 
" fondern (ämmtlid) Functionen von x find; fo gehen u, v, w, see 
wenn — x ſich um Ax verändern läßt, in u+ Au, v4 4Av, 
w-H+ LIw, ....., alfo V in 

f(Eu Au, Ar, wre, ....) | 


über, und es ift folglich) 


AV _Slu+fu, v+ Av, w+ Aw, ...) — f(u, v, w, ...) 
A — Ix Ä R 
oder 


Au Aw | 
nern who A — v, w, ...) 


x Ax 
Sür u = (X), v=v(x), wg, . — nahern ſich, 
wenn x ſich der Null nähert, die Verhaͤltniſſe ur et = — 


bekanntlich den Graͤnzen P (x), W(x), X (X), ....., welche 
in dieſer Bezichung als conſtant u —— ſind, ſo daß alſo, 


wenn 4x fi) der Null nähert y * ſich immer mehr und mehr 


der Groͤße 
flu+rp (a) Az, v+w(x)Ax, w+ryY (x) x, ...)—f(u, v, w. ...) 
— Ax 
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nähert, wo, wie ſchon erinnert, ꝙ (x), WÄxX), X(X), ..... 
conftante Größen find, fo wie auch u, V, W, 2... von der 
Veränderung von Ax nicht mehr afficirt werden. Nach dem 
Vorhergehenden ift aber allgemein, svenn dx, Ay, 02, .... CONs 
ftant find, indem a ſich der Null nähert: 


Lim f(x tax; yteoy, — *2*t* er y. 2 
== fx(z, DE TRTERN |, 
+ fy(x, Y 2, 00..)0y 

+ fz(x, y, 2, ....)02 


Lim on) Ar He) Wr DAH.) — Fa vw.) 
Ax 
= fualu, v, w, ..)ꝙ 6) 
+ fy(u, v, w, ...)v E) 
+ fw(u, v, w, ...)2(@&) 
JJ 
und folglich auch nach dem Obigen, wie ſogleich erhellet: 


._AV 0oV j 
Lim I == falyu, v, w, +.) p (X) 


+ frlu,v, wwe-)v@) 
+ fwlu,r, ww...) 0) 
Ma a 
oV= falu, v, w,...)p (X) dx 
+ fy (u, v, w, 2...) w(R)Ox 
+ fyv(u, v, w, ..)2 (X)dx 
/ BE. EEE EEE 
Aber befanntlic) — 
| | 9 (s)0x = dpa) = Qu, 
v’(x)0x = dw(x) = Or,. 
x E)õx = 0x) = dw, 


u. Kt u. ſ. f. 
Alſo 
oV= fa (u, v, w, ...)õu 
+ fy(u, v, w, ..)or 
+ fw(u, v5 w, 2..)OW 
a ee er er 
Oder 


oV = OuV + OyV + OwV + ur.) 

‚ Man findet folglich OV, wenn man die partiellen Differentiale 
nV, EV, õxV, 2... in Bezug auf u, V, Wy +... als un⸗ 
abhängige veränderliche Größen entwickelt, diefelben zu einander 
addirt, und im Aggregat du, Av, Ow, .... als die Differen- 
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tiale der von x abhaͤngenden veraͤnderlichen Größen u, v, w, .... 
in Bezug auf x als unabhängige veränderliche Größe betrachtet. 
Diefer Satz ift für den 1 des Differentürend von 
großer Wichtigkeit. ft z. = ur, fo iſt 


IV N — = ur luovz; 
folglich 


oV = vur-!du + urludv, 

wo num aber du und Ov in Bezug auf die veränderliche Größe 
x, von weldyer u und v abhängen, weiter zu entwiceln find. 

48. In (47.) ift im Allgemeinen folgender Sat "berviefen 
worden. Wenn F(a) eine Function von folgender Form: 

F(o) = f(x+aox, ytady, z+adı, u+adu, ....), 
alfo 
ift; fo ift ö 

F0)=&V+09,V+:V+ AV+..=V, 
= ÖzF(0) + OyFi0) + 0zF(0) + duF(0) +... 
Um nun ferner Fa) zu entwiceln, feße man 
xtaix=p, Yy+ady=g, + adımer, ...., 

umd ee Pr 9, Ir 85 »r.. ale Sunetionen. » u a; fo ift 


nad) (47 


F(0) = f(x, y,2z, Up con.) = V 


Fat nenn. 
+ fa(p, g, r,s, 5 
+fr(pgır, 5; N) 
+f,(p, g, r, 5, 3 
| " + .... Fe ee 
d. i., wenn man die Differentialquotienten 
Op öq Or 6 
da’ da’ da’ da’ " 


wirklich entwickelt: 


F(a)= fyplPp q, I, 8, ...) ox 
+ fao(p, 9, r, 8, »..)0y 


‘ + fr(p, 9, 7, 8, 0...) 02 
+ fs(p, 9 7, 5, .. . )õu 
ne 6 


Hieraus erhellet, daß F'(o) eine Function von p/ q, x, s, or 
iſt, und folglich 


F —0— y+ady, 2 4 402, uredn, .. +) 


682 . Differentialrechnung. 
geſetzt werden kann. Ox, Ay, 92, du, .... find immer als con- 
ftant zu betrachten. Folglich iſt Ä 
FO)=fy(xX, Yy3, U,o.)=V,, 
und nach dem obigen allgemeinen Gage | 
F (0 =- kV, +9, V, +9.V, +AaVY, tr o.=V, 
= %F(0) + 0,F(0) + &2F(0) + OaF(O) +... 
° Auf ganz ähnliche Art wie vorher. ift nach (47.) 


dr | 
F’(a) = ru = fup(p 98 ip}: 


+ fiyg(Ppı Js I, 8, —8 
FGr(Pp, 97T, 5; BA 
+ f0(P, 9% 3 
I. ee EEE er 
d. i. wenn die Differentialquotienten von p, q, Ey 87 .... in 
Bezug auf a wieder. wirklich entwickelt werben: 
F’(e) = fiuyp(p, gs Tr, 8, «..)OX 
+ Fing(p» 45 Xu 85 +..)0y 
+ fyr(P, 9, tr, S, +..)02 ; 
+ Eins(p, I 7,5, ...)Ou 
J eng 
woraus alfo twieder erhellet, daß es verſtattet iſt, 
F’(a) = foy(x+ aux, y+ ady; z+r 002, ut .adu, MD 
alfo 
F’(0) = fay(x, y, 2, u, co...) =V,, 
folglich nach dem obigen allgemeinen Sage 
SEIN + V- õ- ta, to. V, 
’ = Ö0xF’(0) + O,F’(0) + 0zF”(0) + OGaF’(0) + .... 
zu ſetzen. 
Wie man auf diefe Art weiter gehen kann, unterliegt Feinem 
Zweifel. Betrachtet man aber die Formeln 
F(0) = V 
FO=-kV/+F+V+HVHr AV... = V, . 
= OzF(0) # OyF(0) + 02F(0) + OaF(0) + .... 
F(Oy=%&V, +0, V, +9V, +FaV, +... =V;, 
= 0xF(0) + dyF'(0) + 0&2F (0) + uF(0) + .... ® 
F”’(0) = 09V, + o V. + G02V, + hVY, +... V, 
= 0zF”(0) + 9, F’(0) + 0zF’(0) + OuF”’(0) + .... 
Fır(0) = 0x V, + 0,9, + V, + VI; +. =V, 
= 0xF” (0) + 0,F”(0) õ F (O) + Our” (0) +... 
u. ſ. f u. ſ.f. 
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näber, fo ficht man, daß eben fo, mie F(O)—=V, aus 
F(O)=V abgeleitet, wird, F'(0)=V, aus F(0)=V,, 
F”(0)=V, aus FF(0)=V,, FY(0)=V, aus F" (0) 
— V,,u f. f. abgeleitet wird. Weil ferner, wenn V nur von 
der einen verdnderlihen Größe x abhängt, 9, V =dV = 
u — — I a 0 ⸗ | 
FO)=V, a&V=09V 
ift; fo ift man übereingefommen, überhaupt die Function F' (0) 
— V, das erfte Differential der Function V in Bezug auf 
die unabhängigen verdnderlihen Größen X, Y, 2, U, ce zu 
nennen, und durch OV zu bezeichnen, fo daß alfo überhaupt 
öOV = Öflx, Yı 2, U, +...) 
; = 04V + I, V/ + Vu V + 

ift. Iſt aber diefer Begriff einmal auf diefe Art feitgeftellt, fo 
ergeben fi) aug dem Dbigen folgende Gleihungen: 

F(0)= V 

FO)=-.V+9,V+.V+r hVYt..= ov 

F(0 = IV + HIV 4 IV HIT + =V 


F” (0) = Ox0V + 02V IV + Ve. = AV 
Fr (0) = HIV + HU + EV AV Hr en. = dtV 
u. ſ. f. u. f. f. 


Entiwidelung der höhern Differentiale einer unction mehrerer 
unabhängiger veränderlicher Größen ergiebt, Nach (46.) ift nun 
auch), wenn wir wieder - | 
$(x+o0x, ytady, z+ad2, uradu, ...)=Fla) 
feßen: | 
f(x+öx, y+0y; z+0z, u+öOu, 0°) 
= f(x,yı 2, u, ....) * — yı 2, Us...) 2 — „DRIN. 
O'f(xz, y, 2, U, +) 
BEE: —— 
O’f(x, y, 2, u, ..) 
— 775 


woraus ſich dann auch unmittelbar der und die Art der 


On-1f (x, y,z, U, »..) Fin) (j) 

1.2.3.4...(n—1) + ER 
Auch die unzweideutig vor Augen liegende nahe Uebereinftimmung 
diefer Reihe mit der in (45.) im Fall einer Function einer ver— 
änderlichen Größe für f(x + 2x) entwickelten Reihe bat auf 
den obigen Begriff des erſten Differentials einer Function meh 
rerer unabhängiger veränderlicher Größen geführt. Geht man 
noch ein Mal auf dag Obige zuruͤck, fo ift klar, daß das erſte 
Differential der Function Ä 
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n i(x, 3, 2 u, „eV 
die Gränge it, welcher 
fix + ads, ytHady, a tadz, uf 2 tadz, uradu. ...) — f(x, y, 2, U, -.-) 


ſich nähert, wenn @ ſich der Null naͤhert. Iſt die Groͤße 

Fü) (i) A 
— A 

1 “ 2 * 3 ..» n 


fuͤr ne, fo ifl | 
f(x+0x, y+0y, 2402, urdu, .-..) 
of (x, yı 2, U, +++) 0f(x,y,2,U,..-) 
SET ra Fagaanosr 77 ae 


tn, zu...) + i 


+ .... 


Man nennt An Reihe die Taylor’fche Reihe oder den Tay- 
lor’fhen Lehrfag für Functionen mit mehrern unabhängigen 
‚veränderlichen Größen. Die Größe F® (i) erhält man, wenn 
man in Bezug auf a ald unabhängige veränderliche Größe die 
derivirte Sunction F® (a) entwidelt, und dann i, welches im« 
mer pofitiv und <1L ift, für a feßt. Nach dem Dbigen ift 
Flo) = f(x+adx, y+tady, z+ a0z, utadu, ....) 
F’(e) = fu(x+ ax, YyreoOy, z+ adz, uFadu, +...) 
F” (0) = fay(x + 0x, y+aOy, 24402, ufaodu, ....) 
F”(a) = foy(x Feöx, yteöy,2+ az, ut alu, »...) 


ö’f(x, EEE. 


u. ſ. f. u. ſ. f. 
und für a0: 
F)=fx,y2W..)=V 
F (0) = fo (2, Y 2, 2...) = OV 
F’(0) = fiy(z, 5 2, U u...) = 03V 
\ r’(0) = fasy(X, Y» 2; U, ....) —= 09V 
— u. ſ. f. u ſ. f. 


ſo daß man alſo offenbar F(A) aus 
fm{xX, Y, 2 U, ...) 2 )V, | 
erhält, wenn man in mV fürx, y, 2, Ur eve. vefpective X-+ ax, 
y-t aoy, z+ a0z, ut ad, ı... fegt. Alſo ergiebt ſich au— 
genſcheinlich — aus OV, wenn man in orV für x, y, z, u, .... 
refpective x 4 I0xX, y +Hidy, z+ioz, ut idu, or... feßt, 
wo immer i pofitiv and <1 if, Wir haben alfo in völliger 
. Allgemeinheit nach dem Obigen 
EG 0x, y+ O2 +09, u p õu, ..)= 8, y 2,4 — 
f(x, Y, 2, Us ...) 
* 1 = 


Fay(X, Yy 25 Ur +-.) 
+ Pu 
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fi (X, Y» 2, u, ...) 
+ | 1.2.3 


Immt) (X, Y5 3, Ur ... 
= an 
4 fin(x+iöx, y 4 ioy, z+iedz, ..:) 
| 1.2.5: 8... ° 
oder, wenn, wie immer, . 

f(x, y,3,U,:..)=V, fay(Z, Y, 8, Ur...) = ArV 

gefeßt wird: 
en y+oy, 2+0z, u+oüu, ...) 


av, @V AV 
=v+T + a tias tızsatr 
.+ an _ fin) (x + iox, — z+i0z, “..) 
PET ET) Ge user vr: 55 77 FL. Er en 


Nur wenn 

mx tiox, y 4 iöoy, z+idz, u 4 iöu. ...) 

TE ee 
für n== ® verfchwindet, darf 
| ne, “=, 

0?V o>V 0*V 
=v+@ +7 ı t7. 2. 3 tr 7.2.34 un Si 
gefeßt werden, Si ofitiv und <A, d. i. zwifchen O und 1 . 
enthalten, oder i — M(O, 1) ift; fo iſt, wie leicht wie in (31.) 
gezeigt werden fann: 
s+iox = M(x, x+ Ar), ytiöy=M(y, y+oy), +... 
Bezeichnen alfo K und & den Eleinften und größten unter allen 
Werthen der Function 
In (X, Y, 2, U, or.) 
welche diefelbe erhält, wenn man für x, Y, zZ, Ur .... reſpe⸗ 
ctive — wi von x bis x +0x, ybis y+oy, z bie 
z +09, uf. f. ſetzt; fo iſt, vorausgefeßt, daß zwiſchen den 
angegebenen Gränzen nirgends eine Unterbrechung der Stetigkeit 
der in Nede ftehenden Function Statt findet, offenbar 
fin (x +iox, y 4 iõoy, z+id2, ...)=M(K,G); 
al - 
fm(x+iox, y+tidy, z+idz, ...) _ K G 
1.2.3.4,5.6...n — m( 1 ) 
Folglich iſt immer 
f(x+ox, yt+öy, 2+02, u+du, ....) 

eine _.. zwiſchen 


a ——— 


’ 
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00V, õꝛw, 9V On-1V, G 
‚+7 772 * 53** + 1...(n—1) +7 —— 
oder letztere zwei Groͤßen ſind zwei Graͤnzen, zwiſchen denen 

| f(x +02, y Mõy, z+02, u+ou, ....) 
enthalten ift. Seßt man im Vorhergehbenden x=y=z=u= ... 
— 0, und vertaufcht dann refpective x, Ay, dz, Au, .„... mit 
X, Yr 2, Ur 200, fo erhält man die Maclaurinfhe Reihe 
für Functionen mehrerer veränderlicher Größen, zu welcher alfo, 


wie man ſieht, der Mebergang von der Taylorfchen Reihe in 
allen Fällen leicht iſt. 
Noch bemerken wir, daß nach) (37.) aud) 
aa : = a (a — o)n—1 * _ar(1 — Oyn—i ’ 
en =/, DORT (de), 
and folglich für a=1: 


FG) _ ALTE na, nn 
I..n =/, T...a—) OR=, ne) 


ift, wodurch alfo der Neft (f. oben) noch auf andere Art aus 
gedrückt wird. 

M. f. über dieſen wichtigen Gegenftand auch eine Abhand- 
lung * Ampere in den Annales de Mathém. T. XVII 
zumere, = 

49. Sey jetzt u=flx, y) eine Function zweier unab- 
bängiger veränderlicher Größen, fo ift, wenn mir die bloß in 


Bezug auf x als unabhängige veränderliche Größe genommene 
partielle Differenz dur) Fu bezeichnen: 


Axu EI(xAx, y) -flix,y); 
folglich | | 
— o, Axzu Ax, y) — Ylx,y).» 
Setzen wir nun 
byu x Y) (x, Y)dys 
ſo iſt, weil dies fuͤr jedes x gilt, offenbar auch 
—J Ö,f(x+ Ax, y) = gp(x+4+4,y)0y; 
und folglich | 
J OyAzu m p(x+Ax, y)dy = plz, y)öy. 
Da num augenfcheinlicy auch J 
— Axdyu = px} At, y)öy— (x, y)öy 
ift; fo ift immer 


Solglich 





AxOyu = 0, Ax u . 





Axöyu (*) r 
dx du T T\daS 


en 
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kaͤßt man nun 45 ſich der Null. nähern, und nimmt die Graͤn⸗ 
zen; fo. iſt, weil bekanntlich immer 
4 6 u — v7; Oxu 
Duni Y "lee — — x 

ft, offenbar 

0x0 u Oxu 0 u 

er) 
ya man dx immer als conftant zu betrachten * Dies giebt 
yie merkwuͤrdige Gleichung 

du= = OyOxu ’ 

. h. man gelangt zu einerlei Mefultat, wenn man eine beliebige 
Function der beiden unabhängigen veränderlihhen Größen x, y 


nerft nady x, dann nad) y differentürt, oder die beiden partiel= 
en Differentiationen in umgefehrter Ordnung verrichtet. 


Iſt z. B. u Arctang — EL fo findet man 


— 


x? 
ÖxOyu = OyOxu = — Oxöy. 

50. Der vorhergehende Sat läßt ſich auch ſehr — auf 
— dreier veränderlicher Größen erweitern. Iſt nämlich 
—E — y, 2), fo erhält man durch ſucceſſive Anwendung 
on (49 

— — döyum = ide = Oy0z0zu 
m Oıdxdyum — Oz OyOxu , 
nd dies find offenbar alle Permutationen, die fi ch mit den ver- 
uderlichen Größen x, y, z vornehmen laſſen. Die dritte und 
unfte a gg folgen refpective aus der erften und zweiten, 
veil nad) (49 


Ox u San, um — 


0x0, 0zu —— dy ox õ u 

Öx0z0yu m Oz OxOyu 
ſt. Es erhellet leicht, daß man den Satz auf ähnliche Weife. 
uch für Functionen mit vier, fünf und mehrern veränderlichen 
Srößen beweiſen fönnte; den folgenden Schlüffen gebührt aber, 
vie man fehen wird, der Vorzug größerer Allgemeinheit. 


51. Nehmen wir nämlich überhaupt den Saß für Functio— 
en mit n veränderlihen Größen als richtig an, fo laßt fich 
uf folgende Art leicht zeigen, daß derfelbe auch) für Functionen 
ie n +1 veränderlihen Größen und demnad) allgemein gilt, 
yeil feine Nichtigkeit vorher ſchon bei Functionen mit zwei und 
rei veränderlichen Größen nachgewieſen worden if. Sey alſo u 
ne Sunction der m 41 veränderlihen Größen u y,‚2,V% 
Ip sor0, UNd 
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| PR OR. Par Jar, Ta OxOrdzOwdy.. + | % 
feyen zuerſt zwei beliebige Permutationen, bei denen Die fette 
Differentation fi) auf diefelbe veränderliche Größe x bezieht. 
Weil bei der Differentiation nad) y, 2, 9, w, »... die Größe 
x als conftant betradytet wird, und der Satz nad) der Voraus— 
feßung für Functionen mit n veränderlichen Größen gilt; fo ift 

Oy0zOrOwr.: um Ov0zOwöy...u 3 

alfo auch | 


Ox0ydzdr wis. U * õx Or dzöw lg... u . 
Sind ferner | Ä 
' 0x 0y0z0y dw. ..üu, OvOw 02 0x 0y+. u 
wei beliebige Permutationen, bei denen fi) auch die leßten Dif- 
ferentiationen auf beliebige verfchiedene veränderlihe Größen x 
und v beziehen; fo ift, weil der Saß für Functionen mit n ver- 
aͤnderlichen Größen gilt, indem bei der Differentiation nach y, 
Z, v, w, .... die Größe x als. conftant betrachtet wird: 
Oy0zOyOws..Uu = Or 0y0z0w... U r) 
und eben fo: a 
Ow020x0y U — Ox õy õ õ· U 
Betrachten wir nun, wie es verſtattet iſt, 9,0, 0 ... u 
bloß als eine Function von v, x, und feßen 
s Oy0zOw · · · F(x, v) 3 
ſo iſt nach dem Obigen | 
. | OyOzOrOw- „uU — O,F(x, v) 3 
Om 0z0xdy U FlxX,v)5 


Ox 0y0z OOwee u Fe ÖzörF (x, v) , 
OrOwOz0xQy. cu = ÖrOxsF(x, v) 5 


aber nach (49.) | 3 —F 
ÖxOsF(x, v) = OröxF(x, v); 


olgli = 
f 3 6 0x 04 02 0vOw...Uu u Or Ow Oz OR. u f} 
wodurch alfo unfer Saß allgemein bewieſen ift. 
- Daß man. in jeder Function. mehrerer veränderlichen Größen 
beliebige -diefer Größen als conſtant betrachten kann, verſteht ſich 
von felbit. “Auch. erhellet leicht, daß- man in dem vorhergehenden 
allgemeinen Saße, beliebige fucceffive Differentiationen als fidh 
auf ein und diefelbe veränderlihe Größe beziehend betrachten 
‘ kann, und daß demnach überhaupt der Ausdruck 
Om, On, Oz yo U | 
ungeaͤndert bleibt, wie man auch die Drduung der einzelnen 
Differentiationen verändern mag. 


52. Wir wollen nun nod) eine Allgemeine Kegel zur Ent- 
wickelung der hoͤhern Differentiale einer jeden Function mehrerer 


alſo 
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veränderlicher Größen zn entwickeln fuchen, und dabei wieder mit 
Sunctionen zweier veränderlicher Größen beginnen. Sey alfo u 
eine Function von x und y, fo ift nad) (47,) 

F Ou — u + Au. 
Entivicelt man nun nad) und nad) dag zweite, dritte, vie 
u. ſ. f. Differential; fo erhält — * 
O?u = 0x u + 0x Oyu 
+ Öy Ox u + O’,u 
= 0?,u + 2%xdyu + 0’yu (51.) 
ou = O’ru + 2x dyu + Irdtyu 
+ 0, 0?zu + 20, Oxöyu + ö’,u 
*8 d2 u 4 30°?x õ, u + 30x A’yu + O’yu (51.) 
ö*’u = Or%xu + 30’x Oyu + 80?x0?,u + 0x0’, u 
+ OyO’xu + 30, 0?x 0y u + 30, 0x 0?y u + o%,u 
= O%u + 40°x0y u + 60°: 0?’,u +49 0°’yu+ Ay (S1.) . 
Wie man auf diefe Art weiter gehen fann, das allgemeine Ge- 
feß, und wie daffelbe Allgemein zu bemweifen, ift klar. Es ift 
nämlich allgemein 
n 


Oma a a ED ara 


-1 
02 nu + Ted + Or, 


oder nad) dem binomifchen Lehrfage in einer leicht verftändlichen 
jedoch bloß fymbolifchen Formel: 

u= (dx + ru . 
Der Sinn und der Gebraudy diefer Formel zur Entwicelung von 
mu wird ohne weitere Erläuterung erhellen, 


53. Sey jeßt u allgemein eine Function der n veränder- 
lichen Größen x, Y, Z, Vr Wr .....; fo iſt | 
du=rur dur ur ru ec. 

Bezeichnen wir ferner das Differential von u, wenn bloß y, z, 
v, w, .... als veränderlidy betrachtet werden, durch du; fo if 


u=dyu +%u+ ut eu; 
alfo 


Iſt 
nn u=p+- qgq+t+r+s+t ...; 
wo P, 9, x, 8, .... Functionen von x, y, Z, v, ... find; fo ift 
u= KkKurdyurkurkur .... we 
= %&kp+0%&g+ %r + Os +... 
+ Oyp + öyg + Oyr + Oys +... 
+0:p + «ag + rt st... 
+öhp tt hr + Ss +. 
+ | Be Br 22 2 
Supplem. zu Kluͤgels Woͤrterb. J. Er 


du = ku + du » 
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— oap 4 G, p õↄ Fe . ... 
++ ht tig rer u 
eu nn | 
+ Öx5 + Oy5 4 028 + Ors en 
+ EEE 

folglich) * für Eumctionen mehrerer sende Größen: 
u=dp+äg+ Ir + ds + .. 
Iſt u — ap, wo a eine conflante ae p eine Function von 
X, Yr 2, V, ron» bezeichnet, fo if 
hu=&kurdyur+rdurur .... 
is = ad<p + adyp + adzp + adıp + ---- 
=a(&kp + Op + ip FirPp + ----)> 
alfo auch für Functionen mehrerer eränderficher Größen: 


du = adp. 
Ferner ift 


du = Oyu + Özu + ru + .r..35 
alſo 


Oxdu = OxOyu + OxOzu + OxOyu + .... 
| = Oy,0xu + Ozdxu + Ordzu + 2... (49); 
aber 


— Oxdu = ödu. 
.. ergiebt ſich ferner leicht nach und nad: 
02, du = dKdku = 50’u, 
0, du ö, 
0%,.du = Ordd’zu = dltu, 
O5xdu = Oxd0t%ru = dö’zu, 
u. ſ. f. u. ſ. f. 


Öölxu = Oydzu + Öz0xu + Oydzu + ..:05 


alfo allgemein 


(af Or. du = ddızu., / 
50 glich d? 02, u = ddn,. du = duyd?u, 
3 07, u = dd, du = Onrödu, 
+ On, u = dcn,ddu = Onzötu,, 
.. Bonzu m dd Au, 
- uf. f. u. ſ. f 
Alſo für jedes m und n: 

da du, u = On, dmu. 
Ueberhaupt ift auch 
80%, dmu ⸗Gqhn o m u qu. dmtu,. 
Alle dieſe Säge mußten hier eingeſchaltet werden, um das Fol— 
gende kurz und deutlich entwickeln zu koͤnnen. Entwickelt man 
nun mittelſt derſelben aus der oben ——— Formel 
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du = Özu + du 
nach) und nad) õ27u, Öu, ö“u, ....; fo ergiebt fi): 
du = Au + du 
ou = Oru+ Ada | 
+ dd.u + du 
= 0r,u + 2dıdu + du 
ou = O’z,u + 29%, du + Ord?u J 
+ ö0’z,u + 2309. u + Su 
= O’,u + 39%, du + 3%, 8?u + Su 
u = 30°, du + 3022. 82u + du 
, + 30°zu + 350°, du + 330x.d?u + Su 
= 0%,u + 40°, du + 60°, 8?u + Ad du + Su, 
Die man auf diefe Art weiter gehen kann, ift Elar, und es iſt 
folglich allgemein | 


ou =o,u+— —dn-1du4 "2 N Ana d20 4. 


> —— x 


> oder in einem leicht verftändlichen ſymboliſchen Ausdruck: 
cu= = (x + ö)eu. 
54, Iſt u eine Function ziveier veränderlicher Größen x, y, 
fo ift nad) (52.) 
Ju= (dx + Oy)au . 


ft nun u eine Function der drei veränderlichen Größen x, yı 2; 
fo ift allgemein 
Fu (0 + du; 
folglidy nach der in (53.) bewieſenen allgemeinen Sormel: 


ou = dxu + —ön-i(ö, + Cz)u 
Nana (a, + dr) u 


+ 2. + 0, p=2u 


+ —öx (öy + Oz)a—iu 


+ (dy + 0z Pu x 
d. i. nach dem binomifchen Lehrfaße, wenn man nur immer den 
bloß fymbolifchen Sinn diefer Formeln gehörig feſthaͤlt: 
ou=(dx +0y + Oz)u. 

Sft nun ferner u eine Function der vier veriberigen Größen | 
x, Y, 2, v; fo ift allgemein | 
| dan = (O5 + 02 + Ovlu; 3 

er 2 
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alfo nad) der in (53.) bewieſenen Formel: 
Han * ds, u 4 Omi (öy + Oz + Oyyu 


+ er n-2(ö, + 02 + Oy)? u 


+ —e onz(dr + 02 + Oy)n—u - 


+ du (dy + 02 + Oryamtu 


+ (dy + 02 + Wu, 
und folglich wieder nach dem Binomials Theorem: 
ceu = (0x + Oy + Oz + Oyyru . 
Wie man auf diefe Art weiter gehen kann, ift klar, und es if 
alfo für jede Function u einer beliebigen Anzahl veränderlicher 
Größen: | | 
oônu — (+ +IG+Or tom Hr. pu. 
Mittelft diefer Formel laſſen ſich die hoͤhern Differentiale der 
Sunctionen mehrerer veränderlicher Größen nad) einer ſchon an- 
derweitig völlig befannten Regel der Analyfis mit der größten 
Leichtigkeit, wenn man will, bloß mittelft gemeiner Multiplica- 
tion, entwideln, und wie wichtig die Reduction der Methoden 
der Analyfis auf ihre möglichft kleinſte Anzahl ift, bedarf nicht 
erft noch einer befondern Erinnerung, | | 
55. Noc bemerken wir, daß, fo wie in (53.) einige frü- 
her nur für Functionen einer veränderlichen Größe bemwiefene 
Säge aud) für Functionen mehrerer veränderlicher Größen beiie- 
fen worden find, dies ſich auch noch bei manchen andern Sägen 
leiften läßt, welches bier bloß an ein Paar leichten Beifpielen 
gezeigt werden foll. | 
ft z. B. u=pg, wo p und q Funckionen von X, y, 
Zi ro, find; fo ift R 
du = Oxu + du + dzu Fi: 
= Ppö%xq + gq%p 
+ po, 4 göyp 
* pozq + q0zp 
= p(dxq + öyq +0z2q9 +»...) 
 +4(%&p top + Ip +...) 
d. i. auch für Functionen mehrerer veränderlicher Größen: 


du=d.pg=pög + a. 
Sür u=r it u=p, alfo 
gqdu + udg = Op, 
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woraus, wenn man u ſetzt, leicht 
du = wezel 
folgt. R | 
Iſt up”, fo if 
A=kuryurdunr .... 
= np-19,p + npr-19,p + —— de nu 
npu-i (õx p 6, p + dp · 


On == npa!öp . 


d. i. 


Für u Ip if 
Au=zhkur dur dur. 


ar —ã *. 


— eg + en +. 
| pP 
=. 
Eben fo it fru=mer 
du = Axzu + Oyu + Oz u + .:.. 


= edxp + eröyp + erdzp + -»- 
=e(kp+rdp+toPp+t -:.-) 


du=eröp. 
Aehnliche Beiſpiele wuͤrden ſich leicht mehrere geben laſſen. 
Iſt überhaupt, wenn p, q, F, 8, ..... Functionen von 
x, Yr 2, U, .... bezeichnen, 
u=f(p, g, 1,8, ...)3 
fo iſt j 


AhA=kuryurdkurhur. 
und folglih nad dem in (47.) beiwiefenen Sage: 
du Fr) õx pF (p, on Rt erh 
+, 5, n)dyp+fg(B pn. )öygt+frlp pn )Arrte 
+f) (:9%-)dzp+fa(pgr,..)d2g+frlp, pn. )dzrt. 


d. i. 


d. i. 


= fp(p, 9, Tr +. ){&xp+oyp+ozp + -- -} 
+ 9 rt +) og Fig tig +.) 
+fr(p, g> 85 Eee. +4 
N j 
d. i. allgemein 
Au=f,(P Hr. arten He rt... 
Fuͤr upꝰo iſt z. B. 


ö 
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.— Fp (p. qg) = gpı!, Falpı 9) - palp. 
Folglich iſt in dieſem Falle 
| - du = gpi-!öp + pılpög.. 
Für u=pg if 
Fp(P, 41)- 9, fa( p, d)=ePp5- 
alſo 


| Au= gop + poq D) 
wie ſchon oben gefunden worden if, 
Sirup _ | 
f,(p, g) = sing.peinemt, fu(p; q) = peinalp.cosg ; 
alfo SEE Zen 7 | 
| Au= sin göp + psinglp.cosgog . 


Pens * 
Die Anwendung der obigen allgemeinen Formel iſt in feinem Falle 
Schwierigkeiten unterworfen. 


= 


IV. Bon der Differentiation der unentwidelten 
Sunctionen oder der Gleihungen. 


56. Der in (55.) bewieſene allgemeine Sat führt, wie wir 
fogfeich fehen werden, unmittelbar zu den Regeln der Differentia- 
tion der Gleichungen. ft naͤmlich zwifchen den Größen x, y, 
Zy 200 V, .... eine Öleichung gegeben, deren allgemeines Symbol 

um Flx;y,2%, :. 1%, 2.) 0 
feyn mag; fo fann man immer jede der Größen X, y, Z, +... Vy ... 
als Function der übrigen betrachten, Man kann folglich v — 
P(X, Yr 27 +++), alfo auch 

u=f(x, Ylhrcc)=D. . 
fegen, und leßtere Gleichung wird nun offenbar für jedes belie- 
bige X, Y, 2, 2... gelten, fo daß alfo auch für jedes &, öx, 
oy, 0Z, .rrrr 
f(x+ aoxyy-+tady, 24 alt, ...)=0, 
flx+aox, yady, z+adz, ..) — f(x, y, 2,..)=0 


iſt. Da num nach (48,) Au die Gränge iſt, welcher 
I(xt+aox, yFody, z+a02,..)—f(x,y, 2, »..) 


’ & 

ſich nähert, wenn @ fi) der Null nähert, fo ift far, daß im 

vorliegenden Falle du — O if. Nach dem in (55.) bewiefenen 

allgemeinen Satze ift aber allgemein — 

du=F, (X, 3,2, V,. Iõx Fly (x, y, 2,. v, .) Oy+P’z .y, 2... ,.) 
> neh Frflz, Y tr 00 1 co WR + ...; 

alfo iſt im vorliegenden Falle 


Differentialvechnung. 695. 


I)=F%(%,y,2,.v.)9x-HFy(,y, 2,.v,.)dy+Fz(,y, 2,.v,.)02#.. 
..+ FylX, Y, 2, ty.) Or + in. 

x, Yy 2, ++. find hier unabhängige veräuderliche, Ax, Ay, oz, ».. 

olglich conftante Größen, weshalb alfo bei der folgenden Differen- - 

iation õrx ⸗ dtymdtz=... —=0 zu feßen if, u. ſ. f. v 

yagegen ift von X, Y,Z, +... abhängig, und die hoͤhern Diffe- 

'entiale von v dürfen alfo nicht = O gefeßt werden. 

Seen wir jeßt überhaupt 
| u=F(x,y,2,..)=0, 

‚he zu beftimmen, welche der veraͤnderlichen Größen X, y, 2, +.» 
ils Function der übrigen betrachtet werden foll; fo ift nad) dem 
Ibigen allgemein 

0=Fx(1,y,2,.)Ox+Fy(x,y,2,.)Oy+Fz(x,y,2,.)02+..., 
vo nun auch jede beliebige veränderliche Größe als Function’ 
ver übrigen betrachtet und als ſolche behandelt werden fan, 
Nur muß man bemerfen, daß die hoͤhern Differentiale der letz— 
ern Größen fämmtlihd —=O zu ſetzen find, welches in Bezug 
mf die erftere Größe natuͤrlich nicht verftattet if. Nach dem 
Ibigen ift, wenn man die Größen x, y, Z, .... ſaͤmmtlich als 
mabhängige veränderliche Größen Behandelt, 
dQu=F% (%,y,2,.)Ox+-Fy(2,y2,.)Oy+F'z (x,y,2, „)Or +... 3 
olglih, wenn u — O ift, immer auch du=0, indem man bei 
er Differentiation alle veränderliche Größen, von denen u ab- 
‚Ange, ald mabhaͤngige veränderliche Größen behandelt. Nach 
er Differentiation fann man dann ganz beliebig jede veränders 
iche Größe als Function der übrigen betrachten, 

Iſt v wieder diefe Größe, fo erhält man alfo auf diefe 
Beife immer eine Gleichung zwiſchen X, y, 2, ++. 0X, 0y, 
Zr .... und v, or. Matürlich ift nun auch ferner auf gleiche 
Irt 
j Ou=0, d’u=0, Ou=0, oõsu S O, ...., 
vobei jedoch zu bemerken iſt, daß bei der Entwickelung von 
u, öeu, O*u, ösu, .... die hoͤhern Differentiale von x, y, %, ... 
aͤmmtlich —=O zu ſetzen find, welches aber von den hoͤhern 
differentialen von v nicht gilt. 

Man habe z. B. die Gleihung 

u — y* — 3axy 4 x? =0,; 


o iſt 


nm. = — Bay + 38°, u, = 3y? — Bar; 
olglich 


— (ay—xt)doxr + („”?—ax)dy=0. oo. 


Betrachten wir nun y als Function von x, fo ergiebt ſich hier- 
us unmittelbar . 





ay—x? ., ey _ay—x? . 
* en \ 


—— — Oox  y2—ax' 
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Behandein wir nun ferner y als Function von x, ſo giebt eine 
neue Differentiation der Gleichung Ä 
‚ tP—ax)dy — (ay -x2) o&x - 0, 

wo nun OX als conſtant zu betrachten iſt, leicht: 
“ (y3? — ax) ö?y 4 2ydy?2 — adıdy — aox õy + ıxöx?=0, 
ode ige „ "un 
n+y(F) arzt; 
alfo, wenn man den gefundenen Merth von * ſubſtituirt: 


oy 2atzy 
oe (ya 


Wie man auf dieſe Art weiter gehen kann, ift klar. 
Hat man zwifchen n veränderlichen Größen x, Y, Z, +... 
überhaupt m Gleichungen: Ä 
u=20,v=20,w=0,0=0,..3' u 
fo. bat man zugleich auch die folgenden m Differentialgleichungen: 
| a=0, r=0, w=0, I=0, rn 
mittelſt welcher fich immer die Differentiale oder derivirten Sun 
etionen von mn veränderlichen Größen, die man .ald Sunctionen 
der übrigen n.— m betrachtet, beftimmen laffen. Daß überhaupt 
’ oeu = 0, oev = 0, daw = 0, das = O5 21. | 
iſt, und diefe Gleichungen zu der Beſtimmung der ten Differen- 
tiale oder .derivirten Functionen von m. veränderlichen - Größen, 
als Functionen der übrigen betrachtet, führen, ift aus dem Bors 
bergehenden klar. oo. Ä 
"Das Bisherige wird für alle Fälle, die bei der Differentia- 
tion der Gleichungen eintreten koͤnnen, völlig hinveichend feyn. 
97. Noch bemerken wir bier, daß die partiellen. Differen- 
tialquotienten, welche, wie aus dem Vorhergehenden erhellet, 
auch bei der Differentiation der Gleichungen fortwaͤhrend in An— 
wendung kommen, von Euler immer durch Einſchließung in 
Parentheſen bezeichnet worden find, und auch z. B. Laplace 
ſich dieſer Bezeichnung durchgängig bedient hat. Hiernach bezeich- 


nen alſo z. B. | 
) | 2) | 9 
— 5 ’ 02 y 9. . 
"daflelbe, was wir oben duch u, Wy, Wzy onr0, Oder durch 


Ozu fe) u Özu 

a F zn 
bezeichnet haben. Man muß jene Bezeichnung fennen, weil fie 
in Werfen häufig vorfommt, die in der Mathematif als claffifch 
betrachtet werden, und von Jedem gelefen werden müffen. In 
neuern Schriften findet man die Parenthefen häufig weggelaſſen, 
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wie ed und fcheint, wicht zum Vortheil der Wilfenfchaft, wenn 
man nicht eine andere Bezeichnung, wie z. B. die obige von uns 


gebraudyte, an die Stelle der Altern feßt. Soll u zuerft nach x, 
dann nach y differentiirt werden, fo bezeichnet man durchgängig 


die Differentialquotienten durch Iran nicht durch (5%) ‚weil 
bier feine Ziveidentigfeit möglich iſt. Ä 


58 Einige hiſtoriſche und literarifche Bemerkungen mögen 
diefen Artikel befchließen. Der wichtigſte Fortfchritt, welchen die 
Differentialrehnung feit dem Erfcheinen des erften Theile diefeg 
Woͤrterbuchs gemacht hat, ift ohne alle Widerrede die Beſtim⸗ 
mung des Meftes oder Fehlers bei der Taylor’fchen und Maclau- 
rinfchen Reihe für Functionen einer und mehrerer veränderlicher 
Größen, melden man begeht, wenn man die Reihe mit einem 
gewiſſen Gliede abbricht. Zugleich Tiegt im dieſer Beſtimmung 
ein allgemeines Criterium der Convergenz und Divergenz der 
Meihe, und fonach die fichere Entfcheidung, ob die Reihe Uber 
haupt zur Darftellung des Werthes der entfprechenden Function 
brauchbar ift oder nicht; oder mit andern Worten, ob biefer 
Werth der Function im eigentlichen - Sinne die Summe der in 
Mede ftehenden Reihe ift oder nicht. Wie wichtig diefe Erfindung 
daher für die gefammte Analyfis ift, leuchtet ein. Schon jegt 
haben mehrere Theile der Theorie der fogenannten unendlichen 
Meihen eine gänzliche Umgeftaltung erhalten, und viele Nefultate, 
die für völlig allgemein galten, find in Gränzen eingeſchloſſen 
worden, über die hinaus ihre Anwendung unficher if. Sowohl 
gegenwärtiger Artikel, ald auch z. B. die Artifel Convergenz der 

eihen und Binomifcher Lehrfag in diefen Zufägen liefern hierher 
gehörende Beifpiele in großer Anzahl, Wir auguriren unbedenk⸗ 

lid) aus der mehrgenannten wichtigen Erfindung der gefammten 
Analyfis eine ihr bevorftehende vollfommene Umgeftaltung. - Eins 
treten wird bdiefelbe gewiß; wie früh aber, oder mie fpät, 
Laßt fidy nicht beftimmen; denn noch fcheint der Werkmeifter zu 
fehlen, welcher das Gebäude in feiner ganzen Größe und Schön- 
heit aufzuführen die Kraft und den Willen hat. Soll aber etwas 
Züchtiges entftehen, fo muß der Bau, das fehen wir wohl ein, 
vom unterftien Fundamente an beginnen, und nicht bloß in einem 
Ausfliden des alten Gebäudes beftehen. 


Die erſte Beſtimmung des Mefted der Taylor'ſchen Reihe 
verbanft man Lagrange, worüber die Theorie des fonctions 
analytiques. :p. 54. und die Legons sur le caleul des fon- 
etions p. 88. nachzufehen find. Lagrange blieb jedod) bei 
Sunctionen einer veränderlichen Größe ftehen, und die von ihm 
gewählte Urt der Darftellung des Reſtes war nicht ‚ohne Unbes 
quemlichfeit, fo wie auch die Methode, wie er zu derfelben ges 
langte, nody manches zu wünfchen übrig ließ. Vervollkommnet 
ward diefelbe zuerft von Ampere in einer Abhandlung im Jour- 


—* A 
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nal de Pecole polytechnique. Cah. XII, und auf Functio⸗ 
‚nen mit jeder beliebigen Anzahl von veränderlihen Größen aus- 
edehnt in den Annales de Mathematiques. T. XVIL p. 317. 
———— hatte bekanntlich bei ſeiner beruͤhmten Théorie des 
fonctions analytiques den Zweck, die Theorie des Differential— 
cdlculs ‚durch völlige Ausfchließung des Unendlichen und der Bes 
tradytung ‚der Graͤnzen zu erleihtern und fefter zu ‚begründen. 
Iſt denn aber dag Unendliche nicht felbft in den unendlichen Rei— 
ben enthalten? Böllig eliminirt wird es nur dann, wenn man 
in jedem Falle, wo man die Reihe aud) abbrechen mag, den 
Meft oder den Fehler beftimmt, und die Reihe nur dann als 
fogenannte unendliche Neihe zuläßt, wenn der Fehler, indem die 
Gliederzahl waͤchſt, fi) der Null immer mehr und mehr nähert, 
und derfelben, wenn man nur die Gliederzahl groß genug nimmt, 
beliebig nahe gebradyt werden- fann, Soll aber der Fehler im 
Allgemeinen auf eine völlig ſtrenge und möglichft einfache Weife 
beftimmt werden, fo ift, wie man in neuerer Zeit erfannt bat, 
die Betrachtung der Graͤnzen unerläßlih, und fo if es aller- 
dings überaus merfiwärdig, daß Lagrange, welcher durch feine 
Functionen =» Theorie die Betrachtung der Gränzen umgeben und 
vermeiden twollte, durch die ebenfalld von ihm zuerſt gegebene 
Beltimmung des Fehlers bei der Taylorfhen und Maclauriu— 
fehen Reihe die Differentialrechnung wieder zu der Betrachtung 
der Gränzen zurücgeführt hat. Für das wichtigſte neuere Werk 
in diefer Beziehung, worin die Differentialrechnung ganz auf die 
Lehre von den Gränzen gebaut ift, halten wir unbedenklich das 
Resume des Lecons sur le calcul infinitsimal, donnees a 
l’ecole royale polytechnique par Cauchy, wovon bis jeßt 
der erfie Theil (Paris 1823.) erfchienen. ift, welcher die Diffe- 
rentialrechnung vollftändig und einen Theil der Integralrechnung 
enthält. Diefes Werk follte von Keinem ungelefen bleiben, wel—⸗ 
cher die Strenge bei aualytifchen Unterfuchungen liebt, egen- 
wärtiger Artikel fchließt ſich vorzüglih an dieſes Werk an. 
Zweckmaͤßig wird mit deflen Studium der Cours d’Analyse de 
l’ecole royale polytechnique von demfelben Verfaſſer (Paris. 
. 1821.) verbunden. Die Öränzenmethode ift in erflerem Werke 
auf einfachere Art angewandt, als in PHuiliers fhon aus 
dem erften Theile diefes Woͤrterbuchs hinlänglich befannter expo- 
sitio elementaris principiorum calculi differentialis et inte- 
gralis. Tubingae. 1795. Vorzuͤglich gehört endlich noch hier- 
ber eim treffliches Memoire sur la theorie des puissances, des 
fonctions angulaires et des facultes analytiques von Erelle 
an deffen Journal. Thl. VII. Heft 3 und 4, welches auch in 
einem befondern Abdruck (Berlin. 1831.) erjchienen if, Die 
genannten Schriften bilden, wie e8 mir feheint, den wahren 
Kern der neuern Literatur der Differentialrechnung. Von andern 
nenne ich nur noch folgende: : 
Buzenzeiger’s leichte und kurze Darstellung der 
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Differential- Rechnung. Ansbach. 1809. (Ganz nad) Lagran— 
ge’s Functionentheorie gearbeitet, aber in diefer Beziehung recht 
empfehlensiwerth, auch wegen eines allgemeinen der ganzen Dar- 
ftellung zum Grunde gelegten Satzes.). 3 


Verſuch einer rein algebraiſchen und dem gegenwaͤrtigen Zu⸗ 
ſtande der Mathematik angemeſſenen Darſtellung der Rechnung 
mit veraͤnderlichen Größen von Erelle. Erſter Band. Goͤttin— 
gen. 1813 (ebenfalls ganz nach Lagrange, wegen der vielen 
neuen Zeichen eine beſondere Einarbeitung erfordernd.). J 


J. T. Mayers vollſtaͤndiger Lehrbegriff der hoͤhern Ana— 
lyſis. 2 Thle. Göttingen. 1817 u. 18. (Für Solche, die höhere 
Analyfis praftifcher Zwecke wegen ftudiren, recht brauchbar, ohne 
auf firenge Gründlichkeit Anfpruc machen zu dürfen.). 


Anfangsgründe der hoͤhern Analyfis von Bohnenberger. 
Tübingen. 1811 (Gehört zu den gründlichften Schriften unter 
denen, welche von der Lehre von den Gränzen ausgehen.). 

Schweins Theorie der: Differenzen und Differentiale. 
Heidelberg. 1825 (Wegen der vielen eleganten in großer Allge- 
meinheit ausgeführten Entwickelungen nad binlänglicyer Vorbe— 
reitung aus andern Schriften zum Studium ebenfalls fehr zu 
empfehlen.). | — 

Lubbe, Lehrbuch des hoͤhern Calculs. Berlin. 1825 (In's 
Franzoͤſiſche uͤberſetzt von Kartſcher Paris. 1831.). 

Mehrere mit vieler Einſicht ausgeführte Unterſuchungen ent« 
hält: Differenzial- und Differenzen» Calcul von L. Dettinger, 
Mainz. 1831, \ 


Das ausführlichfte Werf ift noch immer: J 

Traite du calcul differentiel et du calcul integral par 
Laecroix. T. I— III. Seconde edition Paris. 1810 — 19. 
(In den Principien ſich an Lagrange anſchließend, ohne fich 
der Zeichen deſſelben zu bedienen.). Bon dem eriten Theile der 
Altern Ausgabe (1797) hat Grüfon eine ungemein ſchlechte 
Ueberfegung in zwei Bänden geliefert (Berlin. 179... 


Als Elementarlehrbücher find in Frankreich am belicbteften: 

Lacroix, Traité &lementaire de calcul difförentiel 
etintegral. 2° ed. Paris. 1806. (Ueberf. von®daumann) und 

Boucharlat, Elömens de calcul differentiel et inte. 
gral Paris. 1814. (Ueberf. von Göbel, Frkft. 1823.). 

Erfteres ift ganz elementar, und beruht auf der Lehre von 
den Gränzen, ohne auf völlig confequente Durchführung Anfpruch 
machen zu dürfen, | 

Garnier, Leçons de calcul diff. et int. Paris. 1811 
et 1812. u n 
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Dubour uet, Traités élémentaires de calcul diff. et 
int, 2 Vol. Paris. 1810 et 1811. 


Eine fi) im Wefentlichen ganz an Lagrange anſchließende 
ausführliche Abhandlung von Gergonme: Exposition elemen- 
taire des principes du calcul diflerential f. in deſſen Anna- 
les de Math. T. XX. No. VII u. IX. | 


Mit der Aufhellung der Principien der Differentialrechnung 
befchäftigen fich, und find in diefer Beziehung empfehlengwerth: 

E. G. Fischers Untersuchungen über den eigentli- 
chen Sinn- der höhern Analysis, Berlin. 1808. und 

Carnot, reflexions sur la metaphysique du calcul in- 
finitesimal. Paris. 1796 (Uebers. veu Hauff. Frkft. 1800.). 

Obiges Verzeichniß enthält nur einige der wichtigften, am 
meiften zu empfehlenden Schriften. 


‘ Diacaustica, vergl. den Art. Cauftifche Flächen ‚und 


Linien i. d. 3, 


Discontinuirliche Funetionen (fonctions discontinues) 
ſ. Stetige Functionen, | 


Diftanz» Erponenten, f. Combinatorifche Analyfis (21.). 
Divergenz der Reihen, ſ. Convergenz der Reihen. 


— kleinſter gemeinſchaftlicher, ſ. Theis 
er «)+ _ P 2 


Dodekadik. Horstig, das arithmetische Duodeci- 
mal-System von seiner praktischen Seite dargestellt. Leip- 
‚zig. 1801. 


Doppelpunkt, f. Vielfacher Punft. 


Doppelfchnittd » Verhältniß (ratio bissectionalis) ift 
das Verhältniß zwifchen den zwei Verhältniffen, nad) welchen 
eine gerade Linie, in Bezug auf zwei in ihr liegende Punfte ale 
‚Gränzpunfte, im zwei andern Punkten gefchnitten wird. Man 
denfe ſich naͤmlich eine beliebige gerade Linie AB, deren Gränz- 

unfte A und B find, und betrachte die Richtung von A nad 
als pofitiv, die entgegengefeßte Richtung als negativ. ft 
nun C ein dritter beliebiger Punkt in der in Rede fiehenden Li— 
nie, fo foll-AC : CB dag Verhaͤltniß feyn, nach welchem AB 
von.C in Bezug auf A, B als Sränzpunfte gefchnitten wird, 
wobei zu bemerfen ift, daß diefes Verhältniß nad) der verfchiede- 
nen Lage von C in Bezug auf A, B pofitiv und negativ feyn 
kann. D fey ein vierter Punkt in der in Rede ftehenden Linie, 
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und folglich AD:DB das Verhältniß, nach welchem AB von D 
in Dei auf A, B als Gränzpumfte gefchnitten wird; fo ift das 
Verhaͤltniß zwiſchen den Verhältniffen AC : CB und AD: DB, 


oder das Verhaͤltni 
* ß AC AD 


. CB'DB 
das Doppelfhnitt8-DVerhältniß, nah welchem AB von 
C und D in Bezug auf A und B ale Graͤnzpunkte gefchnitten 
wird. Mehrere Saͤtze über folche Verhäftniffe hat Möbius in 
feinem trefflichen Barycentriſchen Calcul (Feipzig, 1827.) S. 243 
— bewieſen, und deren Auwendung in der Geometrie gezeigt. 
M. fr auch den Art. Vielecksſchnitts-Verhaͤltniß i. d. 3. 


Dreieck. Das ebene geradlinige Dreied hat eine große 
Menge merkwuͤrdiger Eigenfchaften, von denen im Artikel Dreieck 
im erften Theile diefes Wörterbuchs fchon mehrere bewiefen wor» 
ven find. Die Zahl derfelben ift aber durch neuere Erfindungen 
ehr vermehrt worden, und ed haben vorzüglic) zwei deutfche Ma- 
thematifer: Erelle und Feuerbach, um diefe einfache Figur 
ich ſehr verdient gemacht. M. f. Erelle: Ueber einige Eigen« 
‚haften des gbenen geradlinigen Dreiecks. Berlin, 1816, und 
Feuerbach: Eigenfcyaften einiger merkwürdigen Punkte des ges 


:adlinigen Dreiecks. Nürnberg, 1822. Die von vdiefen beiden 


Mathematifern gefundenen Säge bat C. F. U. Jacobi in 


iner guten Gelegenheitsfchrift (De triangulorum rectilineo- 


um proprietatibus quibusdam nondum satis cognitis. Num- 
yurgi, 1825.) gefammelt, —— geordnet, zum Theil neu 
ewieſen, und mit eignen Bemerkungen vermehrt. Auch ſ. ni. 
Jarnot: Geometrie der Stellung, a. d. Franz. von Schu- 


nacher Thl. I. u. II. Altona, 1810, Strasznidi: Das ° 


ſeradlinige Dreief und die Ddreifeitige Pyramide nad allen 
Inalogien dargeftellt. Wien, 187, Metternich: Geome- 
rifche Abhandlung über die Theilung des Dreiecks durch drei 
inien nach beftimmten Richtungen. Mainz, 1821. Erelle: Samm⸗ 
ung mathemiatifcher Auffäge und Bemerkungen. Berlin, 1821. 
Troll: Aufgaben über ebene Dreiecke, worin Summen oder 


— 


Differenzen von Seiten, oder Winkeln gegeben find. Halle, 1826. 


Strehlfe: Aufgaben uͤb. das geradlinigte Dreieck. Königeb. 1826 ; 
ie befannten Sammlungen geometrifcher Aufgaben von Meier 
dirſch und PBuiffant, die mathematifhen Fonrnale und den 
Irtitel Trigonometrie (19.) und Transverfale in diefem Wör- 


erbuche, wo man aud) noch einige hierher gehörende Schriften - 


ngeführt findet, Meber die Formel für die Area des Dreiecks 
us feinen drei Seiten f. m. die befondere Schrift: Ueber die 
zerechnung der Dreiecfsebene aus ihren drei Seiten von J. 3. 
. Hoffmann, Afchaffenburg, 1813., und von Altern Werfen 
). Schwenters Geometriae practicae novae et auctae 
'ractatus II. Nürnberg, 1623. ©. 111—118,, und C. Cla- 
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vii Geometria practica. Lugduni, 1607. p. 158 — 161., wo 
fid) auch ein fouthetifcher Beweis (f. Thl. I. S. 933.) der For- 
mel findet. Es kann nicht unfere Abſicht feyn, im gegenmwärtis 
gem Artikel alle neuerlich entdeckten Eigenfcaften des Dreiecks 
zu fammeln, weil dazu ein befonderes Bud) erforderlidy feyn 
wuͤrde, und diefe Säge, wenn ich mid) fo ausdruͤcken darf, wie 
fo mand)es Andere in der Mathematik, doc) eigentlich bloß zum 
Furus gehören, ohne daß ich denfelben hierdurch ihr mwiffenfchaft- 
licyes Intereffe im mindeften fchmälern, namentlich ihren großen 
Merth für die Geiftes- Gymnaftif abfprechen will. Nur Einiges 
des Wichtigern, vielleicht weniger Bekannten, follen die folgen- 
den Blätter aus diefem großen Reichthume ausheben, 


1. Am meiften find die fogenannten Scheitellinien des Drei- 
eds unterfucht worden, worüber im Artikel Dreieck im eriten 

heile die Nummern 13, 14, 15, 16 nacyufehen find. Nad) 
einer Bemerkung von Gauf, die man in Carnots Geometrie 
der Stellung. Thl. IL ©. 363. findet, läßt fi) der Satz, daß 
die drei von den Spißen eines Dreiecks auf die Gegenfeiten ge= 
faͤllten Perpendifel, d. i. feine drei Höhenlinien, jederzeit in eis 
nem Punkte zufammentreffen (Dreieck. 14.), hoͤchſt einfach auf 
Folgende Art beweifen. Sey ABC (Fig. — gegebene 
Dreieck; die drei Hoͤhen ſeyen Aa, Bb, Ce. Zieht man nun 
durch A, B, C Parallelen mit der ee des gegebenen 
Dreiecks, wodurd) ein neues Dreieck A’B’C’ entfteht, fo it, weil 
3. B. AA’ und BB’ Pärallelogramme find, CA’= AB, CB’ 
= AB, alfo CA=LCB. Ganz eben fo erhellet, daß BA’ — 
BC, AB—=AC if, und die drei Höhen des Dreiecks ABC 
find folglich drei auf die Seiten des Dreiecks A’B’C’ durd) deren 
Mitten errichtete Perpendifel, welche ſich nad) einem Satze, ver 
ſchon in den Elementen angetroffen wird, auch im Art. Dreier 
(13.) bewieſen ift, in einem Punkte fchneiden. 


2. Daß die von den Spitzen A, B, C (Fig. 21.) eines 
Dreiecks ABC nad) den Mitten a, b, e der Gegenfeiten gezo— 
genen Finien Aa, Bb, Ce ſich in einem Punkte ſchneiden, mag 
am einfachiten auf folgende Art beiwiefen werden. | | 

Sey Ab=Cb, Ba=Ca Man ziehe Aa, Bb, welche 
- fih in O fchueiden. Zieht man nun CO und verlängert felbige 
bis zur Seite AB, fo ift zu zeigen, daß AB von CO Halbirt 
wird, oder Ac=Be if. Nach der Vorausfeßung it /ABa 
= JACa, JBOa=4C0Oa, woraus durd) Subtraction JAOB 
— JAOC, und ganz eben fo JAOB = Z/BOC, alfo JSAOC 
“= IBOC folgt. Letztere zwei Dreiecke haben einerlei Grundlinie ' 
CO, aljo, in Bezug auf diefe Grundlinie, auch gleiche Höhen. 
Die Höhen der Dreiede AOC, BOC in Bezug auf CO als 
Dafis find aber zugleidy die Höhen der Dreiede ACc und BCc 
in Bezug auf Cc als gemeinfhaftliche Grundlinie, Folglich ha— 
ben auch die leßtern zwei Dreiecke einerlei Grundlinie Ce und 


En 
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leiche Höhen, und find alſo einander gleich, d. i. AACe = ARCe. 

immt man aber Ac und Be als Grundlinien dieſer Dreiecke 
an, fo haben diefelben einerlei Höhe, und es mäflen folglich, da 
fie einander gleich find, aud ihre Grundlinien einander gleich, 
d. i. Ac=Be ſeyn, w. ;+ b. w. 

Da, wie wir vorher geſehen haben, AAOB = AAOC = 
ABOC,. und, wegen Ace — Be, Ab=Cb, Ba= Ca, 
AAOc—= ABOc = 44AOB, JAOb = ACOb = + JA0C, 
ABOa = 4C0a = + 4BOC if; fo it JAOc = ABOc — 
AAOb = ACOb = JBOa ACOa; folglih z.B. JAOC 
—=2AA0c, CO=2.c0, und eben ff BO=2.60, AO = | 
2.20, oder Cc=3.c0, Bb=3.,bO, Aa=3,a0, 

Es ift 

AO , BO , CO __ 
Aa TBb TC 


Oa Ob Oe 
Arstomt 
wie aus dem Vorhergehenden unmittelbar folgt. 


3. So wie man den Anhalt eines Dreiecks durch feine drei 
Seiten darftellen kann, fo fann man denfelben auch durch feine 
drei Höhen ausdruͤcken. Iſt nämlidy immer ABC das gegebene 
Dreieck, deffen drei den Winfeln A, B, C gegenüberftehende Sei⸗ 
ten wie gewoͤhnlich durch a, b, c bezeichnet werden, fo ift, wenn 
die durh A, B, € gejpgenen Höhen refpective p, q, x find, 
und 4 den Juhalt des Dreiecks bezeichnet: 


2; 


alfo,, weil befanntlich 
A4=4ll(a+rb+e)b+c—a)la+c—b)(a+b—c) 


1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
CHE Er DIET) 
und folglich, wenn wir der Kürze wegen die reciprofen Höhen 
=p,g,r fegen: 





ift: 
=44° 





1 

YE+dHN)gd+tr-pPIPr+r—-NRr+I—r) 
Fuͤr f ++ r = 20 ergiebt ſich leicht: | 

J — 

4Y o(o—p’)(o—g)(o—r) 

Dezeichnen wir die Area eines Dreiecks, deffen Seiten die reci- 
— — des gegebenen Dreiecks ſind, durch 4, fo iſt bes 
anntli 


4* 


4 =YVo(s—-p)(e-g)(e—r); 
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folglich immer | i 
41 mi. 
4. Auch durch die drei von den Spigen nach den Mitten 


der Gegenfeiten gezogenen Linien laͤßt fich der Inhalt des Dreiecke 


— 


ausdruͤcken. Die Seiten des Dreiecks ABC (Fig. 21.) ſeyen 
jest 2a, 2b, 2c, und die durch A, B, C nach den Mitten der 


Gegenſeiten gezogenen Linien feyen a, 6, 9. In Fig. 22, ift num 


a? + a? — 402 a? a? — 4b? 
2aa —3 
a? + a2 — Act — — a? — a? 4 4b?, a? = 2b? + 20? — 42. 
Wir haben alfo 
a? = 2b? + 20? — a?, a? + a? = 2b? + 20°; 
ß? = 2a? + 20? — b?, b? + 42 = 20? + 22°; 
y? = 2a: + 2b —c?, ce? + y? = 2a? + 22; 
wodurch zuskih die Linien a, 8, y durch die Seiten des Dreiecke 
ausgedrüädt find. Eliminirt man e aus der erſten und dritten, 
fo wie aus der zweiten und dritten Gleihung, fo fommt: 
a? + 2y? = 3a? 46b2, A? + 2y2 = 6a?.-3b?,, 
und hieraus durch Elimination von b: u 
2(#?+y%) — a? = 9a?. 
Um alfo a, b, e durch a, 4, y auszudrüden, hat man: 
se Werne, p2 lu 20 Eu amt — 


cp = , 605 (180° —p)=— cp = 


Denkt man fid nun die durch A gehende Höhe y des Drei- 
ecks gezogen, und bezeichnet die. durch diefelbe gebildeten Abfchnitte 
der Grundlinie auf der rechten und linken Seite der Höhe durch 
x und 2a—x, fo iſt 

J y2 = 4b? x? = 402 — (2 - 5)2, 
woraus leicht 


van tbree 
a , 
— a24 b2 -e 2 4402 b — a?+b? — 232 
tab — (FC) =, 


alfo, weil I=ayif, . 

FJ 42 = 4a!b? — (a? +b?— c?)2 
folgt. Set man nun.für a, b, c ihre obigen Ausdruͤcke durch 
&, ß, Yı fo wird: 


Aa2 pꝛ — De? P? + Ba? y? Bs y?— Bat BI6y 
= 81 ⸗ 


αν——, 
| Zu 81 
2 2 180? 8? + 180? y? + 18B? 2 — 9a — 9p* —9p* 


A 
81 
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_ 2a? 2 4 2a2y2 + 9p?y? at Bi ya 
BERNER TE. TONGRTFEENE 
* da? 42 — (a* 4 — 47* + 2a? B? — 2a? y—2P? y?’) 
9 
= 4a? 42 — (a? + ß? —y?)? 
* 9 
——— 
9 

——— 

8 & 


A=4Nle+P+Y)P+Yr—a)(e+y—P)(atf—y), 
oder, wenn wir aA +y=2% feßen: 
A=418(’—a)(" —P)(’—y). : 
Ft I" der Inhalt des Dreiecks, deffen drei Seiten die von den 
Spigen nach den Mittelpunkten der Gegenfeiten gezogenen Linien 
a, ß,y find; fo iſt | 
4=21,31—= 44. 
Behaͤlt 4 die ihm in (3.) beigelegte Bedeutung, fo ift 
DEE TER 
4= gr 3d „d = 17’ 
oder SI" =, fo wie nad) (3.) A!=H iſt. | 
Aus dem Vorhergehenden ergeben fic) auch unmittelbar Aus— 
deüce für die Entfernungen des gemeinfchaftlichen Durchſchnitts— 
punftes der drei Scheitellinien in diefem Falle von den Spitzen 
des Dreiecks. Iſt naͤmlich O diefer gemeinfchaftliche Durchſchnitts⸗ 
punft, fo ift nach (2,) | 
OA = 3a, OB= 34, 0C= 3; 
alfo 
OA = 4 2b? +20? <a? , 
OB = 2Y 2a? +20? —b?, 
OC = 22a? + »b?—c? 5 
oder, wenn a, b', e die ganzen Seiten des Dreiecks bezeichnen: 
OA = 34V? +40? — 4a? = ıY 2b? +20? a, 
OB = 3 Ya? +4c?— 2b? = 42a? + 20? —b?, 
0OC = 3 Ya”? + rb? — 40? = 42a? +2b?—c’?. 
Nach der in der Figur angewandten Bezeichnung ift nach (2.) 
OA’ = 40A, OB’ 40B, OC’ = 30C, \ 
woraus ſich aud) leicht Ausdrüde für OA, OB, OC ergeben. 
5 Man gelangt zu der vorher gefundenen Formel auch auf 
folgende Art durch eine fehr einfache Conftruction. Sey ABC 
(Fig. 23.) das gegebene Dreied. A’, B, C feyen die Mitten 
der Seiten, und AA’, BB’, CC die von den Spigen nad) den 
Supplem, zu Klügels Wörterb. I, Dy 


* 
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Mitten der Gegenſeiten gezogenen Linien, welche ſich in O ſchnei— 
den (2.). Durch A’ ziehe man mit BB die Parallele AD, fo iſt 
AD:BB=AC:BC=1:2, AD= 4BB. ' 
Macht man nun A"D= A’D und zieht A”B’, fo entftebt offen- 
bar das Parallelogramm, BBA’AT, in weldyem alfo BA” — BA’ 
— A C, und aud) BA der AC parallel iſt. Zieht man AC, 
fo it diefe Linie offenbar der Linie AB (melde = + AC ift) 
parallel und gleich, und in dem Dreiecken ABA”, CA’C find alſo 
zwei Seiten und der eingefchloffene Winkel gegenfeitig gleich, dieſe 
Dreiecke folglich congruent, alfo AA = CC. Man fieht alfo, 
daß das Dreiect AAA aus den Seiten AA=a, AA’— 
BB —=ß, AA = CC =y gebildet üft, fo daß, wenn wir wie 
vorher feinen Inhalt = IS" feßen, 

a4" = 4 le +P+N)B+r—e)(a+Y—P)(e+£—y) 
if, Nun it aber befanntlih (2) AO—=+AO; alfo aud) 
BD=4+AB, AD=AB +4AB =+AB—=}.}AC= 
AC; folgliy FJZAAD—=3.4JAAC. Aber nad) dem Obigen 
—und nad der Vorausfeßung JAAD = 4JAAA" —= 47", 
, JAAC=4+JABC = 42. Solglid) 

ud . , mid, 1=41', 

d. i. nach dem Dbigen Ä 


4=3V la HP +Y)B+r—a)(a+Y—P)la+R—y) > 
wie in (4.). 

6. Wendet man die fo eben gezeigte Conftruction mehrere 
Mal Hinter einander an, fo — eine Figur, wie die in Fig. 24. 
verzeichnete. Die gleichen Winkel ſind in dieſer Figur, in welche 

Jeder auch ohne beſondere Erlaͤuterung leicht finden wird, 
durch gleiche Zahlen bezeichnet. Daß man durch dieſe Conſtru— 
ction zunächft immer zwölf, in der Figur fchattirte, Dreiecke er— 
hält, welche den ganzen Raum um A ausfüllen, erhelfet augen- 
. biicflih daraus, weil die Winkel (1) (2) (3) (4) (5) (6) die 
Summe der Winfel des Dreiecks ABC ausmadyen, wie ebenfallg 
aus der Figur erhellet, folglic) 

(0) 4 6) * (9 H+H + 6) + (6) = 180° 
iſt. Der ganze in der Figur fchattirte Raum ift nad) (4.) und 
(5.), wenn wir wieder JABC—= I, JAAC—= 44 fegen, 


3? 33 
= 444 434 47534 ta :1+ .eu» 
310 311 
.... + Freie 7 * 
32 33 . 11 
zulsitgtgt 4 
12 ° 
Del 
412 412 — 312 
4i — 340 


— ——— — 44. 
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Denft man ſich die vorhergehende Eonftruction in's Unendliche 
fortgefeßt, fo daß man nämlich mit derfelben nicht bloß einen 
ganzen Umlauf, fondern mehrere hinter einander vollendet, fo ift 
die Urea des ganzen auf diefe Weife gebildeten Raums | 


| 32,3, 3% 
* G. ſa Hitstptete | 
1 4 | 
= ge =4A.7 3 = 24 * 
d. h. dem doppelten ganzen gegebenen Dreiecke ABC gleich. Durch 
dieſe Conſtruction werden alfo die Glieder und die Summe einer’ 
in's Unendliche fortlaufenden geometrifchen Reihe auf eine fehr 
einfache Weiſe —— dargeſtellt. Das erſte Glied dieſer 
Reihe iſt = 44, der Exponent = 4. 
- 7. Bird in Fig. 25. der Winkel A des Dreiecks ABC 
durdy die Linie Aa — « halbirt, fo iff, wenn wir die ganzen 
Seiten des Dreiecks durdy a, b, ce bezeichnen, nach einem bes 
Tannten geometrifchen Gage: 





“pre Tre 
Aber — — 
| Tr  EFNEWERNT, 
cos4A — — = 5 ; 


folglich, wenn man für x und a— x bie gefundenen Ausdruͤcke 
etzt: 
je 0 = be(b +c)? — a?(b+c)? — a?bc, 


und hieraus, zugleich mit.gehöriger Vertauſchung der Buchftaben : 
_bei(b+co)?—a?} _ befa+rb+e)(b+ce—a) 


= CET; — —— 
Br ac{(a+c)2?—b?} ac(a+b+c)(a+c—b) 
lat (a +)? ’ 
r ab{(a+b)?—c?} _ab(a+b+c)(a +b—c) 
— (a+b? 7 a+b? , 


Mad) dem Art. Trigonometrie (16.) ift 

AbecostA? = (a+b+c)(b+c—a), 
4accos!B? = (a+b+c)(a+c—b), 
4abcos!C? = (a+b+c)(a +b—c). 


Folglich 
2ocos 4a 2ao cos B 2ab cos 40 
“m Te naeh” 


1 aß __ cos4A oos IB cos}C 
Ba?b?c?  (atb)(atc)(b+c) ' 
Auch ift nad) dem Dbigen * 
j 9y 2 


J | re 
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a? 8? y? (@+b+ tere Narbe} 
a?b:c? F (a+b)?(a+c)? (b-++ c)? 

d. ie, wenn wir den Inhalt des Dreiecks durch 4 — 


a? ß?y? 16(a+b+ c)’ 4? 
arbic?  (arb)’(ato)?(b+e):’ 


.aßyla+b)(are)(b+ e) 
= 4abe(arb+c) 
Folglich) auch, wenn man nad) dem Dbigen 
| aßy J 2abe costA cos$B cos 40 
Zabe (a+b)arc)bre _ 


fest: 
— 2abe costA cos 4B cos +G 
* ar+b+c . , 
(a+b+c) 4 
1 —— — — 
cos+A cos4B cos 30 = — 
Nach Trigonometrie (10.) iſt auch 
sin +A BE sin+B sin 40 


* cos+(B—C)’ a+tc a) — —"cost(A—B) 


Folglich 





— 2h0sin 40 00s 4.4 beosin A 
= eos; B—C) “ acos4(B—C) s 
_ 2ac siny;B cos ı1B _ acsinB 
P= eos a0)  beostA—O’ 
_ 2absin 4C cos4C ab sin G 


ccos}(A—B) * ccost(A—B) 
Alſo auch, wie ſich hieraus leicht ergiebt: 


— b sin GC esinB 
— eos4(B—C) = c0s+(B—C)’ 


2. esinA _ asinC 
— cos A-0) — cost(A—C) R 

= asinB _ __bsinA 
Y= Cosıta—B)  cos$(A—B) 


Durch Divifion folgt hieraus: 
«a _bsinC cos4(A—C) _ sinB cost(A—(C) 
7  csinA’cos4(B—C) — sinA’cos+(B—C) ? 
bsinG cos4(A-—B) _ sinG cos}(A—B) 
asinB cos4(B— — — sinA’cost(B—C) 
_ ein A cos2(A—B) _ sinC cos1(A—B) 
7 ⸗mnßcee 6 = sinB’cost(A—C) ' 


Man fieht hieraus z. B., daß in zwei ähnlichen Dreieden, in 
denen a, ß, y und a, 8, y die die Winkel halbirenden Linien 


nd, 
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er 


überhaupt 


iſt. | 

Säle man, wie in Fig. W., auf die drei die Winkel hal- 
birenden Linien von den Spigen des Dreiecks die Perpendikel 
AC, BA’, CB’, AB,, BC,, CA, ; fo i ; 
AA’ = ccos$jA, AA, = bcosiA ; 
BB’ = acosıB, BB, = ccos}B; 
CC’ = bcos4C, GC, = acosiC ; 


a:f:y= a: hy’ 


’ 


folglich 


AA’. BB. 
AA,.BB, ce = abocos$Acos}Bcos}C ; 


alfo nad) dem Dbigen 
4 AA':BB/.CC’ _ AA,.BB,.CC, 
24* —7———6—— 

Durch Verbindung der obigen Gleichungen wuͤrde man noch 
manche andere ihrer Form wegen merkwuͤrdige Ausdruͤcke finden 
koͤnnen. So iſt z. B. | h 

-arT =— a2 +b2-+ c? +2be R 
Rlarte)! _ a?—b?+c?+2ac, 
ac . 


rer _ a? +b? — c? +2ab; 


alfo, wenn man addirt: 
a? »t c)? 4 et c)? + —— 
= a? +b?+c? +2ab-+H2ac+ be = (a+b+c), 
2 112 1 1}? 
nr trat 4 Hr 
=(a+rb+c), 
a 1 (1, 19%, 2A ı1(ı , 192, 151,1% 
enter re +55 +} 
= {4414 1) 
| —Iab "ac! bef 

Wir haben oben. a, 8, y durch a, b, ec dargeftellt, über- 
yaupt zwwifchen diefen fechs Größen drei Gleichungen gefunden. 
Die umgekehrte Aufgabe, nämlih a, b, ec, durch a, P, Y 
mezudrücen, macht eine weitläufige Elimination nöthig, und 
‚ie Refultate fcheinen fehr complicirt auszufallen. 

Um die Abftände des Punftes O von den drei Spitzen des 
Dreiecks zu finden, ſuche man zuerft den Halbmeſſer des in das 
Dreieck beſchriebenen Kreiſes, weichen wir Z ſetzen wollen, 
sur denſelben iſt offenbar | 
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20 
Nun iſt 
eA0. tin M, AO = 7: 


alſo, wenn man für sin FA feinen bekannten Ausdruck durch die 
a. des: Dreiecks feßt, zugleich mit gehöriger Vertauſchung der 
uchſtaben: oo. — 

ybe(s—a) _ ybe(b+c-a) ° 
open Pe 
un _ Yac(s—b) _ yac(atc—b) 
ne r s . r a+h+rce — — 

_ vab(s—c) _ ab(a+b—c) 
a äα. 


Alſo 


A0+BO +00 = eat — + rate 
Nach dem Dbigen ifl 


u 21 bes(s—a) _ 2Y acs (s—b) _ 2Yabs 6— e) z 





b+c arc 77. 7 a+rb ’ 
alſo 
a __2s BP _:% 1__® 
» AOTbre’BO  arc’ COTay+b' 
Folglich 


AO BO „CO _ 2(a+b+e) | 
Frau); TO 


vuvi,wilarb+c=2 if: | 
AQ ,BO ,CO_,„. 
atmrtGnr 
Da nun 


ift, fo ergiebt fich augenblicklich dur Subtraction:. 
-,O0a , Ob, 0Oc‘, : J 
Oa, Ob, Oe ſelbſt erhält man, wenn die bekannten AO, BO, 


CO von den chenfalls befannten AA=a, Bb=Pß, Ce=y 
abgezogen werden, J Te 


8 Wir wollen nun auch einen Ausdruck für den Flächen- 
inhalt des Dreiecks abe Fig. 27.) fuhen, wenn Aa, Bb, 
Ce die Linien find, welche die Winfel des Dreiedd ABC hal- 
biren. Der Radius des in das gegebene Dreieck befehriebenen 
Kreiſes, deflen Mittelpunkt befanntlih, O iſt, ſey wieder = Q, 

fo daß alſo in-der Figur Or—= Ob = Oc —e if. Es ıf 
nun offenbar | :r er 
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Oa * eseca0a’ = osec(4A +4C— 90° +4C) 
= esec(}A+4B+4C— 0° —4(B—CO)), a 
d. i., zugleich mit gehöriger Vertaufhung der Buchftaben: 
Oa=esectH{B—C), Ob=esec4{A—C), Oc=esec4{A—B). 
Fällt man ferner von a, b, c auf Bb, Ge, Aa die Perpen- 
difel aa’, bb’, cc"; fo ift — 
aa’=0Oa.siny(A+B)=osec4(B—C)sin$(A+B), \ 
bb’=Ob.sint(B+C)=esec}(A— C)sin4(B+C), 
cec’=Oc.sint(A+ C)=gsec4(A—B)siny(A £C); 
folglich, weil 
Aabe — $aa”.Ob+4bb”".Oc-+$cc”.Oa 


ift: 
—— | sect(A—C)sec${(B—C)sint(A+-B) 
& + sect{A—B)sec}(A— C)sin!(B+ C) 
Ab + sect(B—C)sec4 (A—B)sinz(A+C). 
er 


sin}(A+B)cost(A—B) = 4(sinA+sinB), 
sint(B+C)cos!(B—C)= 4(sinB+sinC),, 

sin! (A+C)cos4 (A—C)= +(sinA+ sinG) . 

Folglich, wenn man ſich die Secanten durch die Coſinus darge⸗ 


ſtellt denkt: 
ab sinA+sinB+sinC 
EN "c0s4(A—B)cos4(A—C)cos+4(B-—C) * 
oder nach Trigonometrie (18.): 
— 20? cos+A cos4B cos 40 R 
—— cos+{(A—B)cos4(A— C)cos4(B—C) i 
Nah (7.) ift 
aßy cos4A cos+B cos4C 
8abe sin 4A sin4B sin 16° cost(A— B)cos} (A—C) cos} (B— 5’ i 
folglich 


aßye* 
—⸗  4abesin+A sin4Bsin4G " 


Aus einer einfachen geometrifchen Betrachtung ergiebt ſich auf 
der Stelle wie in (7.): y 
I Klarbto,e= arb+e’ 5 . 


fgtich | | 
| 
abe (a-+b+ c)?sin4A sinyB sin 40 


Aber, wie leicht erhellet: 
24 = e(b+ce)sin4A = ß(a+c)sinyB = y(a+ b)sin!C, 
k 8r 
j sin;A sin +B sin + 'C= == J — 
alſo 


* 


* 
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4 


S8abe(a+b-+c)?4 
Serner ift nach (7.) 
a? B?y?{at+-b)(a+c)(b+c) _ 2abce A 
8abce(a+b-+c)?4 "(a+b)(arc)(b+c) 


Folglich — 2abe A 
— arb)(atc)(b+e) r 
Durch) einen fehr weitläufigen trigonometrifchen Calcul fin- 
det Jacobi a. a. D. (p- 15.) 


24 
—— RER SR 
er + te) 1 
Bon der Uebereinftimmung beider Ausdruͤcke kann man fich durch 
einfacdye Rechnung überzeugen. | 
- Nach (7.) ift auch noch) 
— abo sin A sinB sinG 
— cos 2(A—B)cos4(A—C)cos+{B—C) " 
Aber | 
24 = absinG = acsinB = besin A, 
84° = abce.abesinAsinBsinG 3 
folglich 


aßy abc ae 
T e0s4(A—B) cos4(A— GC) cos 6-0) 


3 
4 = 4Vapyabcecost(A—B)cos+(A—C)cos}(B—C). 


9, Bezeichnet man die den Seiten a, b, c eines Dreiecks 
entfprechenden Höhen. wie in (3.) wieder durch p, q, r, fo fin- 
det man leicht 


a _ 4a?b?2— (a? +b?—c?)2  Aa?c?— (a? +e?— b?)2 

a ae 
„_ 4?c?—(b?+c?—a?)® _Ab?a? —(b? +a?—c?)? 

—— 
—— 4c?a? —(c? 442 —b2)? _ 4c?b?— (c? +b? -42)⸗ 

* 4c? = 4c? e 


wodurch die Höhen durch die Seiten ausgedruckt find. Man 
fann. diefe Ausdrücke auf befannte Weife auch leicht in. Sactoren 
zerlegen. Um die Seiten durd) die Höhen auszudrüden, bat man 


ap Sba S er, pPa, e =£a. 
Nach Trigonometrie (9.) ift nun 
sing: — 2@ib? Harte? +b?c?) — (at rbi+c) 


4a? b? | 2 
und offenbar, 
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p= bsinC, p® = b?sinC? ; 
alfo * 
4a?p? = 2(a?b? +a?c? +b?c?) — (a? 4h46) 
1 1 1 1141 
* — — a?p* rat 
Przal2pgd Pr Hg) tr Hrt)), 
wenn wir die reciprofen Höhen durch p', q’, X bezeichnen. Alfo 
a: — — — — 
Y2(p?g? +p®?r?2+g?r?) — (p*+g’+r°) 
29 


— m — — — ——— —— — —5, 
Y2 (p?gq?+p?r?+g?r?) — (p*+g*+r*) 

c= ee — . 
Y2(p?g?+p?r?+g?r2) — (p*+g*+r°) 

10. Sind in Fig. 8, AA’, BB’, CC die drei Höhen 
des Dreiede ABC —= 7, fo wollen wir nun auch den Fläcyen- 
inhalt des Dreiecks ABC — JS zu beftimmen fuchen , indem 
wir die Seiten dieſes Dreiecks durd) a’, b', e bezeichnen. Sehr 
leicht erhellet die Aehnlichkeit der rechtivinkligen Dreiecke BAB, 
CAC, Daher ift E 

AC:AB= AC:AB’, 
und folglich offenbar aud) JABC » ABC, Alſo 
AB:BC = AB’:B’C’ ; 
c:a = ccosA:a’, a —=acosÄA. 


olgli 
ßolglich a =acosA, b’—=bcosB, ce’ = ccosC; 
oder, wenn man für die Cofinus ihre Ausdruͤcke durch die Sei— 
ten des Dreiecks ABO fest: en 

a(b?+c?—a?) — b(a?+c?—b?) ,__ c(a?+b?_—.c?) 
— 77 a — 
Hieraus folgt leicht: | 
2a?b? 4 2a2c0? 4 2b?c? — ad — b? — c* 
2abc 
= > inc? = a b?sinC? = ne R 

Ya — (a? +c?—b?)(a? +b?—c?) 

ee 7 Nager 


a+b+c0‘o 


yo (b? + c?—a?)(a? + b?—c?) 


a 4 — — 
nr. (b?+c?—a?) (a? +c?—b?) 
a 71 ae, 
Alſo 


161? = (A +bH+c)(b’ + - a) (a +c’—b’) (a +b’— cc’) 
_(b?+c?—a2)? (a2 4 e2 — b2)? (a? 4 b2? — c?)2 12 


a’b*c* — 
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| — (b? + c?—a?)(a? + c?—b?)(a? 4 b? — c?) 
= da? b? c? — 4 
x, b?+c?—a? a? +c?—b? a?+-b?—c? 
7 2be :» 2ac ab ' 
= 24c0sAcosBcosC, | 
welches Tauter ſehr einfache und merkwürdige Relationen find. 
Nach dem Dbigen ift | 
A— 4Y2a:b2 + 2a? cc? +2b2c2—at—b— ct; 
folglich, wenn wir 
(b? + c?—a?)(a?-+c?—b?)(a? +b?—c?) L 
16a? b?c? — 
* ‚ bloß in den drei Seiten des gegebenen Dreiecks ausge- 
druͤckt: 


24 


Ic ur +a?2c?.+-b?2 ce?) — (at+ b*+c*). 
Die Entfernungen des Punftes O von den Spißen des 
Dreiecks erhält man leicht auf: folgende Art, Es ift 
b?-+-c?_—-a? 24 





| AB = ccsA= 55 ‚A=—. 
Aber offenbar | 
Ä AA:AC = AB:AO, AO—? =. 


Solglih, zugleich mit gehöriger Vertaufhung der Buchftaben: 


_al?+er—ar) „„_ba’+e?—b?) „„_cla? +b2-c?) 
langer” 7 ———— 


Alſo auch 


— — — — — — — — — — — — — — 


—R 84? ’ BB’ 84? ’ cc 8" 

olgli 
ö 3 » ‚AO, BO, co 

| atete | 

_2(a?b?+a?c? +b?c?) — (at +b*?+c°) 
Ze 81° * 
Aber nach dem Vorbergeheuden 
16.4? — 2(a®b? Ha? c?-+btc?) — (at +b?rc®). 
Solglich 
AO | BO 
| AA TBB 


AO, BO co 
Rntwreomt 


co 
toe=t 


Auch iſt 


b?-+-c?—a? 
2, — 
a?+c?—b? 
2 > 


AO.AM — 


BO.BB = 
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co. ——— 
— ee ug . 
Folglich 


AO.AA' + BO. BB + CO.CC = ihre 


11. Es mögen fih nun einige allgemeinere Saͤtze hier an- 
ſchließen. Befonders wichtig ift folgender Sag. Wenn in Fig. 20. 
Aa, Bb, Ce drei beliebige dur) einen Punkt O und die z 
Spigen des Dreiecks ABC gehende gerade Linien find, fit 
immer | 


Ab.Ca.Bc = Ac.Ba.Ch. 
Zieht man nämlid) durch O mit den Seiten des Dreieds die 


Parallelen aß, By, ya’; fo ift | 


— 
— — — 
— 
. — — — 


— — TE — 


Aber 
AB’ _AC Ca _BC By _AB, 
Ba BG’ Ay AB’ CH T Ac’ 
Aß'.Ca’.By’ _ AB.AC.BC 
C#.Ba.Ay  AB.AC.BC — * 


Folglich nach dem Vorhergehenden offenbar auch 


Ab.Ca.Bc _ Aß’.Ca’.By’ 
Chb.Ba.Ac T (A.Ba.Ay 
Ab.Ca.Bc = Ac.Ba.,Cb. 
12. Auch ift immer 
sin CAa sin ABb sin BCc = sin BAa sinCBb sin ACc . 
Es ift nämlich 


=1, 


— 
— EEE — — — ⏑ — — 
— 


— — — — — — 


Bc _sinBCce Ac _ sin ACc 
CB — sinBeC’ CA — sinAcC! 
Aber nach) (11.) 
Ca.Ab.Be Ba. Ch · Ae 
AC.BA.CBE — AB.BC.CA ' 
Folglich aud) 
sin CAa.sinABb:sinBCe _ sinBAa.sinCBb.sinACc . 
sin CaA.sinAbB.sinBcC "sin BaA. sin CbB .sin AcC ; 
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Weil aber zwei zu 1800 ſich ergaͤnzende Winkel jederzeit gleiche 
Sinus haben, ſo ſind die Nenner dieſer beiden Bruͤche, und 
folglich ihre Zaͤhler einander gleich, welches die zu beweiſende 
Gleichung giebt. | 

| 13. Beide fo eben: bewiefene Lehrfäge laſſen ſich auch um- 
fehren. Sind nämlidy im Dreied ABC die finien Aa, Bb, 
Ce fo gezogen, daß | 

Ab.Ca.Bce = Ac.Ba.Ch 
ift; fo fehneiden Aa, Bb, Ce ſich jederzeit in einem Punkte, 

Bb und Ge mögen ſich in dem Punkte O fchneiden, und 

durch denfelben eine Linie AO gezogen feyn, welche verlängert 
die Seite BO des gegebenen Dreiecks in einem gewiffen Punkte 
a fchmeide; fo ift nah (11.) - 
Ab.Ca’.Be = Ac.Ba’,Ch. 
Nach der Vorausfegung ift aber 

Ab.Ca.Bc = Ac.Ba.Chb; 


folglich durch Divifion 


Ca _ Bot Ca _ Ca 
Ca Ba’ Ba Ba’ 


und, wenn man nun auf beiden Seiten die Einheit addirt: | 


Ca’ Ca Ba’+Ca Ba+Ca BC _ BC, 
he TA Tee TE ge Fr, 


# 


alfo Ba = Ba’, Folglich fallen die Punfte a und a, alfo aud 
die Linien Aa, Aa’ zufammen, und Aa, Bb, Ce, fchneiden ſich 
alfo, fo wie Aa’, Bb, Ce nad der Eonftruction in einem 
Punkte O. 
14. Eben fo läßt fich leicht zeigen, daß die Finien Aa, 
Bb, Ce fidy in einen Punkte fehneiden, wenn diefelben fo gezo— 
gen find, daß J 

sinCAa sin ABh sinBCc = sin BAa sin CBb sin ACe 
ift. | 


Man made die Eonftruction ganz wie vorher, fo ift nach 


 sinCAa’ sinABb sinBCce — sinBAa’sinCBb sinACc . 
Hieraus und aus der Vorausfeßung folge durch Diviſion 


sinBAa _ sinCAa sinBAa _ sin BAa’ 
sinBAa sinCAa’” sinCAa  sinCAa " 


Aber 


sinBAa _ Ba. sinBAa’ Ba’, 

sinBaA AB’ sinBaA AB’ 

sinCAa _ Ca sin CAa’ = Ca’ 
| sinGaA  AC’ sinCaA AC’. 
Folglich durch Divifion, weil 











, 
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sinBaA = sinCaA, sinBa’A = sin Ca’A | 
ift: 
r sinBAa__ Ba AC sinBAa’__ Ba’ AC 

sinCAa Ca’AB’ sinCAa  Ca’AB 
Folglich nad) dem Vorhergehenden 

Ba AC Ba’ AC Ba _ Ba’ 

Ca’AB Ca ’AB’ Ca Ca’ 
woraus nun der zu bemweifende Satz augenblicklich durch eine 
ganz Ähnliche Sclußart wie in (13.) folgt. 

15. Aus den vorhergehenden Säten ergeben ſich nun zum 
Theil mit der größten Leichtigkeit fieben verfchiedene befonderg 
merfiwärdige Arten, die Linien Aa, Bb, Ce fo zu ziehen, daß 
diefelben in einem Punkte zufammentreffen. 

1) Zieht man die Linien Aa, Bb, Ce fo, daß 

Ab=Cb, Ca=Ba, Bc= Ac 
ift; dann ift offenbar 
Ab.Ca.Bc = Ac.Ba.Ch j 
und Aa, Bb, Ce fchneiden ſich alfo nach (13.) in einem Punkte 
(M. vergl. 2.). 

2) Zieht man die Linien Aa, Bb, Ce fo, daß die Winkel 
des gegebenen Dreiecks halbirt werden, fo folgt der Sag auf 
ganz gleidye Art aus (14.). 


3) Sind Aa, Bb, Ce auf den Seiten des — Dreiecks 
ſenkrecht, fo find die rechtwinkligen Dreiecke AbB, AcC; CaA, 
' CbB; BcC, BaA offenbar einander aͤhnlich, und man hat aljo 


Ab AB Ca ‚AC Be BC. 
Ac AC’ Cb ” BC’ Ba AB?’ 





folglich 


woraus der Satz wieder unmittelbar nach (13.) folgt. 


4) Zieht man die Linien Aa, Bb, Cc fo, daß 
= Ab =Ac, Be=Ba, Ca Ch 
ift, fo ift ebenfalls 
Ab.Bc.Ca = Ac.Ba.Cb, 


oder 
Ab.Ca.Be = Ac.Ba.Cb, 


und Aa, Bb, Ce ſchneiden fich folglich nach (13.) in einem 


Punkte. Daß Aa, Bb, Ge immer auf die angegebene Art gezo— 
gen werden können, iſt leicht zu zeigen. Geßen wir nämlich) 
Ab=Ac=x, fo if | 
Ä Be=Ba=c—x,0(b=CG=b-—-x; 
Ba +Ca=b + cc — ız=a, 


\ 
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x = , 


wodurch die Lage der’ gefuchten Linien beftimme ift. 
55) Man fann Aa, Bb, Ce aud) fo ziehen, daß 
. Ab = Ba/ Be = Cb, Ca = Ac 
ift, indem dann ebenfalls 
Ab.Bc.Ca = Ba.Cb.Ac, 
Ab,Ca.Bc = Ac.Ba.Ch 
if, die Linien Aa, Bb, Ce ſich folglih in einem Vunkte 
ſchneiden. 
Um. die Lage der Linien Aa, Bb, Ce zu finden, ſetze man 
Be =Cbh =x, Ca Ao J, Ab=Ba=z; 
ſo iſt | 


⸗ 


x-y=c, ztx=b,y+tz=a, 


und durch Auflöfung diefer Gleichungen erhält man: 
b+c-—a oa a+c—b — ten 


2 

6) Wir wollen nun die Lage der Linien * Bb, Ce fo zu 
beftimmen fuchen, daß fie fih in einem Punfte ſchueiden, und 
die Winkel Baa, OBb, ACc einander gleich find. Da Aa, 
Bb, Ce fid in einem Punfte fchneiden follen, fo ergiebt ſich 
aus (14.), wenn man_einen der genannten einander gleichen 
Winkel =x feßt, zur Beflimmung von x auf der Stelle bie 
Gleichung 

sinx? = sin(A—x) sin(B—x) sin(C—x). 

Folglich, wenn man auf beiden Seiten mit sinx’ sin A sinB 


sinO dividirt: 
cosec A cosecB cosecC 


sin(A—x) sin(B—x) sin(C—x) ° ü 
— SinAsınx sinBsinx  sinÜsinx 
== (cotx— cot A) (cotx— cotB) (cotx— cotC) 
= cotx? — (cotA+cotB-+cotC)cotx? 
+ (cotAcotB+ cotAcotC-+ cotBcotC)cotx 
— cotAcotBecotC.. 


Der Eoefficient des dritten Gliedes iſt 
= cotA(cotB-+cotC) + cotB cotC 


= sin(B-++-C) 

= cotA. ag waren, + cotBccotC 

_ cosA + cosBcosC _ cosBcosC —— EN): 
sinB sinC * sinBsinC 


weilfA+B + C = 180° ift, Entwickelt man nun — 
ſo ergiebt ſich auf der Stelle 
cotA cotB + cotAgotC + cot Beoto =1. 
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Da nun ferner nach Trigonometrie (18.) 
cosecA cosecB cosecG + cotAcotBecotC 
= cotA + cotB + cotC 
ift, fo wird obige Gleichung Ä 
0 = cotx? — (cotA +cotB + cotC)(cotx? +1) + cotx ; 
oder | 
0 = (cotx? +1)(cotx—cotA— cotB—cotl) , - 
fo daß _alfo die Wurzeln unferer cubifchen Gleichung aus.den 
beiden Gleichungen 
eotx? +1=0, cotx — cotA — cotB — cotl — 0 
beftimmt werden müffen. "Die erfte Gleichung giebt eot x ⸗ 
+r—1, welches zwei imaginaͤre Wurzeln find. Die einzige 
mögliche Wurzel iſt alfo 
eotx = cotA + cotB + cotC, 
und hierdurch ift zugleich der gefuchte Winfel x völlig beftimme. 
Nach dem Artifel Zrigonometrie (20,) ift, wenn Z die Arca 
des gegebenen Dreiecks ift, 
— a?+-b?+c? 
— 4lcotA+cotB+ cotC) ' 
— iſt in den drei Seiten des Dreiecks ausgedruͤckt, da 
ekanntlich 4 ſich in den drei Seiten ausdruͤcken läßt: 


a?+-b? +c? J 
cot x * nn . . 
Hieraus ergiebt ſich auch 
cosx?_ 1—sinı 1 _ (a?+b?+ c?)? 
sinx? ° sin - sin — 16.1? r 
En 161? 
sn” — 


Aber nad) (10.) F 
161° — 2(atb? pa* e p bhæ eꝛ) — (at ph440). 





Folglich 
sinx ——— 
— Yarb? —— 
oder 
— (a+b+c)(b+c—a)(fa+c—b)(a+b—c) 
* 4(a?b?+a°c?+b?c?) u 

Weil 

cotx — cotA = cotB + cotC 


ift, fo i 
— sin(A—x) _ sin (B++C) _ _sinA 


sin A sinx sinBsinC sinBsinG ’ 


—t— — EEE — 2— 


alſo 
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sin(A—x) = ein x, — ein sinx, sin — =; nz . 


MWeil nun | | 

| Ba:Ca = ABAa: ACAa = csinx:bsin (A—x) 

it, fo ift, zugleidy mit gehöriger Vertauſchung der Buchſtaben: 
Ba:Ca = c?:b?,a:Ca—=b?+c?:b? 3; 
Chb:Ab=a2:c?, b:Ab = a? +c?:c?; 

Ac:Bc= b?:a?, c:Be = a?+b?:a?; 








folglid) 
bc? ca? 
Ca = nl ab= sr Bo = sp?’ 
und auf ähnliche Art: | 
c? cb- ba? N ch? 
Ba = jean = af 
Folglich — | 
Ab.Bc.Ca = AcıBa.Chb = = (ae Fbejae Fe)beter) o 
Auch iſt 


Ba:Aa = sinx:sinB . 
Alfo, wenn man für sinx feinen obigen Ausdruf und sinB= 


Aa * ya b?-La? c?+b?c? = er, ne rare 


Die — von Bb und Ce ergeben ſich hieraus von ſelbſt. 
Auch erhellet leicht, daß die Dreiecke BaA, BaO einander aͤhn— 
lic) find. Daher ift A 

a? 


Oa:Ba — Ba:Aa, Oa er 


i dv. i. 
Oa — a? c’ — 
| F —E a?b?+a?c?-+-b?c? ö 
Aus der Aehnlichkeit derfelben Dreiecke folgt 
BO:Ba == AB:Aa, BO = — 


Aa ’ 
d. i. nach dem Dbigen 


ac? 


Bd = BEE — — — — 
" Ya2b2+a?c?+b2c? 
Es iſt alſo — 
CAD Zu — ———————- 
Ya?b?-+a?c?+b?c? 
/ a? c? 
a.BO m ———g 
Ya?b?--a?2c?+b?c? 
 a®2b? 


b.cO = — — 
a? b?-+-a?c?-+b? c? 


Folglich 


ce.AO +a.BO +b.CO =' 
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Ferner iſt nach dem Obigen 


Oa _ 

Fra 

Ob _ 

\ Bb 
Oc _ 

u” 


folglic) 
Da 
iſt, fo ift 


Yu if nach dem 


Oa Ob 
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Ya®b*La? c?-+-b2c®, 


ac? j 
a? b?'+ a? 
a?h2 ; 
— ah? + a®c2 + bee 
b?c? 


br werben? 


c? + b?c? 


Oc 


ats tot: 


Aa 
Aa Bb 


AO 
ar 


Dbigen 


BO 


— — 


Br 


= (2) 
"Aa \Aa 


Ch \?® 
Bb 


Ob _ 
Bb 
Oc 


Bh C 
t&>=3 


co — 
Cc 


c 


= 2 


_ sinx? 
sin B? 
_ sinx? 
sin? ? 


sinx? 


=) 
Ce- 
sinx? sinx? sin x? 

sin A® sin B? sint? "  ? 


cosec A® + cosec B? + cosecC? — cosecx?, 


6” = AR 


Folglich 








— — — — — — —— ——— — — — — 
— 2 2 2 
cosecx —= YcosecA?+cosecB?+cosecl?, 


mittelſt welcher Formel fid) alfo x aud) aus den drei WRinfeln 
des Dreiecks finden läßt. | 

7) Dan kann endlich) auch noch annehmen, daß die Win- 
fel CAa, ABb, BCe einander gleich feyn follen, Diefer Fall 
geftattet eine ganz ähnliche Behandiung, wie der vorhergehende, 
Seen wir einen der gleichen Winfel =z, fo findet man ganz 
eben fo, wie vorher, 

cotz = cotA + cotB + cotC, 

fo mie aud) 
a? . 
—s1nZ 


sin(A—z) = * 


Nun iſt 
Ba:Ca = ABAa: ACAa = csin(A—z):bsinz,, 
d. i., zugleich mit gehöriger Vertauſchung der Buchſtaben: 
Supplem, zu Klügelö Wörterb, 1. | | 33 


folglich 
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Ba:Ca = a*t:b?, Ba: Ba 4 Ca a?:a® 4- be; 
Cb:Ab = b?:c?, Ch:Cb+ Ab = b?:b? + 623 
j ActBe=ct:at, Ac:Ac+Be = c?:a® }c?; 
alfo F | 
| a3 b3. c3 
ν 





Ba ⸗ 
ab? _ be? oe 

Ca = Frh Ab= — Be= ce . 

Sonft bietet diefer Fall eine weitere befondgre Eigenthuͤmlich— 

feit dar, | | | 

16. Wir werden nachher wieder auf die Scheitellinien des 


Dreiecks zurückfommen, und wollen jeßt nur erft ein Paar fpe- 
cielle Säte und Aufgaben, welche ebenfalld mit der Theorie Die- 


fer Linien in Verbindung fiehen, bier einfchalten. Wenn durd) 


die Spitzen des Dreiecks ABC (Fig. 30.) drei beliebige Linien 
Aa, Bb, Ce, und durd) einen beliebigen Punkt O mit deniel- 
ben die Parallelen Oce, O8, Oy gezogen werden, fo ift immer 


Oa , Oß ,„ Oy _ 

ra N | 
Man fälle von. A, B, CO und O auf die Seiten bes Dreiecks 
die Perpendikel AA’, BB’, CC, OA”, OB”, OC”, fo iſt, 
wenn I die Area des Dreiecks bezeichnet, offenbar 


BG.OA” + AC.OB” + AB.OC” = 24. 


Aber | 
24 24 _ 24 


li 
folglich OA” , OB” , 0c” 
7 Aa TBB "cc — 
Weil aber. offenbar, 4 OcA'n AAaA, ADB" nABbB, 
40yC'n 1CcC if; fo if 
OA” _O« ‘OR” _ 08 00’ _Or, 
AA Aa’ BB — Bb’ CC 7 Ce’ 
folglich) 
Oa , 08 , Oy _ 
| a tmrc” 
ft ABO ein gleichfeitiges Dreieck, fo ift AA=BB’= CC, 


OA’ + OB” + OC"=AA, 
d, i. die Summe der drei von irgend einem Punkte in der Ebene 
eines gleichfeitigen Dreiecks auf deſſen Seiten gefällten Perpen- 


dikel iſt immer der Höhe des Dreiecks glei. - 


Wie man fich, wenn der Punkt O außerhalb des Dreiecks 
fällt, zu verhalten hat, wird leicht erhellen. 
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17. In der, Ebene des Dreiecks ABC Fig. 31.) den 
Punft O fo zu beftimmen, daß die Summe OA + OB + 0C 
ein Minimum wird, 

Man nehme B als Xufang, BC als Are der Abfeiffen an, 
und bezeichne die Coordinaten des Kascue O durdy x, y; die 
Coordinaten des Punftes A feyen f, h; fo ift, wenn wir OA + 
OB + 0C =: ſetzen: 

s— Yxi+y? + Yla— x)? +y° + Yf—x%? + (hy)? er 
Entwicelt man nun, da 8 eine Function zweier unabhängigen 
veränderlihen Größen ift, die partiellen Differentialquotienten, 
fo ergiebt fi: | 


(&) _ x z a—x _ De - 
| Yx+y2 Tla—ı?+y TEN? +h—y® 
Bere, 
y/ +y2  Va-x®%+y: Nix? +ch—y)% 
Sof nun ein Minimum Statt finden, fo muß befanntlicy 
=) — Ös 0 
—A—A 
feyn. Dies giebt, wenn man die obigen algebraiſchen Aus 
druͤcke geometriſch darftellt: 


BO’ co’ - 00” _, 00 00’ AO” _ 
"Ta trToo 50 
oder 
sinBOO’ — sinCOO’ — sinOAO” — 0, 
cosBOO’ ecos COO — cos0AO”=0; 
oder 


sinBOO’ — sin COO’ — cosAO0O” — 0, \ 
cosBOO’ + cos COO — sinAOO” —=0. wu 
Eliminirt man aus diefen beiden Gleichungen den Winkel AOO”, 
fo erhält man | | 
e0s(ADO”’+BOO’) + cos(AQO”"—COO) =0. 
Aber 


AOO” + BOO’ = 270° — AOB, COO’ = %0° — €00” . 
= cos (270°—AOB) + cos(AOO” +CO0O”— 90°) = 0, 
c05s(270°—AOB) + cos(AOC— 90°) = 0, 
— sinAOB + sinAOC—=0, 
sinAOB = sinAOC, AOB = AOC. 
Eliminirt man aus den beiden obigen Gleihungen COO’, fo 
a sin (B00 4 C00) — c0s(ADO”— COO,) = 0, 
sinBOC — cs(ADC— %°) = 0, 
sinBOC — sinAOC =0, 
sinBOC = sinAOC, BOC = AOC . 
332 
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Alſo Tu 

AOB = AOC = BOC. 
Der Punkt O muß Folglich eine ſolche Lage haben, daß die drei 
Wintel ADB, AOC, BOC einander glei) find, und demnach 
jeder = 120° iſt. ) 

Soll fid) der Punkt O auf die angegebene Weife beftimmen 
laffen, fo darf, wie leicht erhellet, Fein Winkel des gegebenen 
Dreiecks > 120° feyn, indem 5. %, für den Winfel A 
BOC = BAO + CAO + ABO + ACO, 

d. i. | 


iſt. 

Durch Conſtruction findet man den Punkt O ſehr leicht, 
wenn man nach einer bekannten Elementar-Aufgabe über zwei 
beliebigen Seiten des gegebenen Dreiecks als Sehnen zwei Kreis— 
ſegmente beſchreibt, deren jedes einen Winkel von 1200 faßt. 
Der Durchſchnittspunkt der Bogen dieſer Segmente, wenn es 
einen ſolchen giebt, iſt der geſuchte Punkt. | 

Die Summe s findet man auf folgende Art aus den Seiten 
des gegebenen Dreiecks. Da naͤmlich cos 120° = — cos60° — 
— sind0° — — + chord 60° = — 4 it; fo ift 

| OA? + OB? + OA.OB = AB? = c? (1) 

OC? + OA? + OC.OA = AC? = b? (2) 
OB? + OC? + OB.OC = BC? = a? (3). 
Ferner ift 
OA.OB.sinAOB 4 OC.OA.sinCOA + OB.OC.sinBOC 
— 24ABC = 24, 


d. i., weil sin 120° — sin 60° eos 300 = Y1— sin ? 30° = 
Yi—- (4 chord 60° ? = Y1—4=3;Y3 if: 


OA.OB + 0C.OA + OB.OC = =; = 44r3, 


3{0A.OB + 0C.OA + OB.OC} = 44y3. 
Addirt man dies zu der Summe der Gleichungen (1), (2), 
(3), und dividirt durch 2, fo erhält man auf der Stelle 
= s—=Y!t(@a+b’+e) P2AY3). _ 
Da man nun I durch die Seiten ausdrücen fann, fo iſt aud 
s durch a, b, c ausgedrückt Die Linien OA, OB, OC ſelbſt 
werden auf folgende Art erhalten.  Subtrahist man (3) von 
(2), fo wird 
OA? — OB? + OC(0OA—OB) = b?—a®, 
(OA—OB)(OA+OB-FOC) = bh? -as, 


b?_a® 


0A - OB= —- 


A4 ABO + ACD = 1200 





and eben fo 
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A-00C=I-%, 
‚ =; 
auch ift 
BR A—0O0A=0; 
alfo durch Addition 
J 
Folglich, zugleich mit gehoͤriger Vertauſchung der Buchſtaben: 
Den b?+c?—a? +34y3 
* 3s “ 2rgla+berer)+2ay3 
orten _ a?+c?—b?+34Y3 
ds 2Y4(a? +h?+c?) + 243 ’ 
oc— re rbt—rc _ a?+b?— c? +4.141Y3 m 
3s 2Yı(a?+b?+c?) + 2473 


18, Wir fehren nun nod einmal zu den in (11.) und 
(12.) beiviefenen allgemeinen Sägen zurüd, indem mir diefe 
Site aus einigen, fo viel wir wiflen, noch nicht befannten fehr 
allgemeinen Relationen ableiten wollen, die mit vieler Leichtig— 
keit auch noch zu andern Mefultaten führen. ' Sey in Fig. 32. 
AAA” das gegebene Dreied, und AB, AB, A”B” ſeyen 
drei beliebige in einem Punkte fich fchneidende Linien. an 
ge AA = u AA AA a; AB—=a, AB dc), 
AB=«a; AB=pg, A B=g_, AB’=g", und beeichne 
die einzelnen Winkel fo, wie in der Figur gefchehen ift. 

An den Dreieden AOA’ und AOB” ift, wie fogleic) erhel⸗ 
len wird: 

AO:a” = sin@,:sin(@+09,), 
AO:E” = sinp” :sin(p"— 0); 
folglich durch Divifion 
‚a” _sin@, sin(®+ 6©,) 


* 


| “0” " sing” " sin(p’— 6) 
und hieraus, zugleich mit gehöriger Verwechslung der Buchftaben: 


a sing sin(@ + @”,) 
sin ©’, sin(p— @) 








P 

a’ _ sing’ sin(6”+6®,) 
7 sinlp — 9)’ 
a” _ sing” sin(9+ ©,) 
re LIT 


Aber 











folglich durd) Multiplication 
| sing sin © sin(@’+ ©”,) 
sin A sin ©”, sin(p—@') ’ 
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a’ _ sing‘ sin ꝰ sin(0” + ®,) 
= 7 sinA”sin 6, sin(p — 0”) ’ 





a” _ sing”sin®”’sin(9+09,), 
| an a’ ” sinAsin ©, sin(p"— ©) ’ 
oder Ä 
asinA’ ,  sin®sin(0'°+ @",) 
ssup — sn®’,sinp— ©)’ 
a’sinA” _ sin®sin(8”+®,) 
: a’snA _ sin®”sin(@+ ©',) 
asinp’ ” sin®, sin(p"— ©) 
Aber | 
esinp = a'sinA”, asinA’ = a’sinA; 
‚e’sinp = a”sinA, asinA”—= a’sinA; 
e’sinp’ =asinA’, a’sinA = asinA”; 


asinp _sinA” e’sinp _sinA a”sinp” _sinA 
asınA sinA ’ a’sinA’  sinA’ a’sinA sinA” ” 
und daher durch Multiplication aus dem Obigen: 
— sin A” sin @sim ( ) _ sinA” sin Osin(@ + ©°,) 
— sinAsin ©", sinp—6@) " sinAsin 6°, sin(9+ ©,) 
— sin Asin sin (0 4 9,) _ sinAsin sin("+9,) 
— sin A’sin 6, sin(p — 9’) ” sinA’sin 9, sin(0’ + 9°,) ” 
sin A’ sin 0” sin(0+ @',) ._ sinA’ sin 0” sin(@+©,), 








nr sin A” sın ©, sin(p"— ©)  sinA” sin 0°, sin(9°’+ ©,) ’ 

oder auch 
| ;_ sin Osin A” sin A’ OA” 

— sin ©”, sinAsin ADA’ ? 
__ sin ©’ sin A sin AOA” 

— sin ©, sin A’sin A’OA” 
__ sin @” sin A’ sin ADA’ 

— sin &, sin A”sinAOA” 


1 


* 


Es iſt aber auch 

7 0 —-A, m — aM, "mg" —A; 
8, =zA— 98=A+A — p = 180° — (A’"+g) A 
= BO A +A"— 9 = 180% — A+p), 
9, =" —- "ZN 4 A4 - 1800 — (AN); 
-6 AA - , 
—O———— 
"Op -9HNZN 49; 
e +09, zy +HA— d"zA+L VW — gg", 
"+9, =Zy’rtA—-y=zArg"—p, 
+9, A — YyzA’+o— y.. 

Folglich 

a— sin ꝙ sin ( 4 —-4) 


hu RE ET Tr TEE VL — 72— 
e sin(A’+y”")sin(A’+p—y)’ 
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= sin p’ sin (A op” —g) 
= Weg. 
_ _sing’sin(A’"-o—g) , * 
— sin(A+ p) sin(A+p”— p), — 
sin ꝙ sin (p— A’) sin(A+ 9’ — p”) 
— sing’ sin(p —A”)sin (A 4--9 
sin A’sin(A’ +) sin(A + p'—p”) ’ 
sin po" sin(p”’ — A) sin(A”-p—y) 
sinA sin(A+g') sin(A’+p"—ıp) ; 
u sin A sin (p” + 4) sin(p— gp’ + A”) 
7 sin A” sin(p—A’) sin (pP —gp”+A) 
1 sin A'sin(p+ A”)sin(p’— gp”’-+-A) 
sin Asin(p—A’)sin(p’—p+ A)’ 
__ sin A” sin (p’ + A) sin (ꝙꝰ =9r A’), 


— sinA’ sin(p’— A) sin(p— p +A 3° 


und demnach durch Multiplication: 


’„ — — 


aa 
e? € 
aaa” 
aa 
aa’a” 


ee” 


Aber 


sin p sing sing” 
—inAr+g ACH +gp")sin(A’+gp) 
_singsing’sinp” sin(p — A’)sin{p —A”’)sin(y’—A) 


— in ⸗ AK Pe ar ar Ep IE — — — — 
sin Asin A sınA” sin(A+«p') sın(A’ +gp') — +9)’ 


"sin A sin A’ sin A” 
— sin(p—A) sin (p’— AU) sin(p”—A) 
— sin (ꝙ 4 A”) sin ( 4 A) Sin ( + A”) 
7 sin(p—A’) sin (p’—A”) sin(p” —A) " 


g +X=10 0,9 —-X—6; 
gt A=10 9,9 —-X=e, 
A* 180° — , —- A 60. 


Folglich 


__ sin ®, sin ©°, sin 0”, 
"sin © sin 6 sin 5 





sin @sin ©’ sin ©’ —= sin 6, sin O9, sin”, , 

sin Osin ©’ sin ©" = sin(A— 6) sin(A’— F)sin(A’— 0”), 

welches der in (12,) beiviefene Satz iſt. 
Ferner iſt 


folglich 


a —o :a'm=sin®, :sinp, 
a’ — e:a’ = sin 0°, :singp’, 


”„ 


a’— e”:a = sin ©’, :sinp” 5 


a-oW@—e)a”— e) sin ©, sin ©, sin ©”, 
aa’a” sing sing’ sing” 


_ sin (A+y’)sin(A’+gp”)sin A" +4) 


sinp sin p sin 
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alfo nach dem Dbigen durch Multiplication: re r 
a-e)@—e)a"—e) _,| 

| eee me 
aa )a zer; (=-1) (3-1) G- 1) =1, 
welches der in (11.) bewieſene Saß iſt. 

Sollten die Linien AB, AB, A’B” ;. B. fo gezogen wer- 
den,.daß fie fi) in einem Punkte fchneiden, und die Winkel 
0, ©, ©" einander glei) find (vergl. 15. 6.)5 fo erhält man 
aus der oben bewieſenen Relation 
sin A sin sin (0 + ®,) 
| sin A’ sin @, sin(9,— 0”) ’ 
wi 0=0 = ©" ift, fogleich: 


1 sinAsin Osin(9 + A— 6) 
sin A sin (A— 8) sin(A”+ @— 6) ’ 


1 — 


d. i. | 
 , __ısinA’sinA” sin(A— ©) _ sın A’ sin A” 
— sinA "sinAsin® sin(A-+-A”) 
sinA’cosA” + cosA’sin A” 
sin A’ sin A” 
= cotA” ++ cotA’, 
ct — cotA + cotA’ 4 cotA”, 


wie a. a. O. Man fieht hieraus, wie leicht diefer merkwuͤrdige 
Ausdruck aus unfern obigen allgemeinen Relationen folge. Aug 
den beiden andern der obigen entfprechenden Relationen ergiebt 
fi) ganz derfelbe Werth von cot ©, Beſtimmt man alfo cot@ 
oder © auf diefe MWeife, fo find die drei in Rede ftehenden Rela— 
tionen, alfo, wie aus dem Obigen folgt, auch die Gleichung 
sin ® sin © sin 6” = sin ®, sin ©’, sin ©”, 

erfüllt, und die Linien AB, AB, A’B” fchneiden ſich alfo in 
einem Punkte (14.). Sollen die Linien AB, AB‘, A’B” fo 
gezogen werden, ‚daß fie ſich in einem Punkte fchneiden, und 
die Mintel ADA’ = AOA = AOA’ — 120° find, fo hat man 
nach dem Dbigen die Gleichungen: 


(cot 8—cotiA), 


ct — cotA = 





— sin® sinA” _ sin © sin A” Ä 
77 sin 0",sinA ” sin(A”— 0")sinA ’" 
da sin © sinA _ sin ©’ sin A 
— sin®,sinA’ ” sin(A—®)sinA’ 
— sin sin sin Oꝰ sin A’ R 
— sin, sinA” " sin(A’— O)sinA” 
sin (A”— 8”) — [7] m: [7 sin 8 
— — = c0os®” — cotA” sin” = — 
sin(A— ©) _ | Denn sin &' 
— = 00 — ctAsn0 = 
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N = 1 — other = A, z 


sin A’ 
Es ift aber auch 

+4 — 060%, 
+ A* 60, 
+ A—69 = 00°, 


alfo z. B. @ = 4 A — 60°, und folglich 


cos ® — cotAsin 0 = MR(9 HA —60° Eur). 
sin A’ 
sinA’cos® — sinA’cotAsin ® 
= sin Ocos(A’—60°) + cos sin (A’— 60°) , 
‚ sinA’— sin A’cot Atang = cos (A’— 60°) tang 04 sin(A’— 60°), 
sin A’ — sin(A’— 60°) 
u eu: sin A’ + cos (A’— 60°) 
_ _sinA | sin A’— sin(A’— 60°) } 
— c0sAsinA’ + sinAcos(A — 60°) 
_ _sinA[sinA’+cos(A’ + 30°)} 
— 0sAsinA’+ sinAsin(A’+ 30°) i 
Auch ift 
1+tang 0 sin A’(cosA-+- sin A)-+-sinA [cos (A’-609) -sin So. 
cosAsinA’ + sinA cos (A’— 60°) 
1 0 sinA’(cosA-sin A)+sin A {cos (A’-60°)-Hsin (A’ -.60°)} 
— | cosAsinA’ + sinAcos(A— 6000) —; 
oder 


_sinA’ cos (45° —A).Y2 + sin Acos(A’— 150), y2 
1. +tang 98= c0osAsinA’ + sinA cos(A’— 60°) ’ 

_sinA’sin(45°— A).Y2 + sinAsin (A’— 15°), 2. 
i-un,0= cosAsinA’ + sinAcos (A’—60°) 


‘ 1 —tang® 
0 — ng © 
tang (45° — 0) = — 

Alſo 


ein A' sin (450 — A) + sinA sin (A’— 15°) 
tang (85° — O)== sin A’ cos(45°— A) + sinAcos(A’— 15°) * 


Berechnet man zwei Huͤlfswinkel Y und aus den Formeln: 


_ sinA sin (A’— 15°) ‚_sinAcos (A’— 15°) 
ngy = Arx sin (45° —A)’ sd "sin A’ — 
lo iſt 14 tan 
z 608 ıy (cosw + sinw) 
tang (49° —A) cos ıw(cosw’ + sin 7 
— cos ı’ cos (45° — v) 
„= tang (15° — A) cos y cos (45° —y’) " 
Es ift auch - 





/ 
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tang v > _ * — Ep 
— = tang(A'15°%) cot (5° —A), 


tangy = tang y’ cot(45° — A) tang (A’— 15°) | * 
tangy’ = tangy sang (45° A) eot ( - ise). 
Hat man 0, fo ergeben ſich @' und @" unmittelbar aus den 
Formeln 
8 = 9+A’—60°, 0" = 8—A+60. 
Man. hat hierbei überhaupt (17.) zu vergleichen. 

19. Sehr viele merkwuͤrdige Eigenfchaften biegen auch die 
Kreife dar, bon denen die Seiten eines Dreiecks berührt werden, „ 
deren es, wie man- durch eine einfache, geometrifche Betrachtung 
fich leicht uͤberzeugt, jederzeit vier giebt, einen innern und drei 
äußere. In Fig. 33. it ABC das gegebene Dreieck, :O der 
‚Mittelpunft des innern berührenden Kreifes. Die Mittelpunfte 
der drei aͤußern Kreife find 0°, O', O , und es erbeitet, Leicht, 
daß 0’, 0”, 0”, die Spitzen eines Dreiecks 00’0” find, 
deffen Seiten die Außenwinkel des gegebenen Dreiecks halbiren. 
Die berührenden Kreife felbft follen im Folgenden der Kürze wegen 
bloß durch ihre Mittelpunfte ‚bezeichnet werden. Die Halbmeſſer 
der Kreiſe, O, 0°, 0", 0° feyen refpective Q, e,g',e. 
Die Area des Dreiecks ſey immer-—=F. Es iſt immer 

ee | 24 
e(a+b-+c) =24,e = — — 
Alſo —— 
_ Ys(s—a)(s—b) (s—e) 
— See ET rare. 
* — — 
s — a)\5 — s—c 
er. 


Der Halbmeffer des um das Dreieck befchriebenen Kreifes fey r, 
fo ift offenbar, da der Centriwinkel jederzeit Doppelt fo groß iſt 
wie der Peripherieivinkel auf demfelben Bogen, 

a b c 


— — — 
— 


2sinG 


e=ymA“ ZsinB 
Aber bekanntlich | 
sinA = 2, Ys66=a) (s—b)(s—c) . 





Aloe .. . 
u abc 
TVs —a)e—b)l—c) 
Folglich abe abe 
| 2 Ar atrb+e 
Auch ift 


r(snA+ sinB + sinO)=s. 
Aber (Trigonometrie. 18.) | 
: sinA-+sinB+sinC = 4cos}A cos4Bcos}C « 
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Alſo 
ar cos 44 cos4B cos}C = s, 


mo immer s den halben Umfang des Dreiecks bezeichnet. Alſo 


auch 
r == issec}A sec;B sec;C. 


Nach — Obigen iſt 
Alſo 


ee h, h’, h” die auf bie Seiten a, b, e gefällten Perpendi- 
el, fo ift | 

hh’h” = SE, 
abc c 
Folglich 


3 
hh’ h"’i= * 


hh’h” = 7, 4= VRR”, 


Nach dem Vorhergehenden ift 
. abe — 8r? sinA sinBsinC.. 
Alfo 


Folglich auch | 
es = Argcos$A cos4B cos4C —= 2r? sinA sinBsinC,, 

2 _ sinA sinB sinC 
r  cos$A cos4B cos}C 


* = 4sin}A sin4B siniC ; 


A= 2r?sinAsinBsinC. 


= 8sinyA sin3B siniC , 


oder nach Trigonometrie (18.) 


- = eosA+cosB-+cosC—1 = cosA+cosB-+cosC . 


Alfo audy nad) dem DObigen 
_ecosA+rcosB+cosC 
etr= ————— 
Auch ift nach dem Obigen — 
re(inA+sinB+sinCl)=es=J4; 
alfo Ä 


= — sinA + sinB + sinC,, 
oder nach Trigonometrie (18.) 


* = c084A.cos$B.cosiC . 


Nah dem Obigen ift, 
Supplem. zu Kluͤgels Wörterb. J. Aaa 


* 
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———ꝛbin Asin Bein C 
A 2r* sin Asin Bsin C = 8c0os 4A? cos 4B? cos}C? ». 


d. i. 
Auch iſt 
A=ges—=Arecos$}A cos}BcosiC = 
alfo 
d. i. 


Auch iſt 
s’ tang 4A — 4BtangiC = abc — cos B en R 

"abe cos$A cos#4B cos 4C 
tarig4A tang4B tang}C 
s’tang/Atang!BtangiC 

cos#A cos4Bcos4C 
Mittelft diefer Formeln fann man die Summe der Seiten aus 
ihrem Producte finden, und umgekehrt, wenn nur noch die Win- 
fel des Dreiecks als befannt angenommen werden, Sind alfo 
a,b, c; a,b, € die Seiten „‚ipeier Apnlicen Dreiecke und 
rl c=p,ia+b+0=3; 
fo it immer — = >, ps’ — ps’, oder auch, wenn wir 


die ganzen Seitenfunmen durch S und a bezeichnen, p B = 
pS°, Syp =S’rp. 

Mir wollen nun noch die Entfernung des Mittelpuntte des 
eingefchriebenen Kreifes von dem Mittelpunfte des um dag Dreieck 
befchriebenen Kreifeg zu beftimmen fuchen. Sey daher in Fig. 34. 
O der Mittelpunft des, eingefchriebenen, O der Mittelpunft des 
um das Dreieck befchriebenen Kreiſes, alfo AU = AO =[r, wobei 
wir AO auf BC fenfrecht annehmen. on fy auch OD= oe 
auf AC fenfreht. AO halbirt den Bogen BC. AO halbirt 
den Winfel BAC, verlängert alfo auch den Bogen BC. Daher 
ift AOA eine gerade Linie, AOA ein gleichſcheutliges Dreieck. 
Zieht man A’C, fo it BEA’ —=BAA —=4A, OCA=!A+ +0. 
Aber offenbar auch COA’ — 4A + 40, Alſo AC=ADO, 
Im —— Dreieck AOA’ ift nach dem pythagoraͤiſchen 
Lehrſatze, wenn 00 auf AA ſenkrecht iſt, 

A — 002 + A’02 = 00°? + A’0? — Oo’? 
= 00? + (A’0.+00')(A’0’— 00) 
= 00? + AO0.AO = 00? + A’C.AO. 
Die Dreiecke AOD, A’Ca find offenbar einander aͤhnlich; alfo 
Aa:A’C=DO:AO;, 
aber, wie ebenfalls Teicht erhellet: 
Ka:hC=AcC:AB; 


A = s?’tang 4A tang4B tangiC .. 


abc cosf{A cos 1B cos 40 
BEE Ta 


42 abes cos4A cos4B cos4C tang SA tang 4Btang}+C 


A= Vabessin4A sin +B sin;C . 


abc — 
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folsih | 
A’C:AB’ = DO:AO, 
AC.AO =A'B’.DO = 2re . 
Alfo nach dem Dbigen 
r? = 00°? +2re, 00? = r?—2re, 00 = — 
Einen analytiſchen Beweis dieſer merkwuͤrdigen Formel ſ. Trigo— 
nometrie (21.). 
Wir kehren nun wieder zu den drei —— welche das Dreieck 
außerhalb beruͤhren, zuruͤck. Es iſt offenbar 
a ⸗ tang [0° —4 (18000 B)} +e' — (90° — 4 (180° - 6)] 
= e'(tang4B 4 taug 40) . 
Folglich, iogleih mit gehoͤriger Vertauſchung der Buchſtaben: 
__acos4B }BcosiC__ acos;Bcos4C 
—— GH” sin$(B+C) —  cosıtA 5 
__bcos#C cos 4A b cos4C cos+A 
e — MMTInM cos 567 
__ecos+A cos 4B _ ccos!A cos!B 
| — fang — IB sind 4(A+B) . cos4C u 
* nach rg (16,) 








— — — — — 
— — — 


oos 44 — aYs—a a(s—a) 


Folglich) 








A ® 4 . ZZ 4A [273 
en Mi Sms 3 3; 


ee e e — A, A = Yee' 0” e” : 


ee’ ee” — abcssin$A siniBsiniG . 
Auch folgt aus dem Obigen unmittelbar 


 »» » 


ee” e” = abc costA cos4B cosiC . 


Folglich ud 5 a 
e= stangiA tang B tang 40. 
Ferner iſt —* nach Trigonometrie (16.) 
= Ys(s—a)(s—b)(s— c) 
= east ; 


alſo 


Folglich 

e 4eees (tang 4J4 4 tang IB4tang ᷣ0 · tang SA tang Rtang — 
Aber, weil ZA+ IB +40 0900 iſt, | 
sin$g(A+B)  __ cos4C 

cos}A cosıB  cos#A cosiB 


Aaa2 


e=stang}A, e"=stangjB, — 


tang 44 + tang 48 = 
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cos4C? 4 cos 44 cos4B sin 20° 
ß de 
1 + (cos4A cos4B — sin4C)siniC 
ho 


— 4cos J44 cos!B — cos4(A + B) } sin 40 


cos3A cos 4B cos 40 
—_i1+ sin2A sin+B sin 40 | 
cos+A cos4B cos}C 
= tangtA tangıB tangtc + sec 4A sec +B sec4iC.. 
Solglid) 
e +0" +e”"—e = ssec{A sec}B seciC . 
Nach dem Obigen ift aber 
sec+A sec 4B seciC = * . 
Folglich 
| erh, 
Auch ift 
e’o” pe” — s’tangiAtang4BtangıiC . 
Nach dem Dbigen aber 


tang4A tang4BtangiC = e . 


 tang}A+ tang!B+ tangiC = 


= 


» 


e',+ e” * — 





82 
| Alſo [4 — * 
eee = sd, 2% * 
Auch iſt nach dem Obigen 
’ A 4A af 
de ee rt. 


Folglich 
e - e ⸗a tang A, g ————————— ıB, € RER N 
(e * (e’—e) (e”’—e) = abetangyAtang4B tang!C, 
d. i. nach dem Dbigen 





‚ .“ r ab A 
au Cal DIC Hund En = » 
oder | == 
— ⸗* — r 
-d ee de er D 


Ye —e) (e"—e) le" —e) = =yr . 
Auch it 42 = og? 82. Folglich 
N (e - e) ( - e) le" —e) = Are? , 


EEE) =%. 


Nach dem Dbigen iſt aber 


= a4 Er 0.3 
u ° 


Alfo ift immer 
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Zen Be (£-1) (E-1)(2-1). 
Entwicel ne das Product auf der rechten ‚Seite, fo erhäkt | 
man die merkwuͤrdige Gleichung: 

elle HH . 
Alfo ift auch immer 
En a u Ze ltr, 
£ = 4 l@+e’ te”)? — le? Fee )}- 
Mehrere Relationen biefer Art aufzufuchen, wuͤrde uns hier zu 
weit fuͤhren. 
Der Inhalt des Dreiecks 0°0’0" ſey = A, fo ift offenbar 
1=4+ (a0 + be” re) 
d. i. nad) dem Dbigen Er 


d=4d 140-5 a) * F — 
4.2? (s-a)(s-b) (s-c) + a/s-b) (5-e) 4b (s-a) (s-c) + (s-a) (s-b) 
2(s—a)(s—b)(s—c) 
1. -»t—b) + s(s—a)(s—c) + a@—b)@-e). 
2(s—a)ıs—b)(s—c) 
wobei man fid) das doppelte erfte Glied des Zaͤhlers in zwei 
- Theile zerlegt, und diefe Theile. mit dem vierten und dritten 
Gliede des Zaͤhlers vereinigt denkt. Ferner ergiebe ſich leicht 
| eat htee den 
if + sa(s—b) — ac(s—b) 
g=4: 2(s—a)@—b) (s—c) | 
s?(s—b) + s®’—(a-+-c)s? + abe 
— 2(s—a)(s—b)(s—c) 
: = 48 ”— (a+b+c)s? + abe 
2(s—a)(s—b)(s—c) d 
d. i., wilfatbte—=2 if: 
— abcA 
TI -je-ba-e‘ 





Aber r | 
= (s—a)(s—b)(s—c) ., 


Alfo | 
ww abes abce(a+b+c) 4 
Va | 


oder, bfoß in den — Seiten ausgedruͤct: 


I= sabe een. 2 3 
Nach dem Obigen iſt | 
abe 
7 => dr . 


— 


. | 2 { 
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Solch 


4 =is=r(atbte), 
eine ſehr einfache Formel für I. ' 


Noch verfchiedene andere Bemerkungen: über. die vier in Rede 
ſteherden Kreiſe ſ, m. in Erellers mathem, Auffägen. I. Ber— 
lin, 1821. ©. 165. | nn | 

20, ' Sen jet wieder in dag“ Dreieck ABC (Fig. 35.) ein 
Kreis befchrieben, und O deffen Mittelpunkt. Ferner feyen in 
die Räume Abac,. Cayb, ‚Beßa drei Kreife befchrieben , weldye 
je zwei Seiten des Dreiedd ABO und den in dafielbe befchrie- 
benen Kreis. berühren. „O, 0,0" feyen die Mittelpunkte diefer 
- Kreife, und E, 0,0" die Halbmeſſer derfelben. Der Halb— 

mefler des, in dag Dreieck beſchriebenen Kreiſes ſey jetzt = r. 
Es ift offenbar | 


x = A0.sin}4, AO = 
Senat 0 : ; 
— —’sintA - 
— ink 
und, wenn man fd) nO gezogen denft, offenbar 
be = e = ne.tang4(90°— 4A) = ne.tang (45° — 4A)”. 


1—sintA_ 


Aa = — mr, 
. ' sin+tA 


— 
sin 44 





Aber EEE: 
tang (45° — 3A) = . 
Be 1— sin 4A\? - 1 A 
_. fi-sın3 — Mi _ „f1-—sin} 
e= — .r=rtang (45° wel . 


Da man r und sin+A dur) die Seiten des gegebenen Dreiecks 
ausdrücken fanıt, fo würde man aud) E leicht durch die Seiten 
darftellen koͤnnen. Die analogen Formeln für e und E" laffen 
fich leicht entwiceln, Ferner erhält man licht:  -- 











s r — 2Yr 7— 
sin$A = — cos}A = — tang 4A = — 
ro r _ r— e’ . 
sintB = , cosiB = ——, tang4B = ——; ; 
I; irre’ ° pe neh 2Yıo 
e r—o” 2Yre” re" j 
siniC = =, costl = ——, tang 40 = . 
7 r-+e ’ 4 r+e ’ 84 2Yre” 


Mittelft der in Trigonometrie (18.) berviefenen Relationen wuͤrden 
ſich hieraus mehrerer Relationen zwiſchen x @, und den 
Winkeln des Dreiecks ableiten laſſen. Nach Goniometrie (56.) iſt 


tang 4a tang!B ++ tang}A tangiC + tang 4B tang 40 = 1, 
alſo immer | . 
Ede) „ EZ) 2 E-e—) —4 
Ye ArYoe” | ar Ye’ eo” ” 


\ 
f 


\ ! 


Duodecimal: Syftem, 737° 


E-) E-OVe 46-0)E-Are +a-e)e-e N) Ye=tteoe, 
= (Ye+re+rYe)r Ä 
(+ )Ye+le+e Ye +ete)Yo’+4Y or er 
+ ee"Yetee’Ye terre”. | | 
Mittelft diefer quadratifchen Gleihung läßt fih z. B. x aus 
Es ift offenbar 


a=r(cot4B-#cot4C)= 
alfo 


rsint(B-+-C) _ _teos$tA 
sin+Bsin}C “ sinyBsinic ® 


a tlehedte+e”)Yre 
EHE”) ’ 

p — Furt lr+e”)Nre 
Fo(ere)tr—e”) ’ 

eo rlehe)lehe)Yre” 
Fer e)r+e”)’ 
wodurch die Seiten des Dreiecks a, b, co aus r, ge, eg," 

gefunden werden fönnen. EN 


Ueber die Malfattifche Aufgabe f. m. den Artikel Anıvens 
dung der Analyfis auf die Geometrie (24.) i. d. 8. 


Duoderimal: Spyftem, ſ. Dodekadik. 





Einige Berihtigungen, 
S. 112. 3. 8. ſteht 44 zu hoch, 
— 174. m 3. ft, — m, 23, 1 
= 176, — 10. ſt. 2—3 fm. 75 % 
— 283, — 14. v. u. ſt. 8 nur ſ. m. + . N 
— 369. — 15, v. u, ſtreiche man m. am Ende der Zeile, 
— 408, zwiſchen 3. 15. u. 16, ift noch einzufcyalten Charafteriftik ein: 
gehäüllter Flächen, f. Einhüllende Curven und Flächen 
11.) i 


( .) + d. * 

— 450. 3. 3, v. u, hätte ſtatt auf Mittel (11.) auch auf Differentialcechnung 
(28,) i. 2 3. verwiefen werben Eönnen. 

— 455. — 19. vu, ft. 2 .m. F J 

— 513. zwiſchen 3. 11. u. 12. eine Reihe Punkte. 

— 527. 3. 16, dv. u, ft. An-1.57 7 f. m, —— — 

— 610. — 5. v. u, tilge man = am Ende ber Zeile, 





+ 


Einige nachträgliche — zum — Theile. 


— 891. 
— 997. 


8. 10, v. u. ſt. X f. m. Xöx. 

+8. » u, hinter i ſchalte man = dx ein, 
— 1, ftreihe man Summen ber, . 
2, ft. 21 m. X in ö 
— 14° f. X ſ. m. £ 
— 6. v. u. fl vou ſ. ——— ſt. bes erften X.f. m. Xöx, ft. des 

‘zweiten X f. m. x. 

6. ſt. X f. m. Xõx. 
9, ft. ung: ſ. m. nur. 
16. ft. Carte f. m. cosia, 
2. hinter ſchon ſchalte man 1808 ein. 


Bei der Aufgabe in (76.) ift auch siinc= rt wodurch c un⸗ 


mittelbar aus b und 4 gefunden wird, 
3. 17, fl. Zrignnometvie ſ. m, Zrigonometrie. 
— 2. u. fuͤge man hinter Zahl bei: oder ber kleinere 
egativ. 
Am Ende von Num. 10. ift zu bemerken: Zür —19 wird bie 
Eleinere ber obigen Gränzen negativ, Alſo an man auch 
ri 2520 gg Dies giebt x«—=2, y=5, ans 
3.0. u. fl. Artt ſem. A 
> r bes erften x f. — V, IF 
.v. 1 ſt. Differentialquotienten ſ. m. Differentials und 3. 2. v. 
u. füge man der Formel hinten Ox als Factor bei. 
15: füge man der Formel hinten Ox als Factor bei, und 3, 19, 
f. m. a Sing ft. —————— 


3. v. u. ſt. tt — 
(52) - 


3 - 


— 


3. f. m, in ber Formel 


10, ft. quod f. m. quot. 

3. ft, welcher ſ. m. welden, 

4.0 u. ſ. m. im Zähler — ſtatt des erfien + . 
— 13, zwiſchen {ZEDG ZEDG ..m=. 
oben ft, Vieldiger f. m. Vielediger, 

3. 15. fl. e-t2 f, m. e-t?0t, 

— 8, fl, denn f. m. dann, 


—1173.— 7. fl, arc ſ. m. ars, 








FahT. 






’ ’ 
+ . . ‚ * ie — — 
* ——— .. i Sal nme a ren N " . . - . .. 
a * BI gr N Primus Le . . P . - 
4 we‘ = ‘ — 
224 
— 
F 
5 0 — .. 
* 
u 
” 
.o £ 
. a. * 
* 0 7 u . 
‘ . . e 
. _ P B Di . * 
2 — ⸗ 
2 - 
- 2 u . 
.. 5 . F FR 
. . 
- 
- x nd 
. ’ + 
* * 
+ . ” 
x rw - * J— 
+ 
Pr * 
+ Pr ’ ; 
z * 
” “ . 
. 
* * 2 
— J 
u We 
‘ E . = . 
. 
“ - ” 
” 
® 
. 
- 
> ” 
. a 
= * 
* z % 
— - 
. 


Mathem 





——— ——— — 


— ——— 
—————— — — 


——— — 
— J Henn 


—*82 











